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RESUMEN

El modelo de razonamiento de Van Hiele ha sido una potente estructura conceptual cuando
se trata de investigaciones relacionadas con la ensefianza de la geometria. Hemos utilizado
este modelo (junto con otros referentes tedricos) para disefiar una unidad de ensefianza para
la semejanza de poligonos. La experimentacion de dicha unidad, con estudiantes colombia-
nos de noveno grado (14-15 afios), ha dado lugar a una descripcidn inicial de las caracteristi-
cas de los niveles de Van Hiele especificas para la semejanza. También presentamos algunas
conclusiones acerca del efecto de la experimentacion en la mejora del nivel de razonamiento
de los estudiantes.

ABSTRACT

Van Hiele’s model of reasoning has been a powerful conceptual structure for research
related with the teaching of geometry. We have used this model (with other theoretical
referents) to design a teaching unit for similarity of polygons. After the experimentation of
the above mentioned teaching unit, with Colombian students of ninth grade (14-15 year old),
we have produced an initial description of the characteristics of Van Hiele’s levels specific
for similarity. Also we presented some conclusions about the effect of experimentation on the
improvement of students’ level of reasoning.
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INTRODUCCION

Este trabajo es una sintesis de una parte de los resultados obtenidos de una investigacion
llevada a cabo dentro del programa de doctorado del Departamento de Didéactica de las
Mateméticas de la Universidad de Valencia.

El conocimiento de conceptos, propiedades y estrategias basicos de geometria es funda-
mental para que los estudiantes interactden efectivamente con su propio entorno y también
para que puedan empezar a estudiar la geometria de una manera mas abstracta y formal
(Hershkowitz, Bruckheimer y Vinner, 1987). Por este motivo, el proceso de ensefianza-
aprendizaje de temas geométricos nos demanda mas investigacion para conocer las formas
que tienen los estudiantes de adquirir de manera adecuada y significativa los conocimien-
tos geométricos.

La investigacion que hemos realizado, y en particular los aspectos que trataremos en este
trabajo, apuntan a aportar elementos a los profesores de matematicas que les permitan mejo-
rar el proceso de ensefianza-aprendizaje de la semejanza.

El modelo de razonamiento de Van Hiele esta demostrando que es un excelente referente
tedrico para la organizacion y evaluacion de la ensefianza y el aprendizaje. Un buen ejem-
plo de ello es N.C.T.M. (2003). En este trabajo presentamos los descriptores de niveles de
Van Hiele que se pudieron constatar después de experimentar con estudiantes de noveno
grado (14-15 afios) de Colombia una unidad de ensefianza de la semejanza de poligonos.
El planteamiento inicial de los descriptores de razonamiento se hizo teniendo en cuenta los
propuestos, de forma general, para la geometria por P.M. Van Hiele y otros autores como Van
Hiele (1957), Usiskin (1982), Burger y Shaughnessy (1986), Jaime (1993), Guillén (1997) y
Gutiérrez y Jaime (1998).

ANTECEDENTES

Después de realizar una revision bibliografica, se puede constatar que es poco lo que se ha
hecho respecto a la semejanza y en particular, propuestas de ensefianza basada en el modelo
de razonamiento de Van Hiele. Algunos de los trabajos encontrados, que incluyen el concep-
to de semejanza, utilizando diferentes marcos teéricos y persiguiendo diferentes objetivos,
son por ejemplo, Ferndndez (2001), quien trabajo con estudiantes de primaria. Hart y otros
(1981, 1984, 1989), quienes trabajaron con estudiantes y profesores de secundaria, al igual
que Margarit y otros (2001). Escudero y Sanchez (1999) trabajaron la relacién entre el cono-
cimiento profesional del profesor de mateméticas de secundaria y la ensefianza practica de
la semejanza. A nivel de propuestas curriculares (propuestas orientadoras) para profesores,
desde diferentes corrientes conceptuales, encontramos las del Grupo Beta (1997), Lappan y
otros (1986), O Daffer y Clemens (1977), Almato y otros (1986).

Friedlander y otros (1985) realizaron un estudio en el que perseguian tres objetivos bien
definidos: determinar patrones de mejoramiento en el desarrollo de los estudiantes (de 6°,
7°y 8° grados) en el concepto de semejanza, determinar los efectos de una intervencion de
ensefianza (en 6 clases, con una unidad de ensefianza sobre semejanza) en los tres grados, y
determinar si la ensefianza de la semejanza tiene algun efecto en la habilidad general de los
estudiantes para el razonamiento proporcional. A los estudiantes se les aplic6 un test escrito
antes y después de ensefiarles el tema.

Especificamente en relacion a los descriptores de nivel de razonamiento de Van Hiele en el
tema de la semejanza, la revision bibliogréfica no generd ningun resultado.
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MARCO TEORICO

Para el disefio y posterior analisis de la unidad de ensefianza de la semejanza tuvimos en
cuenta el Modelo de Razonamiento de Van Hiele, algunos aspectos de la Fenomenologia de
Freudenthal, y los trabajos de Hart y colaboradores en cuanto a proporcionalidad y semejanza.

En este texto sélo presentaremos la parte de la investigacion relacionada con el modelo
de Van Hiele. Van Hiele (1957) y Van Hiele-Geldof (1957) presentaron, respectivamente,
un modelo tedrico de ensefianza y aprendizaje de la geometria y una aplicacion concreta
del modelo en algunos cursos de geometria. Segun este modelo, a lo largo del proceso de
aprendizaje de la geometria, el razonamiento de los estudiantes pasa por una serie de niveles
que son secuenciales, ordenados y de tal manera que no se puede saltar ninguno. Cada nivel
supone la comprensién y utilizacion de los contenidos matematicos de una manera distinta,
lo cual se refleja en una manera diferente de reconocerlos, definirlos, clasificarlos, y realizar
demostraciones (Jaime, 1993).

Presentamos de manera muy resumida, las principales caracteristicas del modelo de Van
Hiele. Se puede encontrar un estudio mas detallado, por ejemplo, en Jaime (1993).

Nivel 1 (Reconocimiento): Los estudiantes juzgan un objeto geométrico por su apariencia
fisica y lo consideran como un todo.

Nivel 2 (Analisis): Los estudiantes identifican los componentes de las figuras geométricas y
las describen por medio de sus propiedades. Las deducciones que hacen estan basadas
en la observacion y la medicion.

Nivel 3 (Deduccién informal): Los estudiantes son capaces de definir y clasificar l6gicamente
las familias de figuras. Pueden dar argumentos deductivos informales para demostrar
sus conjeturas.

Nivel 4 (Deduccion formal): Los estudiantes entienden el papel de los elementos de un siste-
ma axiomatico, y pueden realizar demostraciones formales.

De las propiedades del modelo de Van Hiele, conviene mencionar la “continuidad” de los
niveles. En la formulacion inicial del modelo, los Van Hiele plantearon que el paso de un ni-
vel al siguiente se produce de manera brusca, como un salto. Sin embargo, posteriores inves-
tigaciones, por ejemplo Burger y Shaughnessy (1990) y Gutiérrez, Jaime y Fortuny (1991)
han puesto en evidencia la presencia de estudiantes que muestran caracteristicas propias de
dos niveles consecutivos, lo que significa que esos estudiantes se encuentran en transicion de
un nivel de razonamiento al siguiente. En esta investigacién consideramos el caracter conti-
nuo de la transicion entre niveles.

METODOLOGIA

La muestra con la cual se llevé a cabo este trabajo estuvo formada por 34 estudiantes de
dos instituciones (17 en cada una, con los cuales se formaron 5 grupos), una publica y una
privada, del departamento de Santander (Colombia). Era la primera vez que estos estudiantes
recibian instruccion sobre el tema de semejanza.

La unidad de ensefianza se disefié con los objetivos, entre otros, de:
»  Fortalecer la adquisicion de los niveles 1 (Reconocimiento) y 2 (Analisis) de Van Hiele
en el tema propuesto.
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e Caracterizar los niveles de razonamiento de Van Hiele en el tema semejanza de figuras
planas a partir de la experimentacion.

En el disefio de las actividades hubo dos aspectos que se tuvieron presentes: Uno fue el tipo
de papel sobre el cual se presentarian las tareas a los estudiantes, y otro, el tipo de figura sobre
la que los alumnos deberian trabajar. De esta forma, las tareas fueron escogidas o disefiadas
para que los estudiantes trabajaran sobre hojas de papel blanco o cuadriculado y manipularan
diversas superficies poligonales (entre otras, figuras no estandar), tanto céncavas como con-
vexas. También tuvimos cuidado con las medidas de las longitudes de dichas superficies y
sus posiciones en la hoja y en relacion a las demés figuras de la misma actividad (figuras en
posicién no estandar). En este sentido Jaime, Chapa y Gutiérrez (1992), teniendo en cuenta
las teorias de Van Hiele y Vinner, plantean que un estudiante comienza a construir su imagen
mental de un concepto de manera global, a partir de ejemplos concretos, sin realizar un anlisis
matematico de los elementos o propiedades del concepto, sino usando destrezas basicamente
visuales. Ademas plantean que un método adecuado de introduccion de nuevos conceptos es
la inclusién de ejemplos y contraejemplos. De esta manera pretendiamos eliminar estereoti-
pos, que son muy habituales en la ensefianza de la geometria, que limitan la adquisicion de
conocimiento de los estudiantes y que, en algunos, casos inducen a determinados errores como
es el uso generalizado de formas tipicas, como el cuadrado, el rectangulo o el triangulo, y de
posiciones estandar de las mismas (Jaime, Chapa y Gutiérrez, 1992).

Cada actividad fue disefiada para ser presentada en hojas individuales, y sobre las cuales el
estudiante debia justificar cada uno de los procesos que lo conducian hacia la respuesta (nu-
mérica y/o gréfica y/o verbal). Para el desarrollo de cada una de las actividades el estudiante
podia utilizar reglas, escuadras o cartabones, compas, transportador, tijeras y calculadora,
entre otros elementos auxiliares.

Metodologia de trabajo en clase:

En las dos clases, la experimentacién comenzé con la aplicacion de un pretest a la muestra
seleccionada. En uno de los colegios estuvieron presentes la profesora titular y el investi-
gador. Este asistio a todas las clases en calidad de observador participativo, observando la
actividad de los alumnos y, al mismo tiempo, colaborando con la profesora en las tareas de
asesoramiento y orientacion a los alumnos durante las sesiones de clase. En la otra institu-
cion, fue el investigador quien hizo las veces de profesor. Al finalizar la experimentacion, se
aplico un postest a los estudiantes que participaron, en una jornada de clase supervisada por
el investigador y la profesora titular, que intervenian para clarificar palabras o frases, pero no
para guiar las respuestas de los estudiantes.

Las actividades de la unidad de ensefianza se plantearon de forma secuenciada y fueron
entregadas una a una a cada estudiante en fotocopias. Algunas tareas planteadas requerian
para su realizacion de un material didactico adecuado, material que les fue proporcionado en
cada caso a los grupos y que se detalla junto a la exposicion de las tareas. El medio escolar
en el que se llevaron a cabo las experimentaciones de la unidad de ensefianza fue el aula de
clase, cuyas caracteristicas fisicas permitieron el trabajo en pequefios grupos de los estudian-
tes. Todas las actividades fueron realizadas dentro de la jornada escolar.

En total la experimentacion se compuso de nueve sesiones de 100 minutos cada una y
duré 8 semanas. El tiempo transcurrido entre las aplicaciones del pretest y del postest fue de
9 semanas.
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En lo que respecta a la organizacién del aprendizaje, se tuvieron en cuenta las fases de
aprendizaje que plantea el Modelo de Razonamiento Geométrico de Van Hiele.

Recogida de informacion:

Los medios utilizados para la recogida de informacidn en los grupos experimentales fue-
ron:

« Respuesta de los estudiantes en el pretest y el postest.

« Material desarrollado por los estudiantes en cada una de las actividades.

» Grabaciones en video tomadas de cada una de las actividades desarrolladas.

 Las notas tomadas por el investigador durante el desarrollo de las actividades.

Las grabaciones se realizaron haciendo seguimiento a dos de los grupos (en cada institu-
cidn), los cuales fueron formados por las profesoras titulares teniendo en cuenta la empatia
que existia entre los miembros del grupo hacia el trabajo en estas condiciones. También se
grabaron las intervenciones de la docente titular en un caso y del investigador en el otro.

RESULTADOS

A continuacion presentamos algunos de los aspectos que nos han parecido mas relevantes.
En este analisis, se tendra en cuenta lo planteado en el marco tedrico referente al Modelo de
Razonamiento de Van Hiele. Presentaremos el efecto que tuvo la unidad de ensefianza en
el fortalecimiento y adquisicion de los niveles 1 y 2 de Van Hiele. También presentamos la
caracterizacion de éstos en el tema de la semejanza.

Las diferentes estrategias de resolucion de las actividades usadas por los estudiantes en
cada nivel de razonamiento son las siguientes:

Razonamiento de nivel 1:
E 1: Usan una estrategia visual.

Razonamiento de nivel 2:
E 2: Usan mediciones.
E 3: Usan definicidn o criterio relacionado con la semejanza de figuras.
E 4: Deducen propiedades empiricamente.
E 5: Usan cuadricula y localizacion de partes que componen la figura.
E 6: Amplian o reducen multiplicando las medidas.
E 7: Usan razon interna.
E 8: Usan razon externa.
E 9: Usan regla de tres.
E 10: Deducen criterio nuevo para la semejanza.

Otras respuestas:
(E 11): Responden, o justifican, o concluyen errdneamente sin exhibir un nivel en

concreto.
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En la tabla 1 se resumen las diferentes estrategias de resolucion de las actividades usadas
por los estudiantes en cada nivel de razonamiento.

Nivel 1 Nivel 2 o;;zztr::'
E1l E2 E3 E4 | E5 E6 E7 |E8| E9 E 10 E11
Actividad 1 10
Actividad 2 10
Actividad 3 9 1
Actividad 4 9 1
Actividad 5 8 2
Actividad 6 2 6 2
Actividad 7 10
Actividad 8 4(8d) 6(8d) 10(8a-c)
Actividad 9 10
Actividad 10 2 6 1 1
Actividad 11 4 1 5
Actividad 12 8 1 1
Actividad 13 4 6
Actividad 14 1 2 6 1
Actividad 15 8 2
Actividad 16 8 2
2(17a-b)
Actividad 17 | 1(17a-b) 6(17a-b) 8(17c) 1(17a-c)
1(17c)

Actividad 18 Bgfgbt)’) 2(182)
Actividad 19 5833 gggz; ;838

2(19a-b) 1(19a-b)
Actividad 20 3 7
Actividad 21 6(21a-b) 1%21?2) 3(21a-c)
Actividad 22 1%;‘;)’) 8(22a-¢) iggggg

Tabla 1. Nivel de razonamiento y estrategias de resolucién exhibidas por los 10 grupos de estudiantes
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A continuacion se presentan algunos ejemplos de respuestas. Las estrategias estan direc-
tamente relacionadas con los aspectos que tuvimos en cuenta para el disefio de la unidad de
ensefianza.

En la actividad 1 se presentaban cuatro figuras®. Los estudiantes debian decidir cuales de
ellas tienen “la misma forma” y justificar su eleccion.

A) 9 9
0 [
Y

El grupo (IEA, 1) respondio: La Ay la B, porque su tamafio disminuye pero la figura no
se altera, [ademas] sus angulos son iguales pero sus longitudes varian.

El grupo (FCUIS, 1) respondi6: Las caras mas parecidas son laAy la B, yaque laBes el
doble de la A y mantiene las proporciones, mientras que la C es alargada y angosta, y en la
D su nariz esta volteada y el angulo de la sonrisa aparentemente es distinto.

El primer grupo responde utilizando argumentos de tipo visual al decir “mas pequefio” o
“mas grande”. Mencionan la igualdad de angulos pero, parece ser que, lo plantean por simple
observacion, ya que no aparece ningun intento de medicién. El segundo grupo menciona una
estrategia multiplicativa (el doble) y expresiones como “alargada” y “angosta” pero, al igual
que con el primer grupo, no hay indicios de que hayan tomado medidas ni hecho operaciones.
Esto quiere decir que los estudiantes se basaron en consideraciones de tipo visual (estrategia
E1), lo cual confirma que su razonamiento en estas respuestas fue del nivel 1.

En la actividad 3 se pedia seleccionar cuales de los 9 triangulos dados tenian “la misma
forma”, ademas de solicitar los criterios que se tuvieron en cuenta para dar la respuesta.

La respuesta del grupo (FCUIS, 2) aparece en el cuadro 1 (pagina siguiente). Esta respuesta
corresponde al nivel 2 y a la estrategia E2, ya que los estudiantes utilizaron argumentaciones
diferentes a las estrictamente visuales, por ejemplo al realizar una superposicién (realizando
mediciones) de los triangulos f, g y a y plantear que sus angulos se mantienen y las medidas
de los lados son proporcionales. Similar sucedi6 con los triangulos i y h.

En la actividad 12 se pedia usar la figura dada ABCD para dibujar otra, sabiendo que por
cada 7 unidades en ABCD debe haber 3 unidades en la figura nueva. Durante el desarrollo
de esta actividad, el grupo (IEA, 2) habia dibujado la nueva figura A’'B’C’D’ cuando llego6 el
profesor. Transcribimos parte de su dialogo (P denota profesor y E estudiante):

A -]
/ / A 8'
(o D ¢! 5.3

1 Inspirado en una actividad de Lappan (1986).
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P: ¢ Tuvieron en cuenta los angulos para hacer el dibujo?
E: Si.

P: ¢Cuales?

E: Este [sefiala el angulo A] por ejemplo mide 135 grados.
P: Entonces en la nueva figura ¢alguno mide 135 grados?
E: Si, éste [sefiala el angulo A’].

P: ;Y éste angulo cuanto mide? [Sefialando el angulo C].
E: 45 grados.

P: En la nueva figura ¢alguno mide 45 grados?

E: Si, éste [Sefialando el angulo C7].

P: ¢Era importante tener en cuenta la medida de los angulos?
E: Pienso que si, por que si no, resultaria cualquier figura.

'€ a)) by Q)

QA

) AGG, Ford ambrn son dacqulen wekingolos G wn ¢ consetvon b3S
ﬂwéﬁmmw
- Mt*mos_akgu_(‘_,_s_\ﬂ&_d.ol 'kﬁa"-fq
_lods «£ we progorcicanl

#E) el L aoze poede inclow puesto o d (omporarnean o i se mestra eopor-
wosale soouchclo piralRlo ale kipoleaa aeatcan el A temardo el

g emplo ca F 2 mewvela paralele | NED

Cuadro 1. Respuesta dada por el grupo (FCUIS, 2) a la actividad 3

Esta respuesta corresponde al Nivel 2 y a la estrategia E7, ya que mostraron la importancia
de tener en cuenta la medida de los angulos al dibujar una figura semejante a otra dada, es
decir, que no es suficiente con ampliar o reducir las medidas de sus lados. Otro aspecto que
tuvimos en cuenta en su clasificacion fue el desarrollo planteado en su hoja de trabajo.
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Vamos a ampliar estas figuras en la fotocopiadora; ampliamos
el original y después la fotocopia (los estudiantes recibieron tres
folios, las figuras originales y las dos ampliaciones).

a) Observa cada una de las figuras del original y toma las me-
didas de sus lados y anétalas.

b) Haz lo mismo con las de las fotocopias.

c¢) Compara los cocientes de las medidas de los lados corres-
pondientes del original con las de la primera copia y las de
ésta con las de la segunda.

d) ¢ Qué observas? Anétalo.

e) Toma las medidas de los angulos del original y las dos co-
pias, andtalas.

f) Compara las mediciones del item anterior.

g) ¢Qué observas? Andtalo.

Resume las observaciones que has hecho.

9

377

Resume las observaciones que has hecho.

L0 g 4

®“$"‘7?-s=5- ®Ta-"%='?‘
R y Ly
A4

as q‘l& o5

Cbng;hg;fg‘ Az

es feima vVovie su tawar o

2GL en \qoﬁaﬁd] q en opras ranhienen 0 formar

* Sos coientes . son taﬂes, la out el o0 a prevera p
* s clentes o uaua\es, b oy tamﬁ\ on \a Segen

+los ¢ de orn Forma  aen corstankeg
asi

Q
da copia

Cuadro 2. Respuesta dada por el grupo (IEA, 2) a la actividad 6.

En la actividad 6, que aparece a continuacion, el grupo (IEA, 2) respondié como aparece

en el cuadro 2.

La respuesta dada por este grupo fue clasificada en el Nivel 2y la estrategia E4, ya que los
estudiantes deducen empiricamente una forma de determinar cuando dos figuras planas son
semejantes (como se pudo constatar, ademas, en la trascripcion de uno de los videos).
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IDENTIFICACION INICIAL DE LOS DESCRIPTORES DE LOS NIVELES DE VAN HIELE

Los resultados sugieren que la formulacion inicial de los descriptores de los niveles 1y 2
de Van Hiele que propusimos para la semejanza se confirmd en su mayoria, es decir que el
analisis de los resultados de la experimentacion evidencid dichos descriptores. A continua-
cién presentamos los descriptores que resultaron:

Nivel 1 (Reconocimiento)

Reconocen figuras semejantes basandose principalmente en la apariencia de ellas.

En este nivel los estudiantes ven las figuras como un todo y describen las diferencias y se-
mejanzas de ellas usando términos como, mas grande, mas pequefio, estirado, ampliado. Por
ejemplo, cuando un estudiante esté decidiendo sobre la semejanza de dos dibujos, podria de-
cir, “la cabeza es demasiado grande, si se compara con el tronco”, o “este rectangulo no es tan
largo como éste”. Ademas de incluir atributos irrelevantes en las descripciones que hacen.

Los estudiantes empiezan a percibir algunas caracteristicas matematicas de la semejanza,
pero ain lo hacen de manera aislada.

Nivel 2 (Analisis)

Los estudiantes se centran en aspectos matematicos especificos de las figuras tales como
las longitudes de los segmentos y las medidas de los angulos, asi que pueden inducir cuéles
son las condiciones necesarias para que las figuras sean semejantes.

Las transformaciones usadas en semejanza, las ampliaciones y reducciones, son centrales
en todas las actividades en las cuales los estudiantes crean figuras semejantes.

La orientacion de las figuras semejantes es vista como irrelevante.

Pueden realizar construcciones de figuras semejantes al darles el factor de semejanza y
ademas predecir si la figura resultante sera una ampliacion, una reduccion o una figura idén-
tica a la dada.

Realizan la deduccion de propiedades matematicas mediante experimentacion y generali-
zacion. Ademas, generalizan dichas propiedades a otros tipos de figuras.

Realizan demostraciones de propiedades que tienen que ver con la semejanza de figuras
verificando que se cumplen en algunos casos.

ALGUNAS CONCLUSIONES

Después de experimentar la unidad de ensefianza, se pudo constatar que las actividades
1l a5y las 6 a 22 fueron desarrolladas por la mayoria de los estudiantes en los niveles 1 y
2 de razonamiento, respectivamente. Ademas, ningln grupo de estudiantes dio muestras de
acercamiento al tercer nivel de razonamiento.

En ninguno de los grupos se presentd el intento, por parte de los estudiantes, de demostrar al-
guna conjetura, ni siquiera en las actividades donde lo habiamos previsto. Pensamos que proba-
blemente esto sucedié porque ninguna actividad o item en particular lo pedia explicitamente.

Se observa en la mayoria de los estudiantes el progreso en la adquisicion del segundo nivel
de razonamiento y su consolidacion durante la experimentacion. Esto parece indicar que la
mayoria de ellos alcanz6 el segundo nivel de razonamiento.

Para futuros trabajos se podria tener en cuenta otro enfoque para la semejanza de figuras,
por ejemplo la presentacion de ésta a partir de configuraciones homotéticas y verificar qué ca-
racterizacion de niveles de Van Hiele resulta. Ademas verificar el resultado de la ensefianza,
desde esta perspectiva, con el marco de referencia usado en esta investigacion.
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