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Introduccion

El Analisis Multivariante esta constituido por
un conjunto de métodos y técnicas utilizadas
en el estudio del comportamiento simultaneo
de varias variables. Permite obtener una
vision de conjunto de fendmenos de la
realidad cuya complejidad exige que sean
estudiados con técnicas de mayor alcance
que las de la estadistica univariante o
bivariante.  Su objetivo fundamental es
resumir y sintetizar la informacién contenida
en grandes conjuntos de datos, con el fin de
lograr una mejor comprensién del fenomeno
en estudio.

El término multivariante (del inglés
multivariate) se refiere precisamente al
hecho de que se consideran multiples
variables. Hasta no hace muchos anos, los
métodos multivariantes habian permanecido
en el campo meramente tedérico. Con el uso
actual de Ilos potentes equipos de
computacién, estos métodos son utilizados
en la mayoria de las investigaciones
cientificas, habiéndose comprobado
ampliamente su eficacia en el tratamiento de
grandes masas de datos.

El término Analisis de Datos surge en la
década de 1960 con la intencién de
distinguirlo del analisis multivariante clasico
basado en modelos y supuestos teoricos,
con la idea de enfatizar la descripcion de
conjuntos numerosos de datos.
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En la actualidad se reconoce y aprecia la
importancia de la estadistica en todas las
esferas de la ciencia. Los métodos
estadisticos se usan incluso en disciplinas
tales como historia, literatura y linguistica, en
las cuales la idea de realizar estudios
cuantitativos era inconcebible hasta hace
unos pocos afos. Actualmente son muchos
los problemas cuya solucién puede lograrse
mas facilmente, o incluso Unicamente, con la
ayuda de los métodos multivariantes, en
campos tan diversos como: agricultura,
antropologia, fisica, educacién, economia,
analisis de mercados, medicina, psicologia,
sociologia y biologia.

El origen del analisis multivariante descansa
sobre los conceptos matematicos
desarrollados por matematicos franceses e
italianos del siglo pasado, quienes se
dedicaron a estudiar los aspectos del
algebra matricial que sirvieron de base para
la factorizacion de una matriz en sus valores
y vectores singulares. Los primeros estudios
multivariantes se remontan a las
generalizaciones de las investigaciones
sobre correlacion y regresion realizadas a
principios del siglo XX por Francis Galton,
Karl Pearson y Charles Spearman,
cientificos ingleses que trabajaban en
Sicologia y Biometria.

Caracterizacion de muestras de
poblaciones multivariantes
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Nociones fundamentales del algebra
matricial permiten abordar de manera
simplificada el calculo de las medidas

resumen, frecuentemente utilizadas, que
ilustran los principales aspectos de la
informacién contenida en los arreglos de
datos.

Variable j
X11  X12 X1j
X21 X2 X2 j
¥ I
nxp Xip  Xig Xij
Xn1 Xn2 xnj

Datos Multivia

En este caso, el arreglo de la informacion se
presenta en tres 0 mas vias:

Variables
129 .. p
1
g2
2| x
Si nxp
%
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Organizacion de datos multivariantes
Generalmente, la informacién sobre la que
se aplican los métodos multivariantes se

organiza sobre una matriz de datos X con n
filas y p columnas.

— Individuo i

p Variables

i Individuos

Datos de tres vias:

Describen los mismos individuos y las
mismas variables en cada ocasion.

Datos de Conjuntos Multiples:

Se pueden presentar de dos maneras, las

mismas variables para diferentes conjuntos
de individuos:
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. Variables Variables
[5 120§ v p
= Xl T
2 2
) . gi ®
Variables £ x, Ei Xij
I Zin 3 = p __; = n
1 =
h ® g | |
= xS g "
=8 y |y < gy Multibloque
g & < = t .
7 = Ocasiones
: =l 1
i ; Variables  Variables Variables \’ariables‘
o ——1 =1 P . X, X
L £l X, =

O como los mismos individuos y diferentes

conjuntos de variables: Datos Multivia con Estructura de Grupos

En algunas investigaciones interesa la
situacion en que los mismos individuos han
sido caracterizados por k conjuntos de
variables (un multibloque) y esos individuos
se presentan clasificados en dos grupos.

Vartables
132 v Joses Di
1
83 } Grupo 1
=t Grupo 2
1;
Multiblogue con estructura de grupos
Ocasiones
I\
[ Variables  Variables Variables \"ariables\

} Grupo1

Individuos

} Grupo 2

Matriz de datos

Como se mencioné antes, los datos
recogidos en una investigacion pueden
arreglarse en una matriz:

Alta Calidad
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X11 X120 X150 Xqp Edad Peso

X21 X322 ij pr 1 7 25

X = : : : : 2 10 i 28

nXp T Xin Xipo ot X vt Xip 3 12 Ll 36

4 4 P17

Nifos § | § i

Xn1 Xn2 0 Xnj ot Xpp 2 153 - ié

. ) . 7 7 ii 28

El i-ésimo vector fila de la matriz de datos 8 10 i 32

contiene las observaciones 9 8 A 27

correspondientes al individuo i en cada una 10 11 o 38

de las P variables:
Xf=Fa Xz v Xyt Xip)
El j-ésimo vector columna describe la

informacién de la variable j medida sobre los
n individuos:

xlj

Xgj
X = x;j

%
Ejemplo:

Al organizar sobre un arreglo matricial la
informacién correspondiente a las edades y
pesos de n=10 nifios, se obtiene la siguiente
matriz de datos:

oo
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Nube de datos

El grafico de dispersion para dos variables
en una matriz de datos puede presentar una
forma como la siguiente:

Ejemplo: (Ramirez y Vasquez, 2006)

Los resultados obtenidos por doce (12)
maestros que aspiran ocupar puestos de
trabajo del Ministerio de Educacién, en seis
pruebas de aptitud medidas en una escala
del 1 al 20 son:
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Maestro1

Maestro2

Maestro3

Maestro4

Maestro5

Maestro6

Maestro7

Maestro8

Maestro9

Maestro10

Maestro11

Maestro12

X1

16

18

15

14

16

17

11

16

16

16

11

15

X2

13

17

15

16

19

15

16

17

19

16

19

14

Donde las \variables representan

resultados de las pruebas de aptitud en las

siguientes areas:

X1: Inglés

X Habilidad numérica

X3 Ciencias naturales

Xa: Cultura general

Xs; Capacidad de abstraccion
Xe: Castellano

Matrices Grammian

GIPEPP

X3

12

11

14

15

13

12

17

13

14

14

18

14

X4

17

17

14

13

14

17

11

16

13

15

15

X5

12

15

16

17

18

14

18

16

18

16

20

15

X6

17

17

16

14

15

19

12

15

12

15

10

18

Se definen como matrices
Grammian asociadas a la
matriz X a las matrices: X'X y

Xxt

Estas matrices son de interés en estadistica,

sobre
fundamental para:
El analisis de las relaciones entre
variables

ellas

El analisis

se organiza informacion

individuos

2
a+b**
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La matriz de varianzas y covarianzas, asi
como la matriz de correlaciones son
ejemplos de este tipo de matrices.

Informacion estadistica en una matriz de
datos

Al efectuar operaciones matriciales sobre

una matriz de datos anp, que contiene la
informacion obtenida al caracterizar n
individuos de acuerdo con P variables, es
posible obtener informacién estadistica
como:

1. Vector de medias o centro de gravedad
de las P variables:

Sea el vector fila J© = (1,1, ...,1), entonces,
S D
Xt = z/ X = (xl,xz, ...,xp)

X1 X2

Promedio 15,1

Desv. Estand. 2,2 2,0

Coef. Var. 0,14

En la tabla anterior también se muestra la
desviacion estandar y el coeficiente de
variacion para cada una de las variables.

Como todas las variables estan medidas en
las mismas unidades y sus niveles de
dispersiébn son similares, es posible
considerar que los promedios producen una
ordenacién de las variables indicando en
donde se obtuvieron los puntajes mas vy
menos elevados.

1. Matriz centrada por columna (o de
desvios)

Ej):

Los datos centradosXc = (xij -

GIPEPP

16,3

0,12

S0
-

13,9

0,15

donde:
n

-1
=230

i=1 .
es la media aritmética de la variable J.

Efectivamente,
X =-j'X
1 1 "1
— (= txl'— .tXZ’ ,— txp)

(nj n] n]

n n n
_ 1 1 1
— ;Z Xi1 ,;Z Xi2, ,gz le

i=1 i=1 =1

Ejemplo:

Calculando el vector de medias sobre la
matriz de datos del ejemplo anterior, se
obtiene:

X3 X4 X5 X6

14,3 16,3 15,0

2,0 2,5 2,1 2,7

0,177 0,13 0,18

e Dan un valor agregado a Ia
informacion reportada por los datos
originales.

* Capta la magnitud en la que el valor
observado del individuo i en la
variable J se aleja de la
correspondiente media.

* El signo resultante indica la direccion
del alejamiento La matriz centrada se
puede escribir en la forma:
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1..
-2 t) .
donde ( n” se conoce en la literatura
como matriz de centraje.

. (I B %jjt) es simétrica:

_Ljjt
. (1 ] ) es idempotente:
1. .4 1.0\ _ 1.
(1) (1=33*) = (1=3ir")
La matriz centrada constituye la base para la

obtencion de la matriz de varianzas y
covarianzas.

Matriz de datos centrada:

Los datos centrados se pueden organizar en
una matriz de datos:

Ejemplo:

La matriz centrada de los datos referentes a
las seis pruebas de aptitud mencionadas en
los ejemplos anteriores esta dada por:

X1 X2 X3

0,9167 -3,3333 -1,9167
2,9167 0,6667 -2,9167
-0,0833 -1,3333 0,0833
-1,0833 -0,3333 1,0833
0,9167 2,6667 -0,9167
1,9167 -1,3333 -1,9167
-4,0833 -0,3333 3,0833
0,9167 0,6667 -0,9167
0,9167 2,6667 0,0833
0,9167 -0,3333 0,0833
-4,0833 2,6667 4,0833
-0,0833 -2,3333 0,0833

GIPEPP

X4 X5 X6
2,7500 -4,2500 2,0000
2,7500 -1,2500 2,0000
-0,2500 -0,2500 1,0000
-1,2500 0,7500 -1,0000
-0,2500 1,7500 0,0000
2,7500 -2,2500 4,0000
-3,2500 1,7500 -3,0000
1,7500 -0,2500 0,0000
-1,2500 1,7500 -3,0000
0,7500 -0,2500 0,0000
-5,2500 3,7500 -5,0000
0,7500 -1,2500 3,0000
49 =
+b="%
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2. Matriz de varianzas y covarianzas

En los métodos estadisticos multivariante, el
interés se centra mas en el analisis de las
varianzas y covarianzas, que en el estudio
de los valores de las variables en si mismos.

La matriz de varianzas y covarianzas puede
escribirse:
El término genérico de la matriz S:

1

Sig = —(x1; — Xj, X3 —
jk n_l(ll Jr 2]

1
n—1

El cual representa la covarianza entre las
variables J y k.

1

— el —
Sjj =S =

La matriz de varianzas y covarianzas de los
datos del ejemplo que estamos siguiendo,
esta dada por:

4,6288 -0,6667 -4,1742
-0,6667 3,8788 1,2121
-4,1742 1,2121 4,0833
4,7955 -2,5455 -4,7955
-2,9318 3,4545 3,2955
4,1818 -3,5455 -4,3636

GIPEPP

X; ...,xnj - J_C.])

Z(xij - 71') (Xix — Xg)
i=1

pxp =

1

S11 S12
S21 S22
S]]_ sz
Spl Sn2

X1k — Xk

Xok — Xk

Xnk — Xk

S1k S1p
S2k S2p
Sjk Sjp
Spk Spp

Los elementos sobre la diagonal principal de
la matriz S, son las varianzas de las P
variables de la matriz de datos X.

4,7955

-2,5455

-4,7955

6,2045

-4,7045

5,9091

= n
ne 1Z(xij %) (i = %) = mz 1("1'1 —%;)
= =

-2,9318

3,4545

3,2955

-4,7045

4,5682

-4,9091

4,1818

-3,5455

-4,3636

5,9091

-4,9091

7,0909
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3. Matriz de datos estandarizada

X — X
o= 1071 = (2)

Sj

donde Ds es una matriz diagonal que

contiene las desviaciones estandar de las P
variables:

D = diag(sy, s, ..., Sp)

xi]-—fj

El término  Si  mide el alejamiento de la
observacioén original respecto de la media,
expresado en unidades de desviacion
estandar. El valor original obtenido por un
individuo en una variable no proporciona
informacion sobre su posicion con respecto
al resto de las observaciones. Mientras que
la estandarizacion wubica al dato en
referencia al conjunto total al cual pertenece.
Asi se pueden hacer comparaciones
objetivas sobre los valores observados de la
variable.

Ejemplo:

La matriz de datos estandarizada para
nuestros datos es:

Asi,
1
— 0 0 0
S1
2o L,
D;' = 5
1
0 0 —
Sp
X1 X2 X3
0,4261 -1,6925 -0,9485
1,3557 0,3385 -1,4434
-0,0387 -0,6770 0,0412
-0,5035 -0,1693 0,5361
0,4261 1,3540 -0,4536
0,8909 -0,6770 -0,9485
-1,8979 -0,1693 1,5259
0,4261 0,3385 -0,4536
0,4261 1,3540 0,0412
0,4261 -0,1693 0,0412
-1,8979 1,3540 2,0207
{
Alta Calidad v
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X4 X5 X6
1,1040 -1,9885 0,7511
1,1040 -0,5848 0,7511
-0,1004 -0,1170 0,3755
-0,5018 0,3509 -0,3755
-0,1004 0,8188 0,0000
1,1040 -1,0527 1,5021
-1,3048 0,8188 -1,1266
0,7026 -0,1170 0,0000
-0,5018 0,8188 -1,1266
0,3011 -0,1170 0,0000
-2,1077 1,7545 -1,8777

51 .
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-0,0387 -1,1848 0,0412 0,3011 -0,5848 1,1266

4. Matriz de correlaciones
1
R=—XX,=(nr;
=aopXeXe=(n)
Nétese que la matriz de correlaciones es una

matriz de varianzas y covarianzas calculada
sobre datos estandarizados.

También puede expresarse en la forma:
R = D;1sD;1

El término genérico es:

n — —
I 1 Z(xij—x]) (xik—xk>
Jjk —
n—1 S; S
i=1 J k

_ ik

Sj Sk
e La informacién sobre los coeficientes
de correlacion de Pearson entre dos
variables se registra en la matriz de

correlaciones.

* El grado y direccion de dependencia
lineal entre variables, dos a dos, es

medido por
Tik.

La traza como medida de variabilidad
total en datos multivariantes

La traza de la matriz de varianzas y
covarianzas, es una generalizacion del
concepto de varianza de una variable sobre
el espacio Pvariante RP.

Consideremos los valores observados de la
variable X/ sobre nindividuos:

XJ

Xn

Calculando la varianza:

n

1 —\2

sf = — 12("1’1’ - %)
i=

La varianza constituye una medida global
promedio del parecido entre cada una de las
observaciones y el valor que mejor los

representa (%) en el sentido de los minimos
cuadrados:

n n
1 —\2 1 —
5f =n_12(xi,-—xj) = n_lzdz(xij' %))
i=1 i=1

. 2(y.. .
Siendo @ (xw x]) el cuadrado de la
distancia euclidea unidimensional entre el

valor Xij yla media %j.

{
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Consideremos ahora:
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/xu — X X1j =X X1p xp\
1 X 1 L _ L
— = —| x;1 — X Xij — X; Xip — X
c i1 1 ij j ip P
Vvn—1 Vn—1
Xp1 — X1 Xnj — Xj Xnp — Xp
Si se suman los cuadrados de los elementos La varianza también constituye una medida
de la i-ésima fila se obtiene, salvo el factor del parecido del perfil de valores de ese
1/(n — 1), ja distancia entre el individuo Xiy individuo respecto del perfil promedio
el vector de medias de las Pvariables. )
— 1 2
d*(X;—X) = Zx-~—§-
n—1 ( 4 ) n—1 . ( tj ])
j=1
/x11 — X4 X1j — Xj X1p — Xp
1 X 1 L _ %, |
—_ = —| xj1 — X Xij — X; Xip — X
c i1 1 ij j ip p
Vvn—1 Vn—1 /
Xp1 — X1 Xnj — Xj Xnp — Xp
Al sumar los cuadrados de los elementos en st s, S1j S1p
la J-ésima columna, se obtiene la varianza s 2 S0 s
. : 21 2 2j 2p
de la variable J: ) : ) )
S =
n pxp . 2
, 1 > Sj1 - Sj2 5 Sjp
Sj =n_12(xi,——xj) : : :
— 2
=1 Sp1 Sn2 Spj "t Sp

De los resultados anteriores se establece la
relacion fundamental:

n n
1 — 1 _
n_lzdz(x,-—x) =Tl Z(xij_xj)
i=1 i=1j=1
p
= Zsf = tr(S)
=1

{
() N\
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la matriz de varianzas y
constituye una  medida
de la variabilidad total

La traza de
covarianzas
fundamental
multivariante.

De esta manera hemos visto como con
operaciones basicas del algebra matricial se
han obtenidos medidas multivariantes que
son muy Uutiles en estadistica para la
caracterizacion de una muestra.
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