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Resumen

Existen varias aproximaciones a la definicion de pensamiento funcional (e.g., Blanton y
Kaput, 2011; Cariadas y Molina, 2016, Cariadas, Brizuela y Blanton, 2016). Estas
definiciones, que adquieren sentido en los estudiantes de edades tempranas, son
empleadas en este taller para analizar las respuestas de los estudiantes y caracterizar
tareas que promuevan este tipo de pensamiento.

El objetivo de este taller es suministrar ideas y estrategias docentes para que el
maestro seleccione y analice las respuestas de sus estudiantes y evalué el pensamiento
funcional que evidencian. Este trabajo sera utilizado para informar el diseio de tareas
que favorezcan el desarrollo de este tipo de pensamiento en los estudiantes de
Primaria.

El taller se organiza en tres momentos.: (a) discusion grupal, la cual busca que los
docentes reflexionen sobre sus ideas iniciales alusivas al pensamiento funcional y el
uso de las funciones en Educacion Primaria; (b) sintesis teorica, en la cual
presentamos una sintesis de los principales aportes provenientes de la investigacion en
edades tempranas sobre pensamiento funcional; (c) analizar en pequernios grupos,
respuestas de estudiantes a tareas que involucran pensamiento funcional.

Introduccion

Diferentes autores destacan la importancia de incluir y promover pensamiento
algebraico en el curriculo escolar de primaria (Kaput, 2000; Blanton, Levi, Crites y
)Dougherty, 2011). El pensamiento funcional es un tipo de pensamiento algebraico en el
cual la funcidn es el contenido matematico fundamental (Blanton y Kaput, 2011). Este
tipo de pensamiento estd centrado en las relaciones entre cantidades que covarian de
forma conjunta, el modo de expresar esas relaciones en diferentes sistemas de
representacion (verbal, pictorico, tabular, grafico y simbolico) y la generalizacion a
partir de las relaciones entre las cantidades involucradas (Cafiadas, Brizuela, Blanton,
2016; Canadas y Molina, 2016). Se considera propicio para introducir el algebra. El
pensamiento funcional contribuye a sentar una base soélida para futuros aprendizajes del
concepto de funcion, ayudando a solventar las dificultades que presentan los alumnos
cuando se enfrentan por primera vez a este concepto en la educacion secundaria (Ellis,

2011).
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Confrey y Smith (1991) proponen dos relaciones entre variables para construir las
funciones con los estudiantes: correspondencia y covariacion. La relacion de
correspondencia es aquella regla que se establece entre pares correspondientes de
cantidades de ambas variables. Describe coémo se obtienen valores de la variable
dependiente a partir de valores de la variable independiente. Por ejemplo: en el caso de
la funcion f(x)=x+5 la relacion de correspondencia es sumar cinco a la cantidad de la
variable independiente para obtener el valor asociado de la variable dependiente. La
relacion de covariacion refiere al modo en que los cambios en una de las variables
producen cambios en la otra variable. Por ejemplo, en el caso de la funcion f(x)=2x,
implica reconocer que si sumas una cantidad a la variable independiente se le suma el
doble a la variable dependiente.

Una de las formas por las cuales los investigadores estudian el pensamiento funcional
de los estudiantes es mediante el uso de tareas. Estas constituyen oportunidades para
que los estudiantes puedan establecer relaciones entre cantidades que covarian,
representar, justificar o generalizar esa relacion (Soares, Blanton y Kaput, 2006). Este
tipo de tareas se caracterizan por: (a) incluir la notacidon algebraica gradualmente, (b)
presentar una relacion entrelazada entre diferentes contenidos matematicos, y (c)
emplear problemas contextualizados, pues son considerados una herramienta importante
para indagar en este tipo de pensamiento al favorecer que los estudiantes comprendan la
relacion entre cantidades que covarian a partir de un contexto determinado (Smith,
2008).

Existen diferentes aproximaciones tedricas a la nocidon de pensamiento funcional (e.g.,
Blanton y Kaput, 2011; Cafadas, Brizuela y Blanton, 2016; Cafiadas y Molina, 2016),
que son utilizadas para poner en evidencia la presencia de pensamiento funcional en las
producciones de estudiantes de edades tempranas o describir sus diferentes facetas. De
las investigaciones, deducimos la dificultad de discriminar aspectos muy especificos del
pensamiento funcional en las respuestas de los estudiantes.

Los documentos curriculares de diferentes paises incluyen el pensamiento funcional en
Educacién Primaria (e.g., Merino, Cafiadas y Molina, 2013; Cai, Lew, Morris, Moyer,
Ng y Schmittau, 2005). En particular, la actual ley educativa menciona este tipo de
pensamiento al sefialar como objetivo “Describir y analizar situaciones de cambio, para
encontrar patrones, regularidades y leyes matematicas, en contextos numéricos,

geométricos y funcionales, valorando su utilidad para hacer predicciones (Anexo I,
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BOE 1 marzo 2014, num. 52, sec. I, p. 19388). Este hecho revela la importancia de
trabajar el pensamiento funcional con profesores de este nivel educativo.

El objetivo de este taller es suministrar ideas y estrategias docentes para que el maestro
seleccione y analice las respuestas de sus estudiantes y evalué el pensamiento funcional
que evidencian. Este trabajo serda utilizado para informar el disefio de tareas que

favorezcan el desarrollo de este tipo de pensamiento en los estudiantes de Primaria.

Metodologia del taller

El taller se inicia con una puesta en comun inicial para reflexionar en grupo acerca de
las concepciones de los asistentes referentes al pensamiento funcional y el uso de las
funciones en Educacion Primaria. Posteriormente sintetizamos los principales aportes
de las investigaciones sobre pensamiento funcional y mostramos los elementos
esenciales que caracterizan las definiciones de pensamiento funcional que encontramos
en la literatura.

Una vez expuestas las definiciones y elementos caracteristicos del pensamiento
funcional, nos centramos en los focos que pueden resultar operativos para analizar
respuestas de estudiantes a tareas que ponen en juego este tipo de pensamiento: (a) las
relaciones entre variables, las cuales pueden ser expresadas para casos particulares
(cercanos y lejanos) o de manera general (generalizacion), (b) los sistemas de
representacion, por los cuales expresan relaciones funcionales, y (c) las variables y
elementos de la funcion. Estos focos se centran en los elementos del pensamiento
funcional definidos por Cafiadas y Molina (2016). En la figura 1 presentamos los focos
del trabajo, los cuales permitirdn analizar las respuestas que entreguen estudiantes a

problemas en el contexto funcional del algebra escolar.
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Tareas

Relaciones Sistemas de Variables y
entre variables representacion elementos de
\ \ 1a funcién
Correspondencia Verbal
Covariacion Manipulativo
\ J |
Y . .
Caso particular Pictérico
cercano ‘ J o)
boli Numérico
Caso particular Simbdlico
leiano | Algebraico
T Tabular
Generalizacion

Figura 1. Focos de atencion para el andlisis de respuestas

Tal como lo presentamos en la figura 1, cada uno de estos focos (relacion entre
variables, generalizacion, sistema de representacion y variables y elementos de la
funcién) permiten describir aspectos del pensamiento funcional que pueden ser
manifestados por estudiantes de Educacion Primaria.

En este taller analizaremos ejemplos de respuestas de estudiantes, procedentes de
nuestras propias investigaciones dentro del proyecto ‘“Pensamiento funcional en
Educacion Primaria: relacion funcional, representaciones y generalizacion” del Plan
Nacional [+D con referencia EDU2016-75771-P, financiado por el Ministerio de
Economia y Competitividad de Espafa. Asi mismo discutiremos sobre las posibilidades
de las tareas para hacer explicitas las caracteristicas del pensamiento funcional.

A modo de ejemplo presentamos aqui algunas de las respuestas dadas por los
estudiantes en dos de las tareas.

El problema de las baldosas: relaciones entre variables, generalizacion y sistemas
de representacion

Presentamos este problema a dos grupos diferentes de estudiantes: un grupo de tercero y
otro de quinto de Educacion Primaria, Espafia. En la figura 2 presentamos un extracto
de la tarea trabajada con los estudiantes la cual involucra la funcién lineal f(x)=2x+6. Se
incluyen preguntas para casos particulares cercanos (C1, C2 y C3), caso particular

lejano (C4) y caso general (C5).
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Un colegio quiere reformar el suelo de todos sus pasillos porque estd ya muy estropeado. El
equipo directivo decide enlosar los pasillos con baldosas blancas y con baldosas grises.
Todas las baldosas son cuadradas y tienen el mismo tamafio. Las baldosas se van a colocar
en cada pasillo de la manera que ves en la siguiente imagen.

El colegio contrata a una empresa para que reforme los pasillos de las tres plantas del
colegio. Te pedimos que ayudes a los albaiiiles a contestar algunas preguntas que necesitan
responder para hacer este trabajo.

Cl1. ;Cuantas baldosas grises necesitan para el suelo de un pasillo en el que colocan 5
baldosas blancas?

C2. Unos pasillos son mas largos que otros. Por eso, los albafiiles necesitan diferente nimero
de baldosas para cada pasillo. ;Cuantas baldosas grises necesitan para el suelo de un pasillo
en el que colocan 8 baldosas blancas?

C3. ;Cuantas baldosas grises necesitan para el suelo de un pasillo en el que colocan 10
baldosas blancas?

C4. ;Cuantas baldosas grises necesitan para el suelo de un pasillo en el que colocan 100
baldosas blancas?

C5. Los albaniles de una empresa siempre colocan primero las baldosas blancas y después
las baldosas grises. ({Como puedes saber cuantas baldosas grises si ya han colocado las
baldosas blancas?

Figura 2. El problema de las baldosas
Dento de los principales resultados, en la mayoria de las respuestas de los estudiantes de
ambos cursos, identificamos las relaciones de correspondencia y covariacion,
predominando la primera. En la figura 3 presentamos las respuestas de Nicolds, un

estudiante de tercero, a las primeras cuatro cuestiones.

C1 7+54!
HIL+DL5=4;

C2 e 8 =77
2 2 g+o -

C3 2+Z2tp+10="2¢6

c4 X+ 2 +Tdoo+ 7o

Figura 3. Respuestas de Nicolas a C1, C2, C3 y C4
En las respuestas de Nicolds, que consideramos un ejemplo representativo de la
predominancia de la relacion funcional de correspondencia, observamos como el
estudiante logra identificar una regla entre los pares correspondientes de cantidades de

ambas variables. Por ejemplo, en la segunda cuestion, el estudiante suma la cantidad de
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baldosas blancas laterales (3+3) y las cantidad de baldosas superiores (8+8), lo que le
permite determinar el valor de la variable dependiente (22) a partir de la variable
independiente (8). En esta respuesta observamos que el estudiante expresa la relacion
funcional mediante el sistema de representacion simbodlico-numérico, lo cual es
predominante en las respuestas de los estudiantes de quinto de primaria.

Es en las respuestas de los estudiantes de quinto de primaria, a diferencia de tercero,
donde emerge de manera natural el simbolismo algebraico para expresar la relacion
entre variables. En la figura 4 presentamos la respuesta de Maria, estudiante de quinto, a

la primera cuestion.

Figura 4. Respuestas de Maria a C1
En esta respuesta es posible observar como Maria logra encontrar la relacion general
entre las variables. Este es un ejemplo de generalizacion.
El problema del trato de la abuela: Variables y elementos de la funcion

identificados.

Juan tiene ahorrado algo de dinero (tiene solo euros, no céntimos). Su abuela, como
recompensa por un trabajo que le ha hecho, le ofrece dos tratos:

Trato 1. “Te doblo el dinero que tienes”.
Trato 2. “Te doy el triple de tu dinero y tu me das 7 euros”.

Juan quiere elegir el mejor trato.

(Qué deberia hacer? ;Podrias ayudarle a elegir el mejor trato?

(Hay algln trato que sea siempre el mejor? jPor qué?

Resume con tus compaiieros de equipo vuestras conclusiones en la cartulina.

Figura 5. El trato de la abuela

“El problema del trato de la abuela” pretende que los estudiantes comparen dos
funciones, f(x) = 2x y f(x) = 3x-7. Para ello, los alumnos identifican las variables
implicadas y otros elementos de la funcion (Moreno, Caniadas, Jaldo, Bautista, 2016).

Asi por ejemplo, varios de ellos consideraron que el dominio de la variable
independiente es el conjunto de los nimeros enteros positivos. Otros incluso, tratan de
establecer los dominios para nuestras dos funciones de forma que, aunque sean distintos
para cada una de ellas, se cumpla la condicién de que, en ambos casos, las imagenes de
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las mismas sean siempre nimeros enteros positivos. La figura 6 ejemplifica esta
respuesta.
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Figura 6. Respuesta de Juan

Algunos estudiantes, al resolver la tarea, identifican correctamente el punto de corte de
las funciones y su significado y construyen a partir de este conocimiento una respuesta
coherente sobre las condiciones en las que es mejor uno u otro trato. Es decir, concluyen
correctamente cudles son las condiciones que hay que tener en cuenta para hacer una
correcta eleccion de trato. En la figura 7 se muestra un ejemplo de respuesta del alumno
El.
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Figura 1. Respuesta de Javier
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