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La primera imagen que podemos plantearnos al hablar de nudo es: tener una
cuerda, doblarla y manipularla para finalmente unir sus extremos, con la idea de
no poder distinguir el punto de union. Esta imagen tridimensional puede ser
manipulada posteriormente sin necesidad de efectuar cambios. En matematicas,
un nudo se define como un subconjunto del espacio tridimensional que es ho-
meomorfo al circulo. El objetivo de este trabajo es manipular estos objetos des-
de una perspectiva grafica, abordando asi el concepto de invariante y presentar
el desarrollo de este proceso en el seminario de matematicas del programa de
Especializacion en Educaciéon Matematica cohorte 2016-1 de la Universidad
Pedagbgica Nacional (Colombia).

DE LA TEORIA DE NUDOS

La teoria de nudos tiene fundamentos en la topologia y se ha desarrollado en
torno a ciertas problematicas especificas, entre las cuales estdn las tres que se
mencionan a continuacién. En primer lugar, pasar de la representacion tridi-
mensional del nudo a otros tipos de representacion (grafica, verbal, simbolica
o matricial), en segundo lugar, la clasificacion de estos, y en tercer lugar el
estudio de la equivalencia entre nudos.

Historicamente, la teoria de nudos tiene su auge en la teoria atomica (1860),
en la cual Lord Kelvin afirmaba que los atomos se podian entender como
representaciones anudadas de éter. Afos mas tarde, en 1885, el trabajo de
Peter Tait sobre la clasificacion de nudos “equivalentes” permitié establecer
una lista de todos los nudos que podian ser dibujados con el menor nimero de
cortes posible. Listado que pasé de nudos de cinco o seis cortes a nudos de
diez cortes, gracias al aporte de Charles Little en 1900.

En la actualidad, la teoria de nudos se ocupa del estudio de la inmersion de un
espacio topologico en otro (Juarez, 1997, en Vazquez, s.f.) y el problema
fundamental de esta es establecer cudndo dos o mas nudos son equivalentes,
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para lo cual los top6logos han desarrollado lo que se conoce como invariantes
de nudos.

DE LAS INVARIANTES Y EL POLINOMIO DE CONWAY

Como se menciond anteriormente una de las preguntas fundamentales en el
desarrollo de la teoria de nudos ha sido el identificar cudndo dos nudos son
equivalentes. Para responderla han surgido ciertos algoritmos conocidos como
invariantes. Entre los mas importantes y reconocidos estd el denominado mo-
vimientos de Reidemeister', que consiste en reducir un nudo tanto como sea
posible a partir de una secuencia finita de pasos. Otros casos de invariante son
el polinomio de Alexander, el polinomio de Jones y el polinomio de Conway,
el cual, a diferencia de otros, permite durante el proceso emplear los movi-
mientos de Reidemeister, para facilitar calculos. A continuacién se realiza una
breve descripcion acerca del polinomio de Conway, en el cual se centra la
atencion de este documento.

Conway propuso asociar un polinomio como un invariante de los nudos,
usando para esto la siguiente definicion:

Una terna (L;, L,, L¢) de enlaces orientados en R3 se dice que es una terna de
Conway si los enlaces pueden ser representados por diagramas L;, L., Lg los
cuales coinciden por fuera de una vecindad; y dentro de la vecindad son de la
siguiente forma (Figura 1). (Herndndez, 2011, p. 16)

Figura 1. Terna de Conway

Para un enlace orientado L, el polinomio de Conway V,(z) € Z estd descrito
por los siguientes axiomas:

1. V. (2) =V, () +2zV, (2).
2. V@) =V, -, ().

3. Vo(2)=1 yVyo(2) =Vypo(2) =+ =0 siendo O un nudo trivial.

! Para ampliar, véase Contreras, Jiménez y Rojas (2017).
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4. V,(z2)=ay(L)+a;(L)z+ a,(L)z? + -+ a,(L)z" tal que n € N, a,, € Z.

De los axiomas se deduce que V(L,) = V(L,) si L, y L, son enlaces equi-
valentes.

DE LA TEORIA A LA PRACTICA

En el marco del seminario de matematicas de la Especializacion en Educacion
Matematica (cohorte 2016) de la Universidad Pedagogica Nacional se realizo
un trabajo centrado en la introduccidn a la teoria de nudos y el reconocimiento
de ciertos conceptos inmersos en esta. Asi pues, se trabajo en torno a algunas
de las representaciones de los nudos y a partir de estas, el manejo de ciertas
invariantes especificas (polinomio de Jones, de Alexander y de Conway). Asi,
tomando como punto de partida una representacion grafica (en dos dimen-
siones) de los nudos, se buscd obtener especificamente el polinomio de
Conway que representara dicho nudo.

Inicialmente se pretendia pasar de un nudo en tres dimensiones (hecho en
lana) a un dibujo que lo plasmara en dos dimensiones, centrando la atencion
en lograr representar cuando las cuerdas que componian el nudo iban por
encima o por debajo, aspecto que en dicha representacion fue denominado
corte y fue simbolizado con letras mayusculas. Ademas, se trabajo con
respecto al recorrido que se realizaba al graficar un nudo, partiendo de un
punto de referencia y estableciendo que dicho recorrido seria en el sentido de
las manecillas del reloj.

Considerando los aspectos mencionados y el objetivo de obtener el polinomio
de Conway, fue necesario definir la orientacion de cada uno de los cortes,
teniendo en cuenta el recorrido del nudo. Dicha orientacion puede clasificarse
en positiva (L,) y negativa (L;), tal como se observa en la Figura 2.

Positivo Negativo

Figura 2. Clasificacion de la orientacion de cortes
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Cabe acotar que dentro del desarrollo histérico que se le ha dedicado al estu-
dio de este invariante, la salvedad del recorrido de la cuerda se ha hecho, al
igual que la clasificacion de cortes positivos y negativos; esta ultima cuestion
se puede evidenciar en la descripcion del polinomio previamente presentada.

A continuacidén se observa un nudo cuyo sentido de recorrido a partir del
punto N, es a favor de las manecillas del reloj y la orientacion de sus cortes se
clasifica de acuerdo a lo establecido anteriormente (Figura 3).

Cortes Cortes
Positivos L, | Negativos L;

A C
B D

Figura 3. Orientacion de los cortes de un nudo

Teniendo en cuenta lo mencionado previamente, se sabe que las invariantes de
nudos dan respuesta a una de las problematicas que han sido centro de estudio
de la teoria de nudos, la equivalencia entre estos. Para el caso especifico del
polinomio de Conway se debe tener en cuenta, partir del nudo original y
centrar la atencion en cada uno de sus cortes (uno a la vez) para aplicar reglas
especificas, hasta obtener nudos triviales. Dichas reglas (axiomas) se resumen
en dos aspectos: el primero, consiste en cambiar la orientacion del corte, y el
segundo, en modificar la orientacion de este, de manera tal que en el corte que
se esté¢ centrando la atencidon se haga un rompimiento y unién de las cuerdas
que conserve siempre el sentido del recorrido.

Es necesario mencionar que durante el trabajo realizado en el seminario, la
terna de Conway se utilizé teniendo en cuenta el hecho de que se tenian cortes
con orientacion positiva y cortes con orientacion negativa, de manera que al
fijarnos en un corte puntual se relacionaban orientacion y terna, y se llevaba a
cabo el proceso propuesto por Conway (Figura 4).

Orientacion Enlaces que completan

Proceso realizado
del corte la terna

A partir del corte inicial, se obtienen dos

\/ lx + > < enlaces; el primero, al realizar un cambio

de orientacion de las cuerdas del corte
inicial y el segundo, al realizar un rompi-
miento de las cuerdas que lo componen y

Positivo V., (2) =V, (2) +2V, (2)
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_____ unirlas nuevamente de tal forma que se

/ y N < mantenga el sentido de recorrido y dicha
:‘\‘/ \' SN union sea diferente a la que se tenia en el

e corte inicial.
Negativo V,(2) =V, (2) -2V, (2)

Figura 4. Aplicacion de los axiomas 1y 2 de Conway

A continuacidn se presenta un ejemplo en el que se determina el polinomio de
Conway del nudo presentado en la Figura 3, haciendo uso de los axiomas des-
critos previamente (Figura 5).

Paso I: el nudo de la representacion (a) se obtiene al cambiar de orientacion el
corte A, y el de la representacion (b), al realizar el rompimiento de dicho corte
y unir los lazos violeta con verde y verde con azul, de forma tal que se man-
tenga el sentido del recorrido. El signo correspondiente es positivo (+) debido
a la orientacion del corte A.

Paso 2: los nudos de las representaciones (c) y (d) se obtienen respectivamen-
te con los movimientos de Reidemeister aplicados en los cortes A, By D de la
representacion (a) y aplicados en el corte B de la representacion (b).

Paso 3: el nudo de la representacion (e) se obtiene al cambiar de orientacion el
corte C y el de la representacion (f), al realizar el rompimiento de dicho corte
y unir los lazos violeta y rosado manteniendo el sentido del recorrido. El signo
correspondiente es negativo (-) debido a la orientacidn del corte C.

Paso 4: movimientos de Reidemeister aplicados en el corte D de la represen-
tacion (d).

Paso 5: al aplicar axioma 4 en las representaciones (c), (e), (g) respectivamen-
te y emplear los signos obtenidos durante el proceso se obtiene el polinomio
V,.(z) = 1V(0) + (ZV(00) — Z?V(0)).

Paso 6: al aplicar axioma 3 al resultado obtenido en el paso 5 y usar los signos
previamente establecidos, se tiene lo siguiente V,(z) = 1 — Z2.
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Figura 5. Polinomio de Conway de un nudo

CONCLUSIONES

La invariante de Conway es un método que permite asociar las representacio-
nes “geométricas” de los nudos con representaciones algebraicas que facilitan
la manipulacion del objeto, ademds de liberar de la ambigiiedad pues la repre-

% Al usar los axiomas 1 y 2, de izquierda a derecha, las ramificaciones se nombran 1y z
respectivamente.
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sentacion algebraica es Unica. Asimismo, la invariante de Conway resulta ser
un modelo que destaca las caracteristicas mas importantes de los nudos, tales
como la orientacion, ademas de incluir de manera explicita resultados desta-
cados de la teoria de nudos, como son los movimientos de Reidemeister.

Se resalta la importancia de las imagenes en el calculo de la invariante de
Conway pues sin las mismas es imposible calcular el polinomio, ademas de
resaltar caracteristicas esenciales en el nudo como lo es la orientacion de los
cortes.
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