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Resumen

Palabras clave

En este trabajo se describe el disefio de una secuencia instruccional sobre el tema de la
funcion trigonométrica f (x) = tanx utilizando GeoGebra. Esta secuencia se fundamenta
en la teoria de la instrumentacién, en la cual la actividad matematica se sustenta y
organiza en torno al uso de instrumentos que facilitan el aprendizaje. La metodologia
empleada se basa en un experimento de ensefianza, un tipo de investigacion basada en
disefio que busca establecer un modelo de aprendizaje local de un topico matematico,
mediante una trayectoria hipotética de aprendizaje. La secuencia instruccional se
desarrolla en tres momentos que consisten en el abordaje de la definicion de la razon
tangente de un &ngulo en un tridngulo rectangulo y en la circunferencia trigonométrica,
finalizando con el transito desde el concepto de razén a funcién tangente.

Secuencia instruccional, experimento de ensefianza, funcion trigonométrica,
instrumentacion, GeoGebra.

Title

Abstract

Keywords

Didactic proposal on the topic of the trigonometric function f(x) = tan x with
GeoGebra software

In this paper we describe the design of an instructional sequence about the trigonometric
function f(x) =tanx with GeoGebra. This sequence is based on the theory of
instrumentation, in which the mathematical activity is sustained and organized around the
use of instruments that facilitate the learning. The methodology used is based on a
teaching experiment, a type of design investigation that seeks to establish a local learning
model of a mathematical topic, through a hypothetical learning trajectory. The
instructional sequence consists of three moments in which we work the definition of the
tangent ratio of an angle in a right triangle and in the trigonometric circumference,
finishing with the transit from the ratio concept to the tangent function.

Instructional sequence, Teaching experiment, Trigonometric function, Instrumentation,
GeoGebra.

1. Introduccién

Las funciones reales constituyen uno de los contenidos matematicos que se estudian en diversos
paises en los niveles de la educacion media. La utilidad de este concepto es notable por su presencia
en el estudio de algunas &reas de la Matematica y ciencias afines; por tal motivo, se considera

& Sociedad Canaria Isaac Newton
de Profesores de Matematicas

0uaN SOJJBD :10PeUIPI00D

b7 i = e = LA v MR SD b ST EE SANE )

O e N N



i = © SN € Tty S - TR S

My N oD 55

Propuesta didactica para abordar el tema de la funcién f(x) = tan x con el software GeoGebra
S. Diaz Urdaneta, R. Gutiérrez, R. Lugue

necesario que los estudiantes comprendan dicho concepto matematico, lo que supone gue estos sean
capaces de relacionar las distintas representaciones desde las cuales es posible su abordaje. Sin
embargo, la ensefianza de las funciones reales en los Gltimos afios se ha caracterizado por un enfoque
mas algebraico, dejando de lado el trabajo con las representaciones graficas y tabulares, en algunos
casos (Rezende, Pesco y Bortolossi, 2012). En particular, este hecho ha generado en los estudiantes
serias dificultades para establecer relaciones entre las representaciones de una funcion real (Guzman,
1998), y en consecuencia una comprension limitada de este topico.

No obstante, Gonzalez (2011) plantea que el estudio de las funciones en sus distintas
representaciones no es una tarea sencilla de realizar. Esta situacion se acrecienta al trabajar con
funciones reales que, por su naturaleza, demandan de los estudiantes conocimiento de otros objetos
matematicos. Tal es el caso de las funciones trigonométricas, las cuales, ademas de presentar las
dificultades propias de un abordaje algebraico de las funciones, heredan el problema de la ensefianza
de una trigonometria caracterizada por la manipulacion de simbolos, operaciones y propiedades
abstractas que no ayuda a la comprension de los conceptos y propiedades, ni a establecer relaciones
entre las diferentes representaciones (Fiallo, 2010). Una causa de esto puede radicar en el uso de un
medio estatico tradicional (lapiz y papel) que limita el trabajo de los profesores al abordar este
contenido en las demas representaciones.

Sin embargo, estas dificultades pueden ser trascendidas por medio de las tecnologias digitales,
cuyos usos especiales parecen favorecer el desarrollo de habilidades para la coordinacion de las
representaciones graficas, simbolicas y tabulares de las funciones, potenciando asi las capacidades de
exploracion, visualizacion y simulacién matematica en los estudiantes (Artigue, 2012). En la
actualidad, existen diversos programas que son utilizados en la ensefianza y aprendizaje de la
Matematica, entre estos el GeoGebra. Este software se caracteriza por ser un Sistema de Algebra
Computacional (CAS) y un Software de Geometria Dindmica (DGS) simultdneamente, lo que hace de
este un programa con mayor impacto en cuanto a su uso en las clases de Matematica (Hohenwarter y
Jones, 2007).

Vale resaltar que el GeoGebra es un software libre, accesible desde cualquier sistema operativo
(Windows, Linux, entre otros), utilizado en mas de 80 paises y traducido a mas de 60 idiomas,
incluyendo el espafiol. En este punto, el GeoGebra representa un medio eficaz que permite a los
estudiantes relacionar las distintas representaciones de las funciones trigonométricas, tal y como se
evidencia en algunas investigaciones referidas a las funciones f(x) = senx y f(x) = cosx, con el
uso de este medio tecnoldgico (Demir, 2012; Gonzélez, 2011).

Con el prop6sito de contribuir a la produccion de trabajos vinculados a la ensefianza de las
funciones reales con tecnologias digitales, en esta investigacion se describe el disefio de una secuencia
instruccional para el abordaje del tema de la funcién f(x) = tan x utilizando el GeoGebra.

2. Referentes tedéricos

La investigacion se desarrolla en base a la teoria de la Instrumentacion de Rabardel (2001), en
la cual se diferencia entre un artefacto y un instrumento. La diferencia entre ambos términos radica en
que el segundo es la conjuncion del artefacto y las habilidades necesarias para concebirlo; el proceso
para transformar un artefacto en un instrumento se denomina génesis instrumental. El proceso de
génesis instrumental se desarrolla, a su vez, a través de dos sub-procesos denominados
instrumentalizacion e instrumentacion. En el primer caso, el sujeto se familiariza con las propiedades
y caracteristicas del artefacto que usard en la actividad matemaética, entendiéndose este proceso
basicamente como un periodo de adaptacion del sujeto al uso del artefacto en cuestion. En el caso de
la instrumentacion, el sujeto se dedica a construir esquemas de uso del artefacto, en funcién de sus
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necesidades y de lo que se requiera en la actividad matematica; en este sub-proceso, el componente
social juega un papel importante para la construccion de los esquemas de uso por parte de uno o varios
sujetos que participen en determinada actividad.

En este trabajo, el GeoGebra representa el artefacto, el cual se convierte en instrumento cuando
el estudiante lo utiliza con una intencion especifica (cuando construye sus propios esquemas de uso),
como, por ejemplo, dar respuesta a las tareas planteadas en la secuencia instruccional que se presenta
en este trabajo. En base a la teoria de la instrumentacion, se tiene que el software utilizado influye no
solo en la manera de actuar, sino también en la manera de pensar del usuario. De esta forma, los
estudiantes que se involucran en la teoria, desarrollan esquemas mentales en los cuales sus propios
conceptos matematicos y las técnicas empleadas estan interrelacionadas.

3. Metodologia

Este trabajo tiene como enfogque metodoldgico la Investigacion Basada en Disefio. Este enfoque
se caracteriza por ser primordialmente cualitativo, desarrollado dentro de las “Ciencias del
Aprendizaje”, abarcando un amplio campo multidisciplinario: la antropologia, la psicologia educativa,
la sociologia, la neurociencia y las didacticas especificas, entre otros (Confrey, 2006; Sawyer, 2006).

En las investigaciones basadas en el disefio se enmarcan los “experimentos de ensefianza”, en
los cuales se disefian secuencias instruccionales de ensefianza donde participan un investigador-
docente, uno 0 méas estudiantes y uno o mas investigadores-observadores (Steffe y Thompson, 2000).
El tiempo de duracion de este estudio es variable, puede durar dias, meses o afios y el ambiente de
trabajo puede desarrollarse en laboratorios, en las aulas de clase o en espacios amplios de aprendizaje
(Molina, Castro, Molina y Castro 2011).

La metodologia sugerida por Molina, Castro, Molina y Castro (2011), tiene la finalidad de
establecer un modelo del aprendizaje de los estudiantes en relacion a un contenido matematico
especifico, como resultado de las situaciones e interacciones planificadas por el equipo de la
investigacion. Se pretende una integracion del docente e investigador en los espacios donde se lleve a
cabo dicha investigacion, con la intencién de que este Gltimo pueda experimentar el aprendizaje y
razonamiento de los estudiantes en el momento de la aplicacion del experimento. En concreto, la
caracteristica principal de los experimentos de ensefianza es la ruptura de la diferencia entre el
investigador y el docente; se busca entonces que el sujeto investigador participe activamente en los
procesos educativos, a fin de obtener informacion de primera mano.

En el desarrollo de los experimentos de ensefianza se distinguen las tres fases siguientes (Cobb
y Gravemeijer, 2008):

e Fase 1. Preparacion del experimento: en esta fase se definen los propésitos del experimento y
los contenidos a ser abordados, las actividades y tareas a ser resueltas y una “trayectoria
hipotética de aprendizaje” por la cual puede producirse el aprendizaje tras resolver las
actividades.

e Fase 2. Experimentacion para promover el aprendizaje: en esta fase se llevan a cabo las
interacciones entre los participantes del experimento con los contenidos, las actividades, las
herramientas y el formador.

e Fase 3. Analisis retrospectivo de los datos: en este caso se analizan los datos recopilados de la
fase 2 del experimento. En muchas ocasiones, este analisis conduce a realizar cambios en las
actividades planteadas y en la trayectoria hipotética de aprendizaje.
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En la figura 1, tomada de Molina, Castro, Molina y Castro (2011), se ilustran las acciones a
realizar en cada una de las fases de un experimento de ensefianza:

FASES

ACCIONES

PREPARACION DEL EXPERIMENTO

Definir el problema y los objetivos de investigacion.

Identsficar los objetivos instruccionales.

Evaluar el conocimiento inicial de los alumnos.

Identsficar las metodologias de ensenanza adecuadas para los conterados elegidos, en funcion de los objetivos
planteados y los conocimientos previos de los alummnos.

Disenar de forma justificada la secuencia de intervenciones en el aula y su temporalizacion.

Disenar la recogida de datos.

Delinear una trayectonia hipotética de aprendizaje que describa el resultado esperado del proceso de
aprendizaje y el modo en que se va a promover y alcanzar dicho aprendizaje.

Ubicar el experimento dentro de un contexto tedrico mas amplio en el que se enmarque el modelo tedrico
emergente.

EXPERIMENTACION

Antes de cada intervencién

Obtener informacion sobre el trabajo previo realizado en el aula, para tenerlo en cuenta en el disefio de la
Intervencion y en la posterior interpretacion de los datos.

Identificar los objetivos instruccionales de la intervencion.

Ultimar el diseno de la intervencién, de forma justificada, a partir de la informacion empirica y tedrica
disponible.

Elaborar hipotesis/conjeturas sobre los resultados a obtener en la intervencion.

Ultimar la seleccion de los métodos de recogida de datos.

Registrar las decisiones tomadas en el proceso de ejecucion de las acciones descritas en los cinco apartados
anteriores y su justificacion.

En cada mtervencion

Si es necesano, modificar sobre la marcha, de manera justificada, el diserio de la intervencion de acuerdo con
los objetivos de la intervencion.
Recoger datos de todo lo que ocurre en el aula, incluyendo las decisiones tomadas durante la intervencion.

Después de cada intervencion

Analizar los datos recogidos en la intervencion.
Revisar, y en su caso reformular, las hipdtesis/conjeturas de investigacion.

ANALISIS RETROSPECTIVO DE
LOS DATOS

Recopilar y organizar toda la informacion recogida.

Analizar el conjunto de los datos, lo que 1mplica:

a) Distanciarse de los resultados del analisis preliminar. de las conjeturas miciales y de la justificacion del
disenio de cada intervencidn, para profundizar en la comprension de la situacion de ensenanza y aprendizaje
en su globalidad.

b) Identificar la ruta conceptual seguida por el grupo y por cada alummno, por medio de los cambios que
pueden ser apreciados, atendiendo a las acciones especificas del investigador-docente que contribuyeron a
dichos cambios.

Figura 1

4. El experimento de ensefianza propuesto

El experimento de ensefianza que se propone en este trabajo se titula “Funcion trigonométrica
f(x) = tanx usando GeoGebra”. Dado que en este trabajo se presenta el disefio de una secuencia
instruccional, solo se hara énfasis en la fase 1 del experimento de ensefianza.

El propésito de aprendizaje y los contenidos

Con el desarrollo de este experimento se busca caracterizar el aprendizaje de los estudiantes en
cuanto a las caracteristicas, propiedades y representaciones de la funcion f(x) = tanx utilizando el
GeoGebra. Los contenidos seleccionados para el experimento estan relacionados con la definicion de
la funcidn tangente, sus distintas representaciones, propiedades y caracteristicas principales.
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Las actividades y los recursos

Para este experimento se han disefiado dos tipos de actividades, denominadas: Instrumento

Diagnostico y Sobre la funcién tangente. La primera actividad consta de ocho preguntas referidas a

aspectos generales de las funciones reales que los estudiantes deben contestar; con ello se busca saber
en qué nivel se encuentran los participantes en relacion a estos aspectos.

A continuacion, se muestran las ocho preguntas referidas a la primera actividad del experimento

de ensefianza:

1. Define, con tus propias palabras, el seno, el coseno y la tangente de un angulo:

2. ¢En cudl de los tres tridngulos que se muestran en la siguiente figura es posible establecer las razones
trigonométricas seno, coseno y tangente del angulo a? Justifica tu respuesta. Para el triangulo seleccionado,
establece las razones trigonométricas anteriores para el angulo « en funcién de los lados de dicho triangulo:

a

Tridngulo 1 Tridngulo 2

Tridngulo 3

3. ¢Cual de estos diagramas representa una funcion? Justifica tu respuesta:

Conjunto A

Conjunto B

Diagrama 1

Conjunto A

Conjunto B

Diagrama 2

4. Sea la funcion y = 3x + 2. ;Cudles son las variables que intervienen en esta funcion? ¢Puedes encontrar relacion

entre éstas? Justifica tu respuesta:

5. Determina el dominio y recorrido de las siguientes funciones:

Funcién f(x)=5x% | g(x)=2/x | h(x) =V9x—2 | p(x) =senx | q(x) =cosx | t(x) =tanx
Dominio
Recorrido

6. Representa graficamente las funciones f(x) = —8x + 3/2, h(x) = 2x%> —3x + 1y p(x) = cosx

7. En lasiguiente figura se ilustra la grafica de la funcion f(x) = sen x. ¢ Cuantos puntos maximos y minimos puedes
identificar en esta grafica? Para los puntos que identifiques, sefiala cuales son maximos 0 minimos:
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8. Apoyandote en la respuesta a la pregunta anterior, define los puntos maximos y minimos de una funcién con tus
propias palabras

La segunda actividad del experimento de ensefianza comprende dos tareas sobre las
caracteristicas y propiedades de la funcion f(x) = tanx que los estudiantes deben resolver utilizando
el software GeoGebra.

La trayectoria hipotética de aprendizaje

Una caracterizacion pertinente del aprendizaje en los estudiantes, en cuanto a las propiedades y
representaciones de la funcion f(x) = tanx utilizando el GeoGebra, supone evidenciar que los
aprendices:

e Utilizan el GeoGebra como medio para analizar el comportamiento de la funcién f(x) =
tan x al momento de graficar ésta en lapiz y papel.

e Utilizan el GeoGebra para deducir la expresion general de las asintotas de la funcion f(x) =
tan x en el momento de establecer su dominio.

e Comunican eficientemente la solucion a las tareas propuestas, argumentando sus acciones y
decisiones sobre la base de la teoria y el uso del GeoGebra.

5. La secuencia instruccional

La secuencia instruccional se lleva a cabo en tres momentos, los cuales se describen a
continuacion:

Momento 1. Razdn tangente en un triangulo rectangulo

En este momento se busca definir la razon tangente en un tridngulo rectangulo. Para ello se
inicia la secuencia utilizando la pregunta N° 2 del diagndstico (ver Figura 2) y se comentard a los
estudiantes que la respuesta correcta es el Tridngulo 1. Luego de lo anterior, se haran las siguientes
acciones: (i) dibujar un triangulo rectdngulo cualquiera, (ii) recordar brevemente cuél es su hipotenusa
y sus catetos, (iii) definir la razon tangente a partir de dicho tridngulo y (iv) comentar que dicha razon
siempre es un nimero positivo. Este momento concluye con el analisis del rango de valores que puede
tomar uno de los &ngulos agudos de un tridangulo rectangulo construido con el GeoGebra. La intencion
de este analisis es concluir que un angulo agudo toma valores 0° < a < 90°.
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2. ¢En cual de los tres triangulos que se muestran en la Figura 1 es posible establecer las
razones trigonométricas seno, coseno y tangente del angulo a? Justifica tu respuesta. Para
el triangulo seleccionado, establece las razones trigonomeétricas anteriores para el angulo a
en funcion de los lados de dicho triangulo:

>

b

1
-]
<4,
\1

e mat N 7047y P 10717 J{
R By < o =

a e a

Triangulo 1 Tridngulo 2 Triangulo 3

Figura 2

Momento 2. Razdn tangente en la circunferencia unitaria

En este momento se define la razon tangente para @ > 90° a través de la circunferencia unitaria.
Para ello se presenta un recurso’ elaborado con GeoGebra que muestra a dicha circunferencia con un
angulo central donde uno de sus lados esta fijo en la parte positiva del eje x y el otro lado se ubica
segun sea el valor del &ngulo, el cual depende de un deslizador que permite variarlo de 0° a 360° (ver
Figura 3a). Ademas, se muestra la recta tangente a la circunferencia por el punto B = (1,0) y el corte
de esta recta con el lado movil del angulo, llamado D (ver Figura 3b). Luego, se indica que el
segmento que une a los puntos B y D representa geométricamente a la razon tangente a partir de la
definicion dada, aplicada al triangulo A ABD; el valor de la tangente viene dado por la ordenada del
punto D (ver Figura 3c). Este momento concluye con la variacion del &ngulo central para mostrar que
la tangente de ese angulo existe para @ > 90°.

S
o - I I D =(1,1.15)
- h - R | " T ~p
/ / 3 .
\ ! / \ o
/ N / ’ \ | \ -
f’ \ ’I‘. \"‘ A\
‘ : ‘ c . | | .
i ’u 7 o A I: >: A Te
\ / \ /: \ /
\\ / /i \ \ y
* ' % /
AN / \ ) / | \\ e
- ~_ | | ~ | -
2a 2b 2c
Figura 3

Momento 3. De la razén tangente a la funcién tangente

Este momento consiste en pasar de la razén tangente a la definicion de la funcion tangente. Lo
primero es preguntar a los estudiantes si existe alguna relacion de dependencia entre la medida del
angulo central y el valor de la ordenada del punto D; con esto se busca identificar que la ordenada (el

1 Acceso al recurso: https://www.geogebra.org/m/gU2pudca
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valor de la tangente) depende de la medida del &ngulo central, para asi colocar en escena los términos
de variables dependientes e independientes. Luego se muestra con el GeoGebra que para cada valor
del &ngulo se tiene un Unico valor de la tangente, lo cual da pie a establecer el concepto de funcion
tangente como aquella funcién que asigna a cada angulo el valor de su tangente. Este momento
concluye al indicar que los angulos en la funcion son medidos en radianes y se explica como hallar el
equivalente de un angulo sexagesimal en radianes.

6. Conclusiones

El disefio de la secuencia instruccional sobre el tema de la funcidn trigonométrica f(x) = tanx
utilizando el software GeoGebra, se basé en la metodologia de los experimentos de ensefianza, en la
cual se han definido el proposito de aprendizaje, los contenidos a trabajar, las actividades a resolver y
la trayectoria hipotética de aprendizaje que orientara el desarrollo de la secuencia. Los tres momentos
que conforman la secuencia se han disefiado para que los estudiantes comprendan el concepto de la
funcién tangente a partir de la definicion de la razén tangente en un triangulo rectangulo y en la
circunferencia unitaria. Asimismo, se han elaborado dos recursos con GeoGebra para apoyar el
desarrollo de la secuencia, los cuales pueden favorecer la comprension de lo abordado en los
momentos de la propuesta.

Por todo lo comentado, este trabajo representa un aporte a la produccion de investigaciones que
centran su atencion en las dindmicas de situaciones instruccionales en el aula que se apoyan en el uso
de entornos tecnoldgicos. Se considera que su pronta aplicacion puede aportar informacion importante
para afrontar con nuevos insumos la ensefianza de la funcién trigonométrica f(x) = tanx en el aula,
procurando con ello un aporte mas al desarrollo en la comprension de los estudiantes sobre este
contendido matematico. En base a esto, se considera necesario que se proponga una mayor cantidad de
propuestas de esta naturaleza que abarquen otros contenidos matematicos que se ensefian en la
Educacion Media y cuya comprension resulta complicada por parte de los estudiantes.
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