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Resumen En este trabajo se disefid una secuencia didactica para el estudio de las lineas y puntos
notables del triangulo en el grado octavo (alumnos entre los 13 y 17 afios de edad),
siguiendo el Modelo de Van Hiele para caracterizar el nivel de razonamiento de los
estudiantes y estructurar las actividades para el fortalecimiento de su pensamiento
espacial, ademas se propicié la exploracion activa usando material reciclable como las
tapas pléasticas de gaseosa y el carton para el descubrimiento guiado de los conceptos y
propiedades. En el marco de una metodologia cualitativa, se reflexion6 en cada una de
las fases en las que esta inmerso el investigador docente para obtener mejores resultados
en el desempefio de los estudiantes, se precisaron, ademas, qué materiales son pertinentes
para la exploracion de los objetos de estudio.

Palabras clave Secuencia didactica, lineas y puntos notables del triangulo, Modelo de Van Hiele,
Pensamiento espacial, exploracion activa, material reciclable, metodologia cualitativa.

Title Design of a didactic proposal to strengthen the spatial thinking of eighth grade
students.
Abstract This project presents the design of a didactic sequence aimed at studying the notable

lines and points of triangles. It was implemented with a group of eighth graders, age 13
to 17. The Van Hiele Model was followed to characterize the students’ reasoning level as
well as to structure activities to strengthen their spatial thinking since it had been
previously observed some weaknesses on these aspects. Additionally, guided discovering
of the concepts and properties was fostered trough active exploration and the use of
recyclable materials such cardboard and plastic bottle caps. Based on the qualitative
research methodology, the teacher-researcher reflected on each of the stages to identify
students’ needs, to choose the most suitable materials for the exploration and to improve
their overall performance.

Keywords Didactic sequence, notable lines and points of triangles, Van Hiele Model, space
thinking, active exploration, recyclable material, qualitative research methodology.

1. Introduccidén

La presente investigacion a través del disefio de una secuencia didactica para abordar el tema de
los puntos y lineas notables del tridngulo en el grado octavo de la Institucion Educativa Gustavo Cote
Uribe de la ciudad de Bucaramanga, que busca fortalecer el pensamiento espacial de los estudiantes,
se hace como punto de partida para realizar una reflexion de la forma en que se asume el proceso de
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ensefianza aprendizaje en el aula y reorientarla a la manera en que evoluciona el pensamiento de los
estudiantes, en especial el de geometria.

Se selecciond la asignatura de geometria por varios aspectos que se evidenciaron durante las
observaciones previas al planteamiento del problema, como el gusto de los estudiantes por el dibujo y
las manualidades, el énfasis ambiental de la institucion que promueve el reciclaje y la revision
bibliografica donde se resalta el potencial de la geometria para desarrollar habilidades en los
estudiantes, por otra parte, tiene muchos elementos que son practicos para muchas ocupaciones y
profesiones.

2. Justificacién

Una habilidad espacial es primordial en muchas actividades y un valor agregado a muchas
ocupaciones y mas aun si en ella se necesita visualizar, medir, construir y crear; se puede decir
entonces que la geometria por sus elementos practicos y la posibilidad de usar un nimero considerable
de materiales, muchos de ellos reciclables, puede ser usada para la exploracion y el descubrimiento de
propiedades, lo cual, indudablemente propicia el desarrollo del pensamiento espacial, que esta ligado a
otras habilidades tales como lo sugiere Howard Gardner en su teoria de las multiples inteligencias:

El pensamiento espacial es esencial para el pensamiento cientifico, ya
que es usado para representar y manipular informacion en el aprendizaje y en
la resolucion de problemas. EI manejo de informacién espacial para resolver
problemas de ubicacion, orientacion y distribucion de espacios, es peculiar a
esas personas que tienen desarrollada su inteligencia espacial. Se estima que
la mayoria de las profesiones cientificas y técnicas, tales como el dibujo
técnico, la arquitectura, las ingenierias, la aviacion, y muchas disciplinas
cientificas como quimica, fisica y matematicas, requieren personas que
tengan un alto desarrollo de inteligencia espacial (MEN, 1998, p. 37).

Asi pues, los lineamientos curriculares del Ministerio de Educacion Nacional (MEN, 1998a, pp.
37-38) sefialan entre otras, algunas consideraciones importantes que se deben tener presente en el
momento de ensefiar geometria:

e Los sistemas geométricos se construyen a través de la exploracion activa y modelacion del
espacio tanto para la situacion de los objetos en reposo como para el movimiento.

o El modelo de Van Hiele es la propuesta que parece describir con bastante exactitud el proceso
de construccion del pensamiento espacial.

3. Marco Teorico

En este apartado se hace una revision de los fundamentos curriculares, las tematicas, los
modelos pedagdgicos y las estrategias didacticas que sirven de sustento de la propuesta didactica.

3.1. Fundamentos de la didactica de las Matematicas y Teoria sobre el abordaje de la geometria
El articulo La transposicién didactica. Del saber sabio al saber ensefiado (Chavellard, 1997),

define la transposicion didactica como “un contenido del saber que ha sido designado como saber a
ensefar, sufre a partir de entonces un conjunto de transformaciones adaptativas que van a hacerlo apto
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para ocupar un lugar entre los objetos de enseianza” (p.16). En otras palabras, para ensefiar algo, se
aisla ese algo de alguna de sus propiedades y se adapta al contenido escolar.

Las consideraciones anteriores al sugerir la importancia de realizar la transposicién didactica,
llevan al surgimiento de algunos nuevos interrogantes para el quehacer docente: ¢Qué rol debe asumir
el profesor y el estudiante en la transposicion didactica?, ¢qué se debe evitar en la transposicion
didactica?, y ¢qué situaciones se deben plantear en el aula de clase para que sea didactica? Estas
preguntas encuentran su respuesta en la teoria de las situaciones didacticas de Brousseau, en su libro
Fundamentos y Métodos de la didactica de las Matematicas, (Brousseau, 1986) que tiene como
propdsito considerar los elementos basicos que debe reunir una propuesta didactica para que sea Util,
completa y coherente.

Dadas las anteriores consideraciones, surgen otros cuestionamientos, ¢cOmo adaptar un
contenido tal como es concebido en geometria a un contenido acorde a las habilidades de los
estudiantes?, ;como determinar el grado de habilidad del estudiante?, y finalmente ;qué etapas seguir
en el desarrollo de una tematica que ha sido adaptada a la necesidad de los estudiantes?

En razon a esto, el modelo de Van Hiele, explica el porqué de los anteriores problemas, asi
como su posible salida se puede resumir de la siguiente manera segin Jaime & Gutiérrez (1990, p.
305):

e Se pueden encontrar varios niveles diferentes de perfeccion en el razonamiento de los
estudiantes de matematicas.

e Un estudiante solo podra comprender realmente aquellas partes de las matematicas que el
profesor le presente de manera adecuada a su nivel de razonamiento.

e Si una relacién matematica no puede ser expresada en el nivel actual de razonamiento de los
estudiantes, serd necesario esperar a que estos alcancen un nivel de razonamiento superior
para presentarsela

e No se puede ensefiar a una persona a razonar de una determinada forma, pero si se le puede
ayudar, mediante una ensefianza adecuada de las matematicas, a que llegue lo antes posible a
razonar de esa forma.

A continuacion, se describiran las caracteristicas de cada uno de los niveles de razonamiento de
Van Hiele, que se reflejan en las actividades de los estudiantes (Jaime, A. y Gutiérrez, A., 1990).

Niveles de

. Descripcion Caracteristicas
razonamiento
o Ladescripcion de las figuras se basa en su aspecto fisico

. (forma, tamafio, color, grosor, ...).

Nivel 1. . . . )
Asocian los nombres a e Las descripciones de las figuras estan basadas en su
. rmin i figuras. j j «
De reconocimiento dete ados tipos de figuras senl?Jin'za con otros Obj’F;‘IOS (con frases como “se parece
a...”, “tiene forma de...”, etc.).

¢ No reconoce las partes ni propiedades de las figuras.

Los estudiantes son capaces de ¢ Los estudiantes reconocen las partes y ciertas propiedades de

Nivel 2. descgbrlr y genera[lzar las figuras.
propiedades a traves de la e Pueden deducir propiedades a partir de la experimentacion
De Analisis observacion y la N 3 pl - P ied dp i '
experimentacion. ¢ No son capaces de relacionar unas propiedades con otras.
Nivel 3. Establece relaciones entre las Reconocen las implicaciones entre algunas propiedades.

De clasificacion

diferentes propiedades de las
figuras.

Pueden describir una figura de manera formal.
Clasifica figuras de acuerdo a sus propiedades.
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Niveles de Descripcion Caracteristicas
razonamiento P
e Comprenden los pasos de una demostracién, pero no son
capaces de construirlas por si mismos.
Nivel 4. Es capaz de realizar las ¢ Entienden y realizan razonamientos l6gicos formales.
demostraciones de lo que ya e Comprenden la estructura axiomatica de las matematicas.
De deduccion habian demostrado e Son capaces de partir de distintas premisas para llegar a los
formal informalmente con anterioridad. mismos resultados.

Tabla 1. Niveles de razonamiento de Van Hiele. Adaptado de Jaime, A., y Gutiérrez, A. (1990)

Los métodos que se usan para determinar el nivel de razonamiento son, segun Jaime y Gutiérrez

(1990) los siguientes:

e Realizacion de entrevistas individuales entre el profesor y el estudiante, durante las cuales el
docente plantea diversas actividades y dialoga con el estudiante sobre su solucién.
e Cuestionarios con las siguientes caracteristicas:

Preguntas cuyas respuestas sean largas para determinar su forma de razonar.

Incitar a los estudiantes a explicar sus respuestas con frases como: Por qué..., explica como
encontro la solucion...

Lo méas importante no es determinar si contestan bien o mal, sino saber como contestan.

Las actividades deben cubrir los 4 niveles, en el caso de los primeros niveles de secundaria los
tres primeros.

A las preguntas no se les debe asignar un nivel, puesto que una misma pregunta puede ser
resuelta correctamente de diferente forma por estudiantes que estan en diferentes niveles de
razonamiento.

En este sentido, es importante reconocer entonces quela tarea de los docentes para ayudar a sus

estudiantes a subir al siguiente nivel de razonamiento se basa en planear las actividades de acuerdo a
cinco fases que hemos interpretado de Jaime y Gutiérrez (1990).

Fase Rol del alumno Rol del docente
Toma de Aprender a utilizar materiales y algunos | Identificar los conocimientos previos de los
Contacto conocimientos basicos necesarios para | estudiantes sobre el tema a abordar y su nivel de
el trabajo de clase. razonamiento.
Orientacion Explorar usando el material | Encaminar las actividades de tal manera que los
Dirigida proporcionado para descubrir nuevas | conceptos y propiedades se den en forma
g figuras, conceptos y propiedades. progresiva.
Intercambiar sus experiencias referidas | Mediar en la transicién entre el vocabulario que
Explicitacion |a lo que observaron, las estrategias o | los estudiantes usan para describir los elementos
formas de solucién. de geometria al usual.
. - Aplicar los conocimientos y lenguajes .
Orientacion plical entos y TenIUAIES | pantear variedad de problemas, algunas deben ser
- adquiridos a otras situaciones de las| .~ . .
libre o situaciones nuevas y mas complejas.
presentadas inicialmente.
Intearacion Comparar, acumular y combinar lo que | Propiciar que se integren los conocimientos
9 ya se sabe. nuevos con otros adquiridos anteriormente.

Tabla 2.Fases para la planeacidn de las actividades
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3.2. Conceptos relacionados con las tematicas de la propuesta didactica

Las definiciones y propiedades corresponden a los puntos y lineas notables del triangulo y son
traducidos del libro en inglés Geometry Revisited (Coxeter & Grietzer, 1967). El punto del centro del
circulo circunscrito® alrededor de un triangulo hemos acordado llamarlo el circuncentro del triangulo,
y llamamos el circulo, el circuncirculo del tridngulo. El circuncentro O es la interseccion de las tres
perpendiculares que bisecan? los lados del triangulo. El radio del circuncirculo ha sido denotado por la

letra R.

N
Figura 1. El circuncentro O (Coxeter & Greitzer, 1967, p.7)

Los segmentos que unen los vértices de un triangulo a los puntos medios de los lados opuestos
son llamados medianas. En la figura inferior, las lineas AA", BBy CC” son medianas, de modo que
BA=AC, CB=B’A y AC=C B. Las tres medianas son concurrentes.” Su punto comdn, G, es
llamado el centroide” del triangulo. Si un triangulo fuera cortado con material de densidad uniforme,
se equilibraria si se suspendiera en este punto, comun a las medianas. En otras palabras, el centroide es
el “centro de gravedad” del triangulo.’

Figura 2. Las medianas del triangulo (Coxeter & Greitzer, 1967, p.8)

! “Circulo circunscrito a un poligono es el que tiene por puntos de su circunferencia todos los vértices de este
poligono; de suerte que poligono inscrito en un circulo y circulo circunscrito a un poligono, expresan una misma
cosa”. (Oriol, 1847)

? Entendemos por bisecar, dividir en dos partes iguales (RAE, 2017)

* Entendemos que las lineas o segmentos son concurrentes cuando pasan a través de un mismo punto (Coxeter &
Greitzer, 1967, p.16)

* En muchos textos escolares se usa la palabra baricentro en lugar de centroide. “El término baricentro proviene
del griego Bapoc (“peso”, “carga”) y kévrpov (“aguijon”, “centro”)”. (Oxford, 2000, p101)

> Arquimedes (hacia 287-212 aC) obtuvo el centroide como el centro de gravedad de una placa triangular de
densidad uniforme. (Coxeter & Greitzer, 1967)
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Los segmentos6 AD, BE, CF, perpendiculares a BC, CA, AB, respectivamente, son llamados las
alturas del AABC. Su punto comlUn H es llamado el ortocentro. Los puntos D, E, F se llaman
naturalmente los pies de las alturas. Uniendo los pies en pares obtenemos ADEF, el triangulo értico

57
B c

Figura 3.Las alturas del triangulo (Geometry revisited, P.8)

Otro importante conjunto de segmentos’ son las tres bisectrices de angulos internos. Las
bisectrices internas de los tres &ngulos de un triangulo son concurrentes.

A

Figura 4. Las bisectrices del triangulo ABC

El circulo con centro | y radio R tiene los tres lados por tangentes y es asi el circulo inscrito o
in-circulo. LIamamos | el incentro y r el inradio.

4. Disefio Metodologico

4.1. Tipo de investigacion

Para el desarrollo de este proyecto se va a realizar una investigacion cualitativa; segin Gibbs
(2012, p.12), “la investigacion cualitativa pretende acercarse al mundo... y entender, describir y
algunas veces explicar fenomenos sociales...Las maneras que usa para tal fin se basan en el anlisis de
las experiencias, interacciones y comunicaciones de los individuos o grupos las cuales se ven
reflejadas en los registros de las practicas, informes, videos, fotos, ...”

Ademas, se usara como enfoque la Investigacion Accién que se define segin Elliot (1993, p.88)
como “el estudio de una situacion social para tratar de mejorar la calidad de la accion dentro en la
misma”. Para los docentes, la situacion social que se plantea es como mejorar la practica educativa.

® En el texto “Geometry revisited” aparece la expresién “cevian” en lugar de segmento que fue lo usado en
nuestra traduccion, the cevian se refiere a los segmentos de linea que unen un vértice del tridngulo a algln punto
sobre el lado opuesto. (Coxeter & Greitzer, 1967, p4)

"The cevians lo hemos llamado segmento y debe tener el sentido de tener un extremo en el vértice del triangulo
y su otro extremo en algin punto del lado opuesto.
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4.2. Proceso de investigacion

Llinares (1991), citado en los Lineamientos Curriculares de Matematicas (MEN 1998b, p.22) se
refiere a la indagacion que el docente debe hacer antes, durante y después del proceso de ensefianza,
proceso que denomina por fases, llaméandolas fases pre-activa, interactiva y pos-activa, que junto a la
investigacion en el aula Ilevan al desarrollo profesional del docente. En la siguiente tabla se detalla
dicho proceso.

Fase Tarea del docente investigador

Se realiz6 una revision bibliografica sobre la tematica de interés y las recomendaciones didacticas,

Pre-activa . L - - S ~ ;
se realizo una revision curricular, teorica, y didactica de la ensefianza de la geometria.

Para minimizar los errores en el momento de la aplicacion de la propuesta, se realiz6 una prueba
piloto en el afio 2016, donde se afinaron las actividades de la secuencia didactica, para su posterior

Interactiva L ~ . -, RO :
aplicacion en el afio 2017, se hizo también una prueba diagnéstica para detectar el nivel de
razonamiento espacial desde el modelo de Van Hiele de los estudiantes.

Pos-activa Se confrontaron los resultados y lo que se esperaba, para ello, se realizé una triangulacion teniendo

en cuenta la teoria, la practica y la reflexién a lo largo de todo el proceso de investigacién.

Tabla 3.Fases del proceso de investigacion

4.3. Poblacion y muestra

La poblacion objeto de estudio estd compuesta por 72 estudiantes del grado 8-1 y 8-2 de la
jornada de la mafiana de la IE Gustavo Cote Uribe de la ciudad de Bucaramanga (Colombia), algunos
de los estudiantes viven en asentamientos, presentan en sus comunidades problemas de intolerancia e
inseguridad, ademas existen familias desplazadas por el conflicto armado, desempleados, familias
disfuncionales y sin formacion profesional. La muestra corresponde a 36 estudiantes (15 chicas y
21chicos) del grado 8-2 de edades que oscilan entre los 14 y 17 afios.

4.4. Técnica e instrumentos de la recoleccion de la informacion

Para diagnosticar, disefiar, implementar y evaluar la efectividad de la propuesta didactica de
geometria en los estudiantes, se utilizaron técnicas para la supervision de las actividades, registro de
las observaciones, lo que sucedia durante la aplicacion de los instrumentos y reflexién sobre sus
alcances, limitaciones y dificultades. Para ello se utilizaron las siguientes técnicas: Diario de campo,
prueba diagnéstica, prueba final, guias de trabajo y registro fotografico

4.5. Validacion de los instrumentos
Para la validacién de los instrumentos se realiz6 una prueba piloto con el grupo 8-1 en el afio
2016. Ademas, los instrumentos recibieron la aprobacion por parte de la directora del proyecto la Dra.

Maria Eugenia Serrano, quien tiene experiencia en el modelo de Van Hiele, puesto que este fue parte
de su proyecto de pregrado y de maestria.

4.6. Resultado y discusion

Las respuestas de la prueba diagnostica y prueba final, evidenciaban algin nivel de
razonamiento que puede tener un estudiante segin el Modelo de Van Hiele.
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4.6.1. Evaluacién Diagndstica

Figura 5. Aplicacién prueba diagnéstica en 8-2

Para dar mas claridad, a continuacion, se incluye una tabla con las preguntas y previamente se
establecio lo que se esperaba como respuesta de los estudiantes para clasificarla dentro de un nivel.

Respuesta que se espera segun nivel de razonamiento

Preguntas Nivel 1. Nivel 2.
Reconocimiento Anélisis
1. ¢Un triangulo rectangulo puede ser | Construye un tridngulo | Construye el ejemplo de

isésceles? Explique su respuesta.

cualquiera 0 expresa que todos
los tridngulos son iguales o
diferentes.

un tridngulo rectangulo
que tiene sus dos catetos
iguales o expresa esto en
palabras.

2.Si el éarea del
cuadrado  pequefio
mide 1 u%

a) ¢(Cuanto mide el
area de todo el

rectangulo? (Explique como hall6 el

resultado).

Halla el area contando el nimero
de cuadrados en el rectangulo.

Halla el area
multiplicando la base por
la altura.

3. ¢Cuadnto mide el area del anterior
triangulo sombreado? (Explique cémo

hallé el resultado).

Halla el area  tridngulo
recubriendo con cuadrados de
102,

Halla el area dividiendo
el area del rectangulo
entre dos.

4. Coloree el triangulo® o
los  triangulos  que
observa en el siguiente
corazon. ¢Por qué las
deméas figuras no son
triangulos?

(Y

Reconoce que el triangulo tiene
tres lados.

Reconoce que el triangulo
tiene tres lados rectos.

5. ¢Los angulos de un triangulo suman

180°? Explique su respuesta.

No hay distincion entre angulos
y lados del triangulo.

Muestra un ejemplo
donde la suma es de 180°

¥ Se acordd con los estudiantes que se trataba de colorear la superficie triangular.

58 | Vol. 99 + noviembre de 2018

NUMEROS



Disefio de una propuesta didactica para el fortalecimiento del pensamiento espacial en los
estudiantes del grado octavo
R. Villamizar Angel

6. Dibuje un triangulo | | Dibuja la figura un triangulo que | Explica que se llama
rectangulo en la siguiente | | tiene un angulo recto. triangulo rectangulo
cuadricula. ¢Por qué a ese | porque tiene un angulo
triangulo se le llama tridngulo recto.

rectangulo?

7. ¢La siguiente figura Se parece a un tridngulo No puede corresponder a
corresponde a un A un tridngulo porque tiene
tridngulo? ¢Por qué? cuatro lados.

8. Coloree las  figuras Identifica el rombo y
guecorresponden a romboide como
paralelogramos y escriba paralelogramos.

todas sus caracteristicas
relacionadas con sus lados, angulos y
diagonales.

Tabla 4 Prueba Diagnéstica

Los resultados de la prueba diagnostica permitieron identificar 9 estudiantes que no muestran
algun nivel de razonamiento, es decir, la mayoria de preguntas las dejaron en blanco o respondieron
cosas que nada tienen que ver con la tematica, aunque presentan algunos elementos del siguiente nivel;
por su parte, 21 estudiantes se encuentran en el nivel 1 de reconocimiento, 9 de los cuales presentan
elementos del siguiente nivel, en todo caso estos 21 estudiantes son capaces de asignar nombres a
algunas figuras geométricas y sus descripciones se basan en el aspecto fisico o parecido a alguna
figura geométrica, y solo un estudiante esta en el nivel 2 Andlisis, es decir, es capaz de reconocer
propiedades de la figuras geométricas.

4.6.2. Propuesta didactica

Acorde al objetivo especifico de disefiar una secuencia didactica para el fortalecimiento del
pensamiento espacial, se cre6 la siguiente secuencia didactica para abordar temas relacionados con los
puntos y lineas notables del triangulo. Algunos de los ejes tematicos y problemas de la secuencia
didactica se muestran en la tabla y sigue las etapas de planteamiento del problema, exploracion y
aplicacién.

Tema Reto o actividad que da inicio a cada tematica de la secuencia didactica

La mediatriz | # 1. En una granja hay dos corrales y se | # 2. En una granja se ampli6é el nimero de
desea instalar un grifo que esté a igual | corrales de dos a tres y se desea instalar un
distancia de los corrales. Determina al | grifo que esté a igual distancia a cada uno
menos 10 posibles ubicaciones del grifo.’ | de Ioiocorrales. Determina la ubicacion del
grifo.

° En Garcia & L6pez (2008, p.40) el problema aparece “Carlos vive a la misma distancia de la casa de Ara
(punto A) que de la de Bety (punto B). Marca con puntos cinco lugares diferentes donde puede estar la casa de
Carlos”.

% En Garcia & L6pez (2008, p.68) el problema aparece como “se va a construir un centro comercial y se desea
que esté a la misma distancia de las tres unidades. Identifique con un punto el lugar donde se tendria que
construir el centro comercial. Haga la construccion en su cuaderno”.
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Lamediana |# 3. Dado un triangulo™ hecho en cartulina tratar de equilibrarlo con la punta de un
lapiz.

La altura #4 Construir un triangulo con palillos y medir las alturas.

La bisectriz | # 3. Un agrénomo se dirige desde su casa hasta la ciudad acaballo, pero debe pasar por

el rio para que el animalito tome agua. Su casay la ciudad quedan del mismo lado del
rio. Ayudale a encontrar el camino mas corto para ir de su casa a la ciudad pasando por
el rio.

Tabla 5 Actividades iniciales de la secuencia didactica
4.6.2.1. La mediatriz

Para la mediatriz de un triangulo, que consta de 6 guias, y va desde un reto inicial para

identificar la mediatriz como un conjunto de puntos con ciertas caracteristicas hasta el circuncentro
como un punto que resulta de la interseccion de tres mediatrices, los retos propician la exploracion con
materiales concretos, tales como las tapas plasticas de la gaseosa. De esta manera podriamos describir
gue pretendia cada guia alrededor de la mediatriz.

Guia Retos o0 actividades Objetivo
En una granja hay dos corrales y se necesita | Identificar la mediatriz como un conjunto de
instalar un grifo que esté a igual distancia de | puntos con ciertas caracteristicas.
1 | los corrales. e Puntos con igual distancia a dos puntos fijos
e Puntos en linea recta.
e Puntos infinitos.
Dado un conjunto de puntos identificar | Identificar la mediatriz como un conjunto
2 |cuéles estdn a igual distancia de los |infinito de puntos que se encuentran a igual
extremos de un segmento. distancia de los extremos un segmento.
Usando acetatos que tienen la forma de la | Identificar la mediatriz como una recta
3 letra L, verificar si la recta es la mediatriz | perpendicular que pasa por el punto medio de un
del segmento AB y corregir aquellas que | segmento.
estén mal.
En una granja se amplié el numero de | Identificar el circuncentro como el punto a igual
4 corrales de dos a tres y se desea instalar un | distancia de otros tres puntos fijos.
grifo quee sté a igual distancia a cada uno
de los corrales.
5 Ubicar el circuncentro de los triangulos. Identificar el circuncentro como la interseccion
de las mediatrices del triangulo.
Aplicaciones del circuncentro en la | Resolver situaciones probleméticas relacionadas
construccion. con el circuncentro.
6 Reconocer que el circuncentro es el centro del
circulo cuya circunferencia toca todos los
vértices del triangulo

Tabla 6Actividades y objetivos de la mediatriz y el circuncentro

! Se acordd con los estudiantes que nos referiamos a la superficie triangular
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Una de las tareas de la guia No 1 pedia ubicar 10 puntos que estuvieran a igual distancia de dos
puntos fijos, en una situacion problema “En una granja hay dos corrales y se necesita instalar un grifo
que esté a igual distancia de los corrales”.

Figura 8 Proceso de solucidn del primer reto usando tapas

Ademas, los estudiantes tuvieron que identificar el punto mas cercano que cumple las ya
mencionadas caracteristicas, todos los equipos de trabajo lograron resolver correctamente el reto.

Figura 9 Grifos a igual distancia de dos corrales (solucion de un estudiante de 8-2)

Los cuadrados verdes representan los grifos y los rojos los corrales, el cuadrado en un circulo
representa el grifo a menor distancia, esta solucion es la representacion de lo que cada grupo construyo
con las tapas, ademas se observa que identificd el punto de menor distancia a los dos corrales, sin
embargo, la mayoria no lograron identificar la de menor distancia.

Para la guia No. 2, previamente se les dio nombre a algunos elementos como al punto de menor
distancia (punto medio) y al conjunto de puntos a igual distancia (la mediatriz), explicando
detalladamente sus caracteristicas y acorde al nivel 1 de visualizacion en la fase de informacion.

Unir con un color los puntos de la mediatriz del segmento AB.

— | [

Figura 10 Los puntos de la mediatriz (solucién de estudiante un de 8-2)
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En una de las tareas, dar dos instrucciones en un mismo punto generd algo de confusién, por
una parte, se pedia trazar la mediatriz (si existe) y por otra, unir con segmentos de colores los pares de
puntos con igual distancia.

Figura 11 Los puntos que pertenecen a la mediatriz (solucion de un estudiante de 8-2)

En otra tarea, donde se pedia dibujar la mediatriz y no se daba ninguna instruccion de cémo, 19
de los 27 estudiantes la resolvieron satisfactoriamente.

Trazar la mediatriz del segmento AB

>

‘s
Figura 12 Construccion de la mediatriz usando puntos (solucion de un estudiante de 8-2)

Para el desarrollo de estas actividades el estudiante debia ya estar familiarizado con lo que ya ha
visualizado, pero para esta tarea debia empezar a hacer acciones concretas como verificar distancias y
gue estas distancias fueran iguales.

La gufa 3, buscaba explorar la definicion'? de la mediatriz, fijese que primero se exploré una
propiedad y luego la definicidn, esto se hizo puesto que en la prueba piloto se observé que, para los
estudiantes, visualizar una recta perpendicular era dificil y se buscé asociar la perpendicular con algo y
se pensé en la letra L, y para facilitar la exploracion en un acetato con la forma de la letra L.

Figura 13 Estudiantes de 8-2 usando los acetatos en forma de L

12 Definicion: “Si una recta es perpendicular a un segmento y pasa por su punto medio, entonces en mediatriz del
segmento” (Berrio, 2016, p50)
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La tarea correspondiente a identificar las mediatrices de los segmentos fue hecha correctamente
por 16 de los 28 estudiantes.
|

7

- ‘ e
L - &

., ——— —ay
/—ém editng )

Figura 14 Asociando la recta perpendicular con la letra L (actividad realizada por un estudiante de 8-2)

Para la pregunta ¢La mediatriz de un segmento debe pasar por cualquier punto del segmento?
¢Por qué?, este aspecto que ya se habia explorado en las anteriores guias, menos de la mitad de los
estudiantes asistentes respondieron correctamente y de muy pocos, argumentan convincentemente,
para superar esta dificultad se debi6 incluir una guia sobre punto medio, algo que no fue previsto en la
prueba piloto.

La guia 4, planteaba como un nuevo reto, similar al primero, pero en este caso tenian que
ubicar un grifo a igual distancia de tres corrales, se les indicd a los educandos, usar la misma estrategia
para determinar los grifos que estan a igual distancia de dos corrales y para ello cada grupo disponia
de 33 tapas plasticas de gaseosa.

Figura 15 Proceso de construccion del circuncentro

Todos los grupos lograron resolver el reto y a la pregunta ¢cuantos grifos estan a igual distancia
de los tres corrales?, la mayoria afirmaron que evidentemente habia un punto a igual distancia de los
tres puntos fijos (corrales).

En la guia No. 5, la mayoria de los estudiantes construyeron con éxito el circuncentro de los
triangulos dados. Cuando se afiade a un procedimiento una situacién problematica, 18 de los 29
estudiantes lo resolvieron apropiadamente y cuando se le pide que expliquen el procedimiento, la
mayoria obvia pasos o no utilizan un lenguaje apropiado, solo 5 de los 29 estudiantes describieron el
procedimiento adecuadamente.
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Figura 16Procedimiento para hallar el circuncentro (solucion de estudiante de 8-2)

En la guia No. 6, los estudiantes resolvieron diversas situaciones donde integraba todo el tema
alrededor de la mediatriz y el circuncentro, se les pregunté ¢para qué servia la mediatriz y el
circuncentro?, la mayoria asociaban su utilidad a un tema netamente para la asignatura, respuestas
como: “la mediatriz sirve para ubicar puntos a igual distancia de otros dos”, “el circuncentro sirve para
trazar un circulo que pase por los vértices del triangulo”; muy pocas evocaron los ejemplo de los retos
precedentes, y sefialaron que servian “para ubicar grifos en una granja y para instalar una fuente en el

centro”.
4.6.2.2. La mediana

El eje tematico de la mediana, que consta de 3 guias, y va desde un reto inicial para identificar
el punto de equilibrio de un tridngulo, hasta una guia donde se trabajan dos aplicaciones tales como
suspender un triangulo de un hilo y que se mantenga totalmente horizontal hasta la construccion de
piramides de base triangular con la condicion de establecer su altura en el punto donde se intersecan
las medianas de la base. Los materiales que se usaron fueron triangulo de carton, palillos y plastilina.

Guia Retos o actividades Objetivo
7 Mantener un triéngulo en equilibrio sobre la Ider)t_ific_ar el baric_entro13 como el punto de
punta de un lapiz. equilibrio en un triangulo.
8 Ubicar el punto de equilibrio de los triangulos. _Identifice_lr el baricentrc_) como el punto de
interseccion de las medianas.
e Colgar triangulos del baricentro y que se | Identificar el baricentro como el punto de
9 mantenga totalmente horizontal. equilibrio que se puede aplicar en

e Construir piramides de base triangular cuya | situaciones cotidianas y de la construccion.
altura se ubica sobre el baricentro.

Tabla 7 Actividades y objetivos de la mediana y el baricentro

Los estudiantes se dispusieron a realizar las actividades colmados de muchas expectativas, al
escucharse expresiones de admiracion ante los descubrimientos, ellos mostraban con orgullos las
soluciones, tal como lo hizo hace siglos Arquimedes, quien descubri6 este punto equilibrando una
superficie triangular de densidad uniformemente distribuida.

La guia No 7 buscaba que ellos por si mismos descubrieran la forma de ubicar el baricentro del
triangulo en una hoja de papel, la mayoria logré describir por cuél parte del lado del tridngulo para la
linea que viene desde el vértice opuesto y pasa por el punto de equilibrio, a lo que se refirieron con
expresiones como “linea que pasa por el punto medio”, pero en el momento de describir el

*Hemos acordado que cuando nos refiramos al baricentro del tridngulo, nos referimos al baricentro de la
superficie triangular.

64 | Vol. 99 + noviembre de 2018 NUMEROS




Disefio de una propuesta didactica para el fortalecimiento del pensamiento espacial en los
estudiantes del grado octavo
R. Villamizar Angel

procedimiento, la mayoria no logrd describir detalladamente el procedimiento, solo dos de los
estudiantes dieron una descripcion detallada del procedimiento para hallar el baricentro.

Figura 17 Estudiantes buscando el baricentro (centroide), tal como lo hizo Arquimedes

La guia No. 8, tenia como finalidad que los estudiantes lograran ejercitar el procedimiento, lo
cual casi todos lograron realizar la construccion de las medianas, ademas, al preguntarseles ¢es posible
que el baricentro se ubique afuera del tridngulo?, todos los educandos asistentes respondieron
acertadamente y sus argumentos se basaron en las exploraciones previas.

La guia No. 9, buscaba que los estudiantes se familiarizaran con otras aplicaciones del
baricentro, y para ello se penso, suspender una superficie triangular con un hilo y que este quedara
totalmente horizontal y la construccion de pirdmides con bases triangulares y que la altura de ella
quedarad exactamente sobre el baricentro, fue un tiempo de exploracion y diversion, donde los
estudiantes usaron variados elementos como cartén, palillos, y plastilina, identificar el baricentro no
fue problema, el trabajo colaborativo permitié que algunos estudiantes superan sus dificultades y entre
todos los integrantes del grupo lograran realizar sus construcciones.

Figura 18 Aplicaciones del baricentro

4.6.2.3. La alturay la bisectriz

Para la altura de un triangulo se trabajaron 2 guias, y van desde el reto inicial de medir la altura
de un triangulo hecho con palillos, hasta el establecimiento de procedimientos, en estas actividades a
los estudiantes se les dificulté identificar la altura de los triangulos cuando estos se ubicaban fuera del
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tridngulo, pese a que la actividad inicial se realiz6 midiendo las alturas de triangulo de carton
apoyandolos sobre cada lado.

Guia Retos o situaciones Objetivo
10 | Medir la altura de tres tridngulos de carton. Reconocer que un triangulo tiene tres alturas.
e Halla la altura de diferentes objetos, Identificar las alturas de un triangulo vy
11 |e Hallar la altura de diversos triangulos en | realizar correctamente su construccion.
la hoja de papel.

Tabla 8 Actividades y objetivos de la altura y el ortocentro

La guia No. 10, permitio aclarar por qué se habla de las tres alturas del triangulo, para ello se
realizd una exploracion, donde se construyeron las superficies triangulares y al apoyar cada triangulo
sobre cada uno de sus lados se logré identificar las alturas.

La guia No. 11, permitié que los estudiantes ejercitaran un procedimiento para hallar cada una
de las alturas, que basicamente era seguir ejercitandose en la construccion de rectas perpendiculares.

Guia Retos o situaciones Objetivo

Un agrénomo se dirige desde su casa hasta la ciudad acaballo, | Visualizar ~ unabisectriz  del
pero debe pasar por el rio para que el animalito tome agua. | angulo de un tridngulo en la
12 | Su casay la ciudad quedan del mismo lado del rio. Ayddale a | solucion de una situacion real.
encontrar el camino mas corto para ir de su casa a la ciudad
pasando por el rio.

Hallar la bisectriz doblando los triangulos de tal manera que | Identificar una bisectriz de un
coincidan dos lados consecutivos. triangulo como un eje de
simetria.

13

Tabla 9 Actividades y objetivos de la bisectriz y el incentro

El eje tematico de la bisectriz consta de dos guias, inicialmente se plantea el reto de determinar
el camino mas corto para ir de un punto a otro tocando previamente un punto sobre una recta; luego se
busca identificar un procedimiento para construir la bisectriz, este procedimiento se basa en asignarle
a la bisectriz las caracteristicas del eje de simetria de los lados del tridngulo que forman un angulo.

4.6.3. Evaluacion Final

Acordes a los objetivos de la investigacion se planted una prueba final que constaba de 8
preguntas, una de las cuales era similar a una de las preguntas de la prueba diagndstica, solucién que
fue socializada y otra de las preguntas requeria un nivel de razonamiento superior a los que se trataron
de fortalecer en la secuencia didactica.

Nivel de razonamiento

Preguntas Nivel 1. Visualizacion Nivel 2.
Analisis

1. ¢(Es posible que el circuncentro de | Es capaz de plasmar o | Construye lineas notables
un triangulo se ubique afuera del tridngulo? | dibujar lineas y puntos en | del triangulo como la
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Explique

un tridngulo sin  tener
presente  aspectos como
punto medio y

perpendicular a.

mediatriz, la mediana, las
alturas y las bisectrices.

2. Los residentes de
cada una de las dos casas
quieren construir una
cerca que esté a igual 8
distancia de cada
una de ellas.
Explique donde debe
ubicar la cerca.

Reconoce puntos a igual
distancia, visualiza cudles
estan mas distantes y cuéles
mMAs cercanos.

Construye la mediatriz
usando puntos a igual
distancia de otros dos
fijados previamente.

3. ¢Cuél es
el circuncentro
del triangulo
ABC? Explique

Considera que en la mayoria
de tridngulos el circuncentro
se ubica dentro  del
triangulo.

Identifica las
caracteristicas de las
mediatrices del triangulo.

4. En el siguiente \ Reconoce que el tridngulo | Reconoce que el tridngulo
corazén, coloree las tiene tres lados. tiene tres lados rectos.
figuras que no son \
triangulos. ¢Por qué las /
deméas  figuras  son
triangulos?

5. Se quiere construir una | Realiza la tarea por ensayo | Construye el circuncentro
circunferencia que pase por los vértices del | y error. usando las mediatrices del
siguiente triangulo. Explique el triangulo.

procedimiento.

Tabla 10 Preguntas de la evaluacién final

En la prueba final se identificaron 4 estudiantes que no mostraron un nivel de razonamiento ya
fuera porque dejaban preguntas en blanco o sus respuestas eran irrelevantes; 14 estudiantes lograron
reconocer elementos de las tematicas, ya usaban un lenguaje mas acorde a los objetos de estudio y
reconocian algunas propiedades de los puntos y lineas notables del triangulo, y 9 estudiantes
reconocieron en la mayoria de situaciones las propiedades objeto de estudio. Estos resultados muestran
un avance significativo en el nivel de razonamiento de la mayoria de los estudiantes.

Las guias con sus respectivas planeaciones, la evaluacion diagndstica y la evaluacion final, se

pueden descargar en el siguiente enlace:

http://matematicas27.webnode.com.co/news/secuencia-

didactica/? ga=2.99200024.746483327.1499993189-529812198.1499993189
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5. Conclusiones y Recomendaciones
Dentro de las conclusiones y recomendaciones se pueden mencionar:

o Se logré evidenciar que las clases tradicionales de geometria producen pobres resultados para
el desarrollo del pensamiento espacial de los estudiantes, esto se observa en los 9 estudiantes
gue no mostraron algun nivel de razonamiento y los 21 estudiantes que solo son capaces de
reconocer aspectos globales e irrelevantes de las figuras geométricas.

e Se logré concluir que el uso de material concreto, en el caso de esta propuesta (tapas de
gaseosa pléstica, carton, palillos, plastilina,...), favoreci6 el reconocimiento de los elementos y
propiedades inmersas en las tematicas de puntos y lineas notables de triangulo, propicid el
trabajo colaborativo y desperté la curiosidad de los estudiantes para resolver cada una de las
actividades propuestas. Esto reafirma una de las recomendaciones de los lineamientos
curriculares de matematicas de Colombia (MEN, 1998b) al sefialar que “los sistemas
geométricos se construyen a través de la exploracion activa y modelacion del espacio tanto
para la situacion de los objetos en reposo como para el movimiento” (p37).

e Se experimenté también que no todos los materiales son propicios para determinadas
situaciones problematicas, en el caso de las tapas de gaseosas plasticas, son pertinentes cuando
el problema requiere que una misma tapa ocupe diferentes posiciones para determinar la mas
adecuada; en el caso de la lana, se observo que solo cumplié una funcién decorativa, mas no
funcional; en este sentido, identificar los materiales pertinentes es una tarea del docente
investigador.

e Organizar las actividades de acuerdo a la forma en que evoluciona el nivel de razonamiento de
los estudiantes, permitio que estos se comprometieran mas con su proceso de aprendizaje, eso
se evidencid en la disciplina, el dinamismo de clase y el desarrollo de las guias.

e Se cred una secuencia didactica de una tematica que se aborda muy brevemente en los textos
del grado octavo y que, sin embargo, gracias a la revision bibliografica se descubrieron una
serie de aplicaciones muy interesantes que pueden ser elementos valiosos para que, en una
futura profesion de disefio y construccion, se desarrolle el proceso con mayor detenimiento y
precision.
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