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Resumen

Palabras clave

Una determinada manera de explicar la proporcionalidad puede influir en el modo como
los alumnos la aprenden; por ello nos planteamos explicar las consecuencias que la
construccion del concepto de proporcionalidad, segln la manera de ensefiar de uno u otro
profesor, tiene en el aprendizaje de una alumna concreta. Para esto realizamos un estudio
de caso centrado en una alumna, Ainoa, a partir de sus intervenciones en ciertos
episodios de clase de Sexto curso de Primaria y Primer curso de Secundaria. El analisis
de la practica realizado nos muestra la importancia de la eleccion por parte del
profesorado de los ejemplos concretos para la comprensién tanto del concepto de
proporcionalidad como de la técnica de reduccion a la unidad.

Ensefianza y aprendizaje de las Matematicas, proporcionalidad, funcién lineal, transicion
Primaria-Secundaria, conocimiento del profesor.

Title

Abstract

Keywords

The teaching and learning of proportionality in the transition from Primary
to Secondary School: the case of Ainoa

The way students learn in the classrooms may be influenced by every particular way
proportionality is taught. Thus, the consequences that the construction of the concept of
proportionality, linked with the way of one or another teacher teaches, have in the
learning process of a particular student are the object of this paper. We carried out a case
study focusedon a particular student, Ainoa, whose inputs are gathered from different
lessons throughout Primary Sixth grade and Secondary First grade. The analysis
conducted shows us the importance of the choice of particular examples, so as to
understand both the concept of proportionality and the reduction technique unit.

Mathematics teaching and learning, proportionality, linear function, transition from
Elementary to Secondary School, knowledge of the teacher.

1. Introduccion

La proporcionalidad es un tema complejo matematicamente hablando y de los mas dificiles de
ensefiar de la ensefianza obligatoria. La proporcionalidad es una relacion de doble sentido: entre pares
de valores de las dos variables, la dependiente y la independiente; y entre dos valores de la misma
variable. De aqui que hablemos de la raz6n de proporcionalidad k=y/x cuando se relacionan las dos
magnitudes, o de la razon escalar xo/x1=y./y: cuando se relacionan dos valores de la misma magnitud.
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Adquirir el razonamiento proporcional supone comprender esta relacion especial entre dos magnitudes
relacionadas y que cambian a la vez, asi como reconocer la funcién lineal y=kx.

En los primeros afios de Secundaria, los estudiantes presentan dificultades y errores en el
aprendizaje de la proporcionalidad, aunque su estudio se ha iniciado ya en la Educacién Primaria. El
papel del profesor como gestor del proceso de construccion del razonamiento proporcional tiene una
especial relevancia, por lo que una cuestion importante es estudiar como sus actuaciones pueden
influir en el aprendizaje del alumno. En este articulo presentamos un estudio de caso centrado en una
alumna que hemos podido seguir, a partir de sus intervenciones en clase, en Sexto de Primaria y en
Primer curso de Secundaria. EI hecho de haber podido obtener datos de los mismos alumnos con un
afio de diferencia y en el mismo tema de proporcionalidad, nos ha permitido hacer este tipo de
seguimiento a largo plazo. Ainoa nos muestra como la imagen que ofrece en Sexto de Primaria (6.°P),
con dificultades para entender tanto el concepto de proporcionalidad como la técnica de reduccion a la
unidad, cambia en el Primer curso de Secundaria (1.°ESO). Constatamos que un mismo alumno ha
generado dos imagenes distintas con dos profesores diferentes, en dos cursos consecutivos, sin que de
ello pueda deducirse una relacion directa de causa efecto.

2. Objetivos y marco teorico

Este articulo forma parte de una investigacion mas extensa (Torres, 2015), contextualizada en la
practica matematica del docente, asi como su influencia en el aprendizaje del alumno durante la
transicion de Primaria a Secundaria. El objetivo general de esta investigacion es el analisis de la
actividad docente en lo que concierne a la temética especifica de proporcionalidad en 6.°P y 1.°ESO,
siguiendo el modelo de las cuatro categorias de Rowland (2008). Se trata de caracterizar como un
profesor ensefia dichos contenidos para explicar cuéles son los objetivos que se plantea y como
promueve la construccion de los conceptos.

A partir del objetivo general, se plantean cuatro objetivos especificos de investigacion. El
primero consiste en elaborar un instrumento para realizar el analisis de la actividad docente en el aula.
El segundo, analizar desde la practica docente cuales son los objetivos del profesor al ensefiar el tema
de proporcionalidad. EIl tercero, analizar desde la practica docente como el profesor construye el
concepto de proporcionalidad. Y el cuarto objetivo, explicar las consecuencias que una determinada
construccion del concepto de proporcionalidad tiene en el aprendizaje de una alumna concreta. En este
articulo nos centramos en los objetivos primero y cuarto. El primer objetivo, de tipo instrumental, se
aborda en el tercer apartado, mientras que del cuarto nos ocupamos en el cuarto apartado.

Los ejes fundamentales en los que se apoya el marco tedrico principal de esta investigacion,
centrada en la construccion del conocimiento para la ensefianza de la proporcionalidad, son: el
Knowlegde Quartet (KQ) y los factores que intervienen en el razonamiento multiplicativo y en la
proporcionalidad.

El Knowledge Quartet es un constructo desarrollado por Tim Rowland (2008) para describir y
analizar las observaciones hechas en el aula. EI KQ es un marco conceptual adecuado para revisar y
analizar episodios de clase, centrandose sobre todo en el contenido matematico del episodio y en el
papel que desempefian el Subject Matter Knowledge (SMK) y el Pedagogical Content Knowledge
(PCK) del profesor en précticas de Primaria (Rowland, Huckstep, y Thwaites, 2005). Para Rowland
era necesario que dicho marco fuese capaz de “recoger” las ideas y factores importantes sobre el
conocimiento del contenido matematico a partir del analisis de las interacciones de los profesores con
dicho contenido matemético y concretarlas en un nimero reducido de categorias conceptuales.
Rowland distingue cuatro categorias de conocimiento de los profesores:
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e Fundamento o conocimiento tedrico de las Mateméticas per se. En esta categoria se recogen
los conceptos principales sobre el contenido matematico y las relaciones entre los mismos.
Comprende ademas el conocimiento de lo mas significativo de la literatura sobre la ensefianza
y el aprendizaje de las Matematicas, las creencias concernientes a la naturaleza del
conocimiento matematico, los objetivos de la educacién matematica y las condiciones en las
que los alumnos pueden aprender mejor Matematicas. Se trata de los conocimientos que el
profesor ha adquirido en su formacién académica y en su practica para prepararse como
profesor.

e Transformacién de los conocimientos del contenido por parte del profesor para que los
alumnos sean capaces de aprenderlos. Esta categoria se relaciona con el conocimiento en
accion, mostrado tanto en la planificacion de lo que se va a ensefiar como en el mismo acto de
ensefiar. El profesor transforma y presenta los conocimientos de distintas maneras para ayudar
a los alumnos a aprenderlos, lo que conlleva la representacion de los mismos en forma de
analogias, ilustraciones, ejemplos, explicaciones y pruebas. Es particularmente importante la
eleccion que hace el profesor de los ejemplos con el fin de ayudar a los alumnos a entender un
concepto y también a profundizar en el mismo, a adquirir el lenguaje adecuado y para mostrar
la validez de procedimientos.

e Conexion o conocimiento en accion manifestado en la coherencia y planificacion de los
contenidos a ensefiar. Esta categoria combina ciertas elecciones y decisiones que se hacen en
partes concretas del contenido matematico, por lo que respecta a la coherencia de la
planificacion o de la ensefianza a lo largo de uno o varios episodios. Establecer conexiones se
refiere a las acciones del profesor para relacionar conceptos, o procedimientos, o bien para
relacionar conceptos y procedimientos. Por ello esta categoria se podria subdividir en:
“establecer conexiones entre conceptos”, “establecer conexiones entre procedimientos”,
“establecer conexiones entre procedimientos y conceptos” y también “entre representaciones
de un mismo concepto” (De la Fuente, Deulofeu y Rowland, 2016).

e Contingencia o conocimiento en interaccion en el aula, es decir, la capacidad del profesor para
pensar sobre la marcha y responder a las intervenciones de los alumnos durante un episodio de
clase. Esta categoria se manifiesta en los acontecimientos de la clase que no han sido
planificados previamente por el profesor o que se desvian de la planificacion hecha por el
profesor para la clase. Las posibles actuaciones del profesor cuando se presenta una situacion
contingente van desde desviarse de lo que tenia programado cuando la contribucion
inesperada de un alumno pueda resultar particularmente beneficiosa a dicho alumno y a la
mayoria de la clase, o pueda implicar una via de investigacion productiva, hasta la no
consideracion de la intervencion, pasando por diversos caminos intermedios.

Estas categorias seran concretadas sobre la tematica de proporcionalidad en el apartado 3 al
describir la elaboracion del instrumento para analizar la practica en el aula.

Caracterizar lo que se le pide saber al profesor de Matematicas de Primaria y de Secundaria
sobre proporcionalidad supone analizar los factores que intervienen en el razonamiento multiplicativo
y en la proporcionalidad: concepto, situaciones en las que puede aplicarse, modelos tanto informales
como formales de razonamiento proporcional (incremento gradual aditivo, reduccién a la unidad o
regla de tres) y dificultades en el aprendizaje de la proporcionalidad. Para ello hemos utilizado como
referencia fundamental a Susan Lamon (2007), que realiz6 un estudio longitudinal con alumnos de 8 a
12 afios, partiendo del concepto de fraccién y de las diferentes interpretaciones del nimero racional —
parte-de-un-todo, cociente, medida, razén y operador- para abordar después las cuestiones de
proporcionalidad: entender la proporcionalidad como una relacién de doble sentido, situaciones en las
que puede aplicarse, la excesiva dependencia de la regla de tres, la técnica de reduccion a la unidad, la
proporcionalidad como funcidn lineal y la confusion entre funcion lineal y funcion afin.
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Entre las maltiples dificultades que pueden presentar los problemas de proporcion, se
encuentran: el contexto en el que se presentan las proporciones (Tourniaire, 1983, 1986); lo
familiarizados 0 no que estén los alumnos con el uso de las proporciones en un contexto dado
(Tourniaire, 1983); saber encontrar el valor-incognita que falta en una proporcion en relacion a otras 3
cantidades y el uso excesivo de la proporcionalidad para resolver los problemas de valor incognita
(Van Dooren, De Bock, Evers y Verschaffel, 2009); el contexto en el que se presenta un problema
(Lamon 2006); saber si un determinado problema tiene que ver con cantidades discretas o continuas
(Behr y otros, 1983; Pulos, Karplus y Stage, 1981); la presencia de razones internas/externas enteras o
no (Van Dooren y otros, 2009) y la presencia de razones de la unidad, concretamente 1:2 (Hart, 1984,
1988; Karplus y otros, 1983; Noelting, 1980a, 1980b).

También hemos considerado referencias sobre investigaciones centradas en alumnos o futuros
profesores. Varios estudios sobre el desarrollo del razonamiento proporcional (Singer, Kohn y
Resnick, 1997) avalan que los nifios son capaces de hacer juicios sobre relaciones proporcionales antes
de ir a la escuela. Estos juicios se relacionan con un razonamiento intuitivo que es producto de su
experiencia personal. Un estudio (Van Dooren, De Bock, y Verschaffel, 2010) con alumnos de 8 a 11
afios muestra como se produce una evoluciéon desde la aplicacién de estrategias aditivas en los
primeros afios de la Educacion Primaria, a la utilizacion de estrategias de proporcionalidad en los
ultimos afios, pasando por un estadio intermedio en el que se aplican métodos aditivos a problemas de
proporcionalidad y estrategias de proporcionalidad a problemas aditivos, dependiendo de si las
razones que aparecen en los problemas son enteras o no. Otro estudio (Fernandez, y Llinares, 2012)
con alumnos de Educacién Primaria y Secundaria identifica cinco perfiles de comportamiento de los
estudiantes cuando estos resuelven problemas aditivos y proporcionales y como varian estos perfiles
desde la Educacion Primaria a la Secundaria. Se muestra que un mayor nivel de éxito en los problemas
proporcionales no evidencia el desarrollo del razonamiento proporcional al incrementarse también las
respuestas proporcionales en los problemas aditivos. Por otra parte, otras investigaciones indican que
los estudiantes para maestro tienen dificultades para interpretar las respuestas de los alumnos de
Primaria cuando resuelven tareas relacionadas con el razonamiento proporcional (Balderas, Block, y
Guerra, 2014).

Finalmente, a partir del KQ y de los factores gue intervienen en la proporcionalidad construimos
un instrumento para poder realizar el analisis de la actividad docente en el aula.

3. Metodologia

La metodologia utilizada es de tipo cualitativo y se centra en el estudio de casos. Entendemos
que la practica docente debe estudiarse analizando la realidad del aula y los estudios relevantes de los
que disponemos sobre esta tematica son asimismo cualitativos, como los que ha realizado Rowland
(2005 y 2008). La investigacion se ha contextualizado en alumnos que fueron observados y grabados
en 6.°P y en el 1.°ESO en dos centros educativos publicos distintos (uno de Primaria y uno de
Secundaria), obteniendo los datos para nuestra investigacion a partir de la videograbacion en el aula de
todas las clases (8 de 6.°P y 8 del 1.°ESQ) que se ocuparon de la tematica de la proporcionalidad en
dos cursos sucesivos, 2010-11 y 2011-12. La realizacion de las grabaciones de aula fue posible gracias
al proyecto de investigacion Factores de influencia en la discontinuidad del aprendizaje matematico
entre Primaria y Secundaria (EDU 2009-07298) y a un convenio con el Consorci d’Educacié de la
ciudad de Barcelona. Este ha sido un contexto adecuado para estudiar satisfactoriamente la préactica
docente -tanto del profesor de Primaria, de formacion generalista, como del profesor de Secundaria, de
formacion especialista-, ademas de estudiar la transicion de etapa de Primaria a Secundaria.
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Una vez recogidos los datos, se transcribieron todas las clases de proporcionalidad
subdividiéndolas en episodios segun el contenido desarrollado. De los 48 episodios identificados, 15
son de 6.°P y 33 del 1.°ESO. Esta desproporcion en el nimero de episodios se debe a que el niGmero de
horas de clase en Secundaria dedicadas a la proporcionalidad fue considerablemente mayor al nimero
de horas en Primaria. El criterio para delimitar un episodio ha sido el contenido desarrollado en el
mismo, es decir, si hay un cambio de contenido de proporcionalidad, si se trabaja un contenido o un
concepto, si se trabajan ejemplos sobre un concepto, si se explica una técnica, si se ponen ejemplos de
una técnica o si se relaciona una técnica con un concepto.

Para hacer un analisis de la practica docente vimos que no era necesario considerar todos los
episodios, sino aquellos que ademas de referirse tanto a conceptos como a técnicas, ofrecian enfoques
diferentes, en algin sentido, por parte del profesor. Elegimos los tres pares de episodios que se
revelaban mas ricos para hacer un analisis de la practica docente, a saber, aquellos que abordaban la
introduccion de la técnica de reduccion a la unidad y en los que se introducia el concepto de
proporcionalidad, pues en dichos episodios se construia de manera mas evidente el concepto, se
explicaba una técnica como la de reduccién a la unidad y se relacionaba la técnica con el concepto.

Una vez centramos el analisis de la actividad docente en el aula en estos episodios, elaboramos
un instrumento para realizar dicho anlisis. Para ello, construimos una lista de indicadores a partir del
marco tedrico de referencia y de acuerdo con el modelo de las categorias de Rowland (2008).
Elegimos este modelo porque es especialmente adecuado para el analisis de la practica docente en el
aula. Esta lista de indicadores ha sido el instrumento que hemos utilizado para hacer el andlisis de
dicha préctica.

3.1. Construccidn de la lista de indicadores

Para construir una lista de indicadores que nos sirvieran para analizar cualquier episodio de
clase sobre proporcionalidad, en primer lugar, elaboramos, a partir del marco teérico de referencia,
una lista de contenidos (tabla 1) relacionados con el conocimiento del profesorado que concretasen los
factores que intervienen en el contenido matematico de proporcionalidad y que nos sirvieran para
analizar los episodios de clase referentes a la reduccion de la unidad.

N° | CONCEPTOS y/o PROCEDIMIENTOS

a Proporcionalidad

a.l | Proporcionalidad directa

a.2 | Proporcionalidad inversa

Relaciones afines

c Representaciones de situaciones de proporcionalidad

c.l | Tabular

c.2 | Grafica

c.3 | Algebraica

c.4 Homotética

d Procedimientos

d.1l Informal

d.2 Reduccion a la unidad

d.3 | Reglade3

d.4 | Incremento gradual aditivo [f(x+y)=f(x)+f(y)]

d.5 | Incremento gradual multiplicativo [f{Ax)= Af(x)]

e Razdn de proporcionalidad k=y/x
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e.l | Razon de proporcionalidad mayor que la unidad

e.1.1 | Razon de proporcionalidad entera

e.1.2 | Razon de proporcionalidad no entera

e.2 | Razon de proporcionalidad menor que la unidad

f Razdn escalar xz2/xi1=y2/ly1

f.1 | Razdn escalar mayor que la unidad

f.1.1 | Razon escalar entera

f.1.2 | Razon escalar no entera

f.2 | Razon escalar menor que la unidad

REPRESENTACIONES y/o CONTEXTOS

g Representaciones de niUmeros racionales: fraccion, decimal y porcentaje

g.1 | Fraccion como parte de un todo [3/4 es tomar 3 de las 4 partes en que puede dividirse la
unidad]

g.2 | Fraccion como medida [3/4 es medir 3 unidades de %]

g.3 | Fraccion como operador [3/4 es multiplicar por 3 y dividir el resultado por 4]

g.4 | Fraccion como cociente [3/4 es lo que recibe cada uno cuando 4 personas se reparten 3
unidades]

g.5 | Fraccion como razén [3/4 como relacion que compara “3 de A con 4 de B”]

h Ejemplos

h.1 | Ejemplo que introduce un concepto

h.2 | Ejemplo que muestra la aplicacidén de un procedimiento o una técnica

h.3 | Ejemplo que muestra distintos procedimientos pero poniendo énfasis en uno de ellos

h.4 | Ejemplo que repite un procedimiento o técnica

h.5 | Ejemplo que muestra los detalles o peculiaridades

h.6 | Ejemplo que muestra un concepto mas a fondo

h.7 | Contraejemplo

Tabla 1: Contenidos

Este listado de contenidos nos permitié clasificar los episodios desde el punto de vista del
contenido matematico de proporcionalidad, relacionando los contenidos que aparecian en cada
episodio y viceversa, y asi detectar los episodios mas ricos y complejos con respecto al concepto,
procedimiento, representacion o ejemplo sobre proporcionalidad que se trabajase y que pudiesen
resultar mas interesantes para el analisis de la practica docente. Elegimos tres pares de episodios para
el andlisis.

A partir del andlisis de las acciones que hace la profesora del 1.°ESO en un episodio sobre
introduccion a la técnica de reduccion a la unidad, viendo por ejemplo lo que sorprende, en positivo, lo
que validan las respuestas de los alumnos, construimos una lista de indicadores para la practica del
profesorado a partir del modelo de las cuatro categorias de Rowland (Fundamento-Transformacion-
Conexidn-Contingencia), considerandolas desde el punto de vista del contenido matematico de
proporcionalidad. Afladimos una quinta categoria, que titulamos General, donde listamos una serie de
indicadores no dependientes del contenido y que pueden aparecer en cualquier episodio de una clase
de Matematicas, independientemente de la tematica, pero que no se pueden catalogar dentro de las
cuatro categorias especificadas. Entendemos que esta categoria recoge una serie de indicadores que no
estan relacionados directamente con el contenido de proporcionalidad, ni con los procedimientos, ni
con las situaciones de contingencia.
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Como resultado obtuvimos una lista final de 39 indicadores (11 para la categoria de
Fundamento, 11 para la de Transformacion, 7 para la de Conexidn, 4 para la de Contingencia y 6 para
la de General). A continuacion explicitamos las caracteristicas mas relevantes de cada categoria, el
contenido de cada indicador y la inclusion de cada uno de ellos en una u otra categoria, teniendo en
cuenta gue dichos indicadores corresponden a la teméatica de proporcionalidad.

3.1.1. Fundamento

De acuerdo con la definicion de esta categoria (apartado 2), al concretarla en el tema de
proporcionalidad, los 11 indicadores que consideramos son:

1.1.
1.2.
1.3.
14.
1.5.
1.6.
1.7.

1.8.
1.9.

Identificacion de las magnitudes

Asignacion de una medida a una magnitud

Caracteristicas de las magnitudes (discreta, continua)

Utilizacion del incremento gradual aditivo [f(x+y)=f(x)+f(y)]

Utilizacion del incremento gradual multiplicativo [f(kx)=kf(x)]

Explicitacion del procedimiento de reduccion a la unidad

Trabajo de la relacion de proporcionalidad entre pares de valores de las dos magnitudes y
la relacién entre pares de valores de la misma magnitud: la razén de proporcionalidad
k=y/x y la razén escalar x2/xi=y/yi.

Tipo de razon de proporcionalidad k=y/x (entera 0 no, mayor o menor que la unidad).
Tipo de razon escalar x2/x1= y./y1 (entera 0 ho, mayor o menor gue la unidad)

1.10.Explicitacién de la razon dada por el problema (k=y/x 0 Xao/X1=Ya/y1).
1.11.Explicitacién de la constante de proporcionalidad obtenida al hacer la reduccién a la

unidad para obtener la funcién de proporcionalidad.

3.1.2. Transformacion

De acuerdo con la definicion de esta categoria, al concretarla en el tema de proporcionalidad,
los 11 indicadores que consideramos son:

2.1.
2.2.
2.3.
24.
2.5.
2.6.
2.7.
2.8.

2.9.

2.10.

2.11.

Explicitacion de gue se va a ensefiar una técnica para aquellos casos en que la razén de
proporcionalidad k=y/x no sea entera

Explicitacion que permite diferenciar una técnica de un concepto

Uso de una representacién de la situacién del problema mediante dibujos o esquemas

Uso de un dibujo o esquema para construir un modelo

Asignacidn de un valor concreto a la representacion en tabla de valores

Eleccion de ejemplo introductorio a la reduccion a la unidad a nivel de visualizacién
gréafica

Eleccion de ejemplo introductorio a la reduccién a la unidad a nivel de razén de
proporcionalidad k=y/x

Eleccion de ejemplo introductorio a la reduccién a la unidad utilizando un contexto
adecuado

Uso que se hace de los ejemplos para conducir al alumno a descubrir la razén de
proporcionalidad k=y/x

Uso que se hace de los ejemplos para conducir al alumno a aplicar la técnica de la
reduccion a la unidad

Uso que se hace de los ejemplos para conducir al alumno a descubrir la funcion lineal
y=kx
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3.1.3. Conexidén

De acuerdo con la definicion de esta categoria, al concretarla en el tema de proporcionalidad,
los 7 indicadores que consideramos son:

3.1. Relaciony comparacion de la técnica de reduccion a la unidad con otras técnicas como la
regla de 3 y la técnica basada en la propiedad fundamental de las proporciones.

3.2. Enfasis en el descubrimiento de un modelo dentro del problema y blsqueda por parte de
los alumnos de dicho modelo dentro del problema

3.3. Enfasis en la relacion entre la razon de proporcionalidad k=y/x y la técnica de reduccion a
la unidad

3.4. Enfasis en la relacion entre la razon de proporcionalidad k=y/x y la funcion lineal y=kx

3.5. Enfasis en la relacion entre la técnica de reduccion a la unidad y la funcion lineal y=kx

3.6. Vision del horizonte matematico hacia adelante: la proporcionalidad como modelo de
funcién

3.7.  Vision del horizonte matematico hacia atras: modelos aditivos y multiplicativos

3.1.4. Contingencia

De acuerdo con la definicion de esta categoria, al concretarla en el tema de proporcionalidad,
los 4 indicadores que consideramos son:

4.1,  Gestidn de intervenciones en las que el alumno utiliza métodos aritméticos informales

4.2.  Gestién de intervenciones en las que el alumno generaliza la razén de proporcionalidad
k=y/x a partir de un caso concreto

4.3.  Gestion de intervenciones en las que el alumno utiliza la razén de proporcionalidad
inversa k’=x/y

4.4,  Gestion de intervenciones en las que el alumno utiliza la razén escalar xa/X1=y»/y: entre
pares de valores de la misma magnitud

3.1.5. General

De acuerdo con la definicion de esta categoria, al concretarla en el tema de proporcionalidad,
los 6 indicadores que consideramos son:

Explicitacion de los objetivos marcados para la clase

5.1. Claridad en el camino a seguir para llegar al objetivo

5.2. Generacion por parte del profesor de una situacion de aula interactiva

5.3. Explicitacion reiterada de lo que se hace

5.4. Discusion activa del problema en la pizarra, escribiendo explicita y continuamente
5.5. Recapitulacion del trabajo de los alumnos en relacion con los objetivos de la clase

4. Andlisis de los datos y resultados

Con esta lista de indicadores hemos analizado y comparado, desde el punto de vista del
profesor, tres pares de episodios de clase de 6.°P y del 1.°ESO extraidos de las dos primeras clases de
proporcionalidad. Dicho anélisis y comparacion corresponde a una investigacion mas extensa (Torres,
2015) en la que se enmarca el estudio presentado en este articulo, tal como dijimos al comienzo del
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apartado 2. La seleccién de los episodios para analizar y comparar se ha realizado en funcién de cémo
el profesor construye el concepto de proporcionalidad, de cdmo explica una técnica como la de
reduccion a la unidad y de como relaciona la técnica con el concepto de proporcionalidad.

En dicho estudio (Torres, 2015) empezamos con los episodios sobre la introduccion de la
técnica de reduccion de la unidad ya que son mas ricos y complejos para analizar la practica docente
en el aula. En ellos se explica una técnica y se relaciona la técnica con el concepto de
proporcionalidad. Asimismo entendemos que estos episodios son claves para detectar posibles
diferencias en los objetivos de la ensefianza de la proporcionalidad, puesto que marcan la diferencia
entre una ensefianza centrada en las técnicas para resolver ejercicios y problemas (como la regla de
tres), y una ensefilanza basada en la construccion de modelos (como el de la funcién de
proporcionalidad y=kx). Después comparamos los dos pares de episodios que se refieren a la
introduccion del concepto de proporcionalidad.

Para contextualizar nuestra eleccion en el orden de comparacion de los episodios, conviene
destacar que en cuanto a la introduccion del concepto de proporcionalidad, la manera de proceder de
uno y otro profesor son bien diferentes. En primer lugar, difieren en las definiciones de
proporcionalidad que ofrecen a los alumnos; en segundo lugar, se diferencian también en el momento
en que dan la definicion; y en tercer lugar, observamos secuenciaciones de las dos primeras clases de
proporcionalidad, las que corresponden a la introduccion del concepto de proporcionalidad y de la
técnica de reduccion a la unidad, bien diferentes. En el caso del profesor de Primaria, quiere
desarrollar una técnica, por lo que su secuencia de clase es partir de la definicion de proporcionalidad
para desarrollar posteriormente la técnica de reduccion a la unidad. En el caso de la profesora de
Secundaria, quiere “modelizar” la proporcionalidad y de ahi que su secuencia de clase sea partir de un
ejemplo y llegar a la definicion de proporcionalidad. Después introduce la reduccién a la unidad con
el objetivo de llegar a la funcién de proporcionalidad. EI hecho de programar secuenciaciones bien
distintas puede deberse a que uno u otro profesor tenga en mente modelos de ensefianza bien
diferentes.

Nos planteamos explicar en este trabajo las consecuencias que la construccion del concepto de
proporcionalidad, segin la manera de ensefiar de uno u otro profesor, tiene en el aprendizaje de una
alumna concreta. Por lo que vamos a realizar un estudio de caso centrado en una alumna, Ainoa, a
partir de sus intervenciones en 5 de los 6 episodios de clase correspondientes a la introduccion del
concepto de proporcionalidad y a la técnica de reduccidn a la unidad, tanto en 6.°P como en el 1.°ESO
(se omite el episodio donde no interviene la alumna). Este seguimiento particular nos permite
contextualizar la transicién de Primaria a Secundaria, en primer lugar, en una temética concreta como
la de proporcionalidad, concepto fundamental para la transicion de etapa; y en segundo lugar, en dos
profesores concretos y bien diferentes, con interacciones distintas en el aula, que pueden provocar
diferencias notables en el aprendizaje de una alumna como Ainoa.

Creemos que es importante seguir a un estudiante particular para mostrar que el aprendizaje por
parte del alumno no se produce en un dia. Y hemos elegido a esta alumna, Ainoa, porque es un
ejemplo de trayectoria de aprendizaje mediada por los dos profesores que tuvo, de modo que la
imagen inicial que ofrece dicha alumna en 6.°P, con dificultades para entender el concepto de
proporcionalidad y la técnica de reduccién a la unidad, cambia en el 1.°ESO al tener un profesor
distinto al que habia tenido en 6.°P.

Sociedad Canaria Isaac I>I(_awton Vol. 99 + noviembre de 2018 | 113
de Profesores de Matematicas



La ensefianza y el aprendizaje de la proporcionalidad en el paso de la Educacién Primaria a la

Secundaria: el caso de Ainoa.
E. Torres Martin y J. Deulofeu Piquet

4.1. Intervenciones de Ainoa en Sexto de Primaria

Nos proponemos remarcar en cada intervencion de Ainoa, cuél es el indicador involucrado de
nuestra lista y cual es la respuesta del profesor a la intervencion de la alumna. Para ello, recogeremos
en un cuadro cada intervencion de Ainoa de un episodio concreto asi como las respuestas del profesor
a la misma. A veces hemos intercalado intervenciones de otros alumnos si nos han parecido
pertinentes para contextualizar mejor la intervencion de la alumna.

Sefialaremos, siempre que sea posible, el nimero del indicador (entre corchetes) con el que se
relaciona la intervencion. Recordemos que los indicadores estan pensados para analizar las acciones
del profesor. En las intervenciones que reflejan errores de la alumna, sefialaremos asimismo el
indicador con el que tendria relacion la intervencién. Finalmente afiadiremos una explicacion después
de cada intervencion.

Conviene aclarar que los indicadores correspondientes a la categoria General no se sefialan en
las intervenciones puesto que haria falta transcribir el episodio completo para poder valorar la
existencia o no de esos indicadores. Se hara un comentario al respecto, sobre cada profesor, al final del
analisis.

Contextualizacién episodio 1. El profesor introduce el concepto de proporcionalidad con la
definicion: “la proporcionalidad es una relacion entre magnitudes mesurables”, para a continuacion
proponer a los alumnos resolver el siguiente problema: “si 2 barras de pan cuestan 1,80€, ;cuanto
costaran 4 barras de pan? ’[1.7; 1.8; 1.9; 2.7 y 2.8]. Después de resolver este problema, ofrece una
segunda definicion de proporcionalidad: ‘“dos magnitudes son proporcionales si aumentan o
disminuyen de la misma forma”.

Intervencion 1

Interviniente Dialogo
Ainoa Viceng, yo haria 1,80 por 2
Profesor 1,80 por 2 ;Por qué?
Ainoa Como 2 barras valen 1,80 y son 2 barras mas
Profesor Lo que haria Ainoa: 1,80 por 2 [1.5]. Muy bien. ;/Se podria hacer otra cosa?

Alumno 1 El doble

Alumno 2 Se podria sumar 1,80 y 1,80.

Profesor Se podrian sumar [1.4].
Ainoa Que son 3,60.
Profesor Que son 3,60. ;Y se podria hacer otra cosa? ;Qué?
Alumno 2 180 dividido entre 2 que da el precio de una, por 4.
Muy bien también. 1,80 dividido entre 2 y el resultado multiplicado por 4,
Profesor has dicho. ¢Veis? Cada uno lo haria de diferentes formas [1,80x2;

1,80+1,80; (1,80:2)x4] [1.5; 1.4 y 3.2].

Ainoa responde “yo haria 1,80 por 2” utilizando el incremento gradual multiplicativo. El
profesor refuerza la intervencion al concordar con el objetivo marcado para la clase: dos magnitudes
son proporcionales si la razon escalar x2/x1=y./y: se mantiene. Si la razon x./x.es 2, para encontrar el
valor de y- en la tabla de proporcionalidad hay que multiplicar y; por 2.
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Intervencion 2

Interviniente Dialogo
Ainoa iVicenc!, una barra vale 90 céntimos. [1.6]
Profesor Por tanto, si ya sabemos lo que valen 4 barras, ¢cuanto costarian?

Ainoa reduce a la unidad al afirmar que “una barra vale 90 céntimos”. El profesor no recoge
esta informacion aunque podria haberla aprovechado para guiar a los alumnos a encontrar que 4 barras
costaran 0,90x4=3,60, introduciendo la reduccion a la unidad. Esto puede deberse a que al profesor no
le interese introducirla ahora para resolver el problema, ya que es la primera clase de
proporcionalidad, y su objetivo es que los alumnos tengan un criterio para saber si dos magnitudes son
proporcionales utilizando la razén escalar.

Intervencion 3

Interviniente Dialogo

A ver, me tenéis qué decir por qué son proporcionales estas dos magnitudes,

Profesor i ) .
{por qué son proporcionales?

Ainoa Porque son dobles

Porgue son dobles. Este concepto lo habéis visto muy bien [4.4]. Hacemos
otra para que lo veais. Tengo mas convidados... Pues ponemos 6. Venga

Profesor va: 6. ;Sabemos también el...? [sefala el lugar de la tabla donde toca el
precio de 6 barras]
Ainoa Si. 3,60 por 2
Profesor ¢Y qué daria?

A la pregunta del profesor de por qué las dos magnitudes son proporcionales, Ainoa contesta
porque son dobles. El profesor refuerza esta intervencion: cuando doblas el valor de una de las
magnitudes, se dobla el valor correspondiente de la otra magnitud en la tabla. Entonces pregunta
cuanto costaran 6 barras de pan y Ainoa, que ha visto que son 2 mas (6=4+2), comete el error de
“doblar” el valor correspondiente a 4 barras de pan y contesta 3,60 por 2. El profesor no la saca del
error y atiende otras intervenciones que van en la linea de ver que ahora la razon escalares 3.

Intervencion 4

Interviniente Dialogo
Ainoa Pues yo tengo otro.
Profesor Se pueden hacer muchas cosas.
Ainoa 1,80 por 6, no por 4
(Por qué? No... Por 6 no, porque aqui son 2 [4.4] [sefiala casilla 21 de la
Profesor ,
tabla, donde esté el 2]

Para encontrar cuanto costaran 6 barras, Ainoa propone multiplicar 1,80 (lo que cuestan 2
barras) por 6. Inmediatamente rectifica y dice que por 4, pensando en el doble del doble, como si
siempre hubiera que utilizar dobles. La alumna utiliza erréneamente la razén escalar. En este caso, el
profesor la saca de su error haciéndole ver que X2/x1=3 y no 2.
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Intervencion 5
Interviniente Dialogo
Por tanto, hemos visto que, incluso Ainoa ha pensado que 1 barra de pan...
(cuanto vale 1 barra de pan? Aqui no esta la unidad. (Cémo lo sabemos?
[1.6y2.9]

Profesor Habéis dicho que 2 valen 1,80, que valen 3,60 [sefiala las 4 barras] porque
alguien ha dicho que es el doble, el doble sera 3,60 [1.8 y 1.9]; después
habéis dicho que es el triple, si ponemos 6 ¢si 0 no? y ella ha dicho que de
1, ¢cuénto has dicho que vale 1 barra de pan?... 90 céntimos. Pero ;cémo lo
sabemos esto? [1.6 y 1.10]

Ainoa 180 entre 2
Profesor 90 entre 2 ;Qué quiere decir esto? ;Qué concepto es este?
Ainoa Pues la division

Pero ¢qué seria? Si esto es el doble [sefiala las casillas donde estan el 2 y el
4], después tengo el triple [senala las casillas 2 y 6]... ;Qué seria?

Ainoa Ell

Si ta divides 1,80 entre 2, te dara la unidad que tu has dicho ¢no? 90. ;Esto
quées? [1.6y 3.2]

Ainoa Una unidad. La unidad.

Si, esto es lo que vale una barra de pan. Pero ¢qué es siempre que dividimos
entre 2? ;Qué hacemos?

Profesor

Profesor

Profesor

El profesor destaca que Ainoa ha visto que 1 barra de pan vale 90 céntimos y pregunta a la clase
cdémo se ha llegado a este resultado si en la tabla no sale esta relacion. Para ello recapitula todas las
razones escalares que han aparecido porque quiere que los alumnos vean gue la razén escalar ahora es
Y. Ainoa responde que se llega a que 1 barra de pan vale 90 céntimos dividiendo 1,80 entre 2. El
profesor pregunta qué concepto es este (por la intervencidn 4 sabemos que tiene en mente el concepto
de la mitad, después de trabajar el doble y el triple) y Ainoa le responde “la division”, “el 17, “una
unidad”, “la unidad”. El profesor no aprovecha estas intervenciones para introducir la reduccion a la
unidad, como ya sucedi6 en la intervencién 2. Su objetivo sigue siendo que los alumnos tengan un
criterio para encontrar un valor en una tabla de proporcionalidad cuando la razon escalar sea 2, 3 6 %.

Contextualizacion episodio 2. A partir de la definicién de la proporcionalidad como una
relacién entre magnitudes mesurables, los alumnos tienen que inventar dos problemas. El primero en
el que las dos magnitudes sean proporcionales y el segundo en el que las dos magnitudes no sean
proporcionales. Tienen que justificar en cada caso por qué las magnitudes son 0 no proporcionales.
El profesor propone en la pizarra pares de magnitudes -peso y precio, tiempo y volumen, edad y peso,
tiempo y nimero de espectadores-, para que los alumnos escojan las que quieran.

Intervencion 6

Interviniente Dialogo
Veamos el de Ainoa, ¢cual vas a hacer? ¢El de magnitudes proporcionales o
Profesor no?
Ainoa Tiempo y volumen
Tiempo y volumen [1.1]. Venga lo haremos muy bien. Ella ha cogido las
Profesor magnitudes el tiempo y el volumen. El volumen ;en qué? [1.2] [Mientras la
alumna, Ainoa, escribe en la pizarra en forma de tabla su problema].
Ainoa En litros
Profesor En litros, muy bien. ;Y el tiempo?
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Ainoa Horas
En horas [1.2], muy bien
Profesor A ver. Venga, pero lee el problema, sino no sabemos de qué va. [La alumna
esta escribiendo en la pizarra la tabla, con las magnitudes y las unidades]
[2.5]
Ainoa Tengo una piscina y la quiero llenar y abro un grifo...
Profesor ¢ Y qué pasa? Pero ;cuanto tiempo?
Ainoa Pues eso es lo que voy a ver. [La alumna escribe 1hy 1001.]
Lleno la piscina durante 1hy en 1h la piscina llena 1001 ;no?
Profesor Ella dice que en esta piscina, ella tiene el grifo funcionando durante 1hy en
1h deja 100I, esta bien el problema.
Alumno 1 [Pero cuantos litros] caben en la piscina
Alumno 2 No se sabe
Ainoa [Escribe 2h y 2001, 3h y 3001, mientras el profesor habla]
Profesor En 2h, te llena 2001 y en 3h, 3001 [4.4]
Ainoa Es proporcional.
¢Es proporcional el tiempo y el volumen?
Profesor
... el resultado es directo... venga, ¢como sabes que son 200I?
. Porque esto es el doble [escribe al lado de 2h, doble] y esto es el triple
Ainoa - .
[escribe al lado de 3h, triple]
Profesor Muy bien. Ya vemos que aqui tenemos el concepto de doble y de ...
Alumno Triple
Triple... siempre y cuando lo que decis vosotros, caiga la misma cantidad de
Profesor agua, porque si no, estas magnitudes dificilmente pueden ser
proporcionales, el tiempo y el volumen ¢eh?

Ainoa utiliza las magnitudes de “tiempo y volumen” para poner su ejemplo de magnitudes
proporcionales: “tengo una piscina, la quiero llenar y abro un grifo”. Identifica bien las unidades de
medida de las magnitudes: horas y litros. Utiliza la tabla de valores para poner los datos de su ejemplo:
en una piscina en 1 hora entran 100 litros; en 2 horas, 200; y en 3 horas 300 litros. Y cuando el
profesor le pregunta cémo sabe gque son 200 litros, responde que como 2 es el doble de 1, pues a la
derecha de la tabla “toca” poner un 200. Es decir, como la razon X»/x1 €S 2, la razén y./y, también tiene
que ser 2. Ainoa utiliza en su problema una razén de proporcionalidad k=y/x=100, mayor que la
unidad y “facil”. Ademas, el primer dato que ofrece la alumna, a partir del cual escribe los restantes, es
el que corresponde a la unidad: en 1h, 100 litros. El profesor sefiala que las dos magnitudes tiempo y
volumen son proporcionales, siempre y cuando, “caiga la misma cantidad de agua”, esto es,
suponiendo que el caudal de agua del grifo, la razén volumen/unidad de tiempo, es constante.

Intervencion 7
Dialogo
[Ahora se pasa al 2.° problema propuesto por Ainoa]

Interviniente

Ainoa Tiempo y n° de espectadores [1.1]
Profesor A ver como lo haces. Tiempoy ...
Alumno Cantidad

Y cantidad...
Profesor
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N° de espectadores, ¢vale? Tu pon tu problema y lee el problema porque si
no, no sabemos de qué va.

[Discusion entre profesor y alumnos porque Ainoa ha hecho el problema
con otra alumna pero usando magnitudes diferentes en el mismo problema].
En un cine entran en 1h, 100... en 2h, 200 y en 3h, 300 [Lo escribe en la

Ainoa tabla de la pizarra] [2.5]
Profesor Pero Si... No, a ver Ainoa, era un problema proporcional y otro no
proporcional.
Ainoa Este no es proporcional
Profesor ¢Por qué?
Ainoa Porque...
Profesor Es proporcional ;no? Yo veo aqui...
Ainoa Pero si no me dejais hablar pues no sabéis por qué no es proporcional.
Profesor Venga, a ver, por qué no.
Aj Porque en 1h entran 100 personas pero a lo mejor en 2h salen unas personas
inoa
y no entran 200.
iPero eso no lo explicas! No sabe la gente a qué hora tiene que entrar
Alumno
para...4h, 200.
... que tu pongas aqui el dato de 200... y poner otro dato.
Profesor

¢Vale? Con estos datos de aqui [los que Ainoa ha escrito en la pizarra] son
proporcionales.

Ainoa No.

Si. ¢Quién te ha dicho que no?... Conforme ella ha hecho aqui el problema,

Profesor . . .
este par de magnitudes si son proporcionales.
Ainoa Pero Viceng...
A ver, ¢son proporcionales estas 2 magnitudes?, ¢son proporcionales? [Lo
Profesor pregunta a la alumna con la que Ainoa ha pensado el problema]... Porque
tal como lo ha planteado Ainoa es...
Alumno Si son proporcionales.
iQué val... Que no... Pero eso es imposible, esto s no proporcional.

Ainoa . . )
[Sale la alumna que ha hecho el problema con Ainoa a explicar por qué no
son proporcionales estas 2 magnitudes]

Profesor Escuchemos venga... a ver lo que aporta.
Yo creo que lo que le ha pasado a Ainoa es que... quito este trozo [borra la
Alumna parte de la tabla de 3h] en 2h pues es [200 personas] aproximadamente [lo
escribe al lado del 200]
Profesor ¢TU lo has hecho asi?
Alumna Si, claro. Porque... y la solucion, es que aproximadamente entran 200,

porgue puede ser gue haya de menos o de mas.

Ainoa Pues eso es lo que explicaba yo.

T lo has puesto como si fijaras aqui operaciones y eso [sefiala a la parte de
la tabla donde esta el 200 escrito].

Ainoa Que no.

Vale. Entonces...

Alumna

Profesor Escucha [a Ainoa] que lo ha explicado muy bien. En 1h entran 100

personas. En 2h, ¢cuéntas entrarian? jAh! Por tanto, ;se puede predecir?

118 Vol. 99 * noviembre de 2018 NUMEROS



La ensefianza y el aprendizaje de la proporcionalidad en el paso de la Educacién Primaria a la
Secundaria: el caso de Ainoa.
E. Torres Martin y J. Deulofeu Piquet

Alumna Pues 200 aproximadamente si va al mismo ritmo, porque si va diferente...

Profesor No, no se puede predecir... (;Alguien ha hecho algun ejemplo mas claro de
magnitudes que no sean proporcionales?

Alumna Para mi si.

Ainoa elige las magnitudes de “tiempo y ntimero de espectadores” para poner su ejemplo de
magnitudes no proporcionales. Utiliza la tabla de valores para poner los datos: en un cine entran en 1
hora, 100 personas; en 2 horas, 200 personas; y en 3 horas, 300 personas. El profesor le dice que con
esos datos las magnitudes son proporcionales. Ainoa insiste en que no lo son y para argumentarlo dice
que “en 1h entran 100 personas pero a lo mejor en 2h salen unas personas y no entran 200”. Es
significativo como la alumna ha puesto exactamente los mismos valores para las magnitudes que en el
problema de magnitudes proporcionales de tiempo y litros pero con la particularidad que cuando ha
escrito 200, ha dicho “aproximadamente” 200.

Contextualizacion episodio 3. Se propone a los alumnos resolver el siguiente problema: “para
hacer un sorbete de limdn se tienen que mezclar 3 limones y 6 cucharadas de azlcar. ¢Cuantas
cucharadas de azUcar se tienen que mezclar con 5 limones? ” [1.7; 1.8; 1.9; 2.7 y 2.8].

Intervencion 8

Interviniente Dialogo

Siempre que tengamos dos numeros [sefiala el 3 y el 5] que no tengan
relacién, ni el doble ni la mitad ni el triple, reducimos a la unidad [1.6].
Imaginate que te preguntan aqui el 7, y el 3 'y el 7 tampoco tienen relacién,
reducimos a la unidad. Reducimos a la unidad y sabemos que si de 3 es 6,
de 1 es el 2 ¢no? ¢Qué pasa? Ya tenemos el 2 [1.8 y 1.9]. Ya sabemos que
con 1 limén son 2 cucharadas de azicar...

Ainoa No lo entiendo

Este concepto, ¢lo tenéis claro? de reducir a la unidad [1.6]. Es muy facil
¢no? Siempre que tengamos un problema de estos, y dicen que no tienen
relacién, no es el doble, ni la mitad, ni el triple [1.9], voy a reducir a la

Profesor

Profesor unidad.
Imaginad que aqui... ahora haré 2 problemas de reducir a la unidad.
Ainoa No lo entiendo aun
Profesor (...) Ahora veremos otro ejemplo ¢vale?
Ainoa No entiendo este
Profesor Este no lo entiendes, ;qué no entiendes?
Ainoa No. ¢Por qué ponemos un 2?
Profesor Mira Ainoa, entre el 3y el 6 ;hay relacion? [1.8].
Ainoa Si
Profesor Entre el 3y el 6 ;qué es?
Ainoa El doble
El doble. Pues si para 3 necesitamos 6 cucharadas, para 1, ¢nho
Profesor necesitaremos también el doble?... Si ;jno? Para 1... si para 3 necesitas el

doble de cucharadas que son 6, para 1 limén ;cuantas cucharadas
necesitaras? El doble, el doble de 1 ;cual es?

Ainoa 2

2, ¢si 0 n0?, ¢no lo entiendes? Pero ¢qué no entiendes? Si no me dices qué
no entiendes... no decir no lo entiendo y ya esta...

Ainoa ¢Por qué ponemos un 2?
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Se puede explicar de muchas formas.
A ver Ainoa, escucha, aqui ta tienes el problema, el problema no te lo
inventas tu, esto no lo tienes que saber porque el problema te da los datos
Profesor ¢si o no? Te dice que para hacer un §orbete_ de limén necesita§ 3’Iimone,s y 6
cucharadas de azlcar ¢si 0 no? Si tu lo quieres hacer con 1 limén, ;cuéntas
cucharadas de azlcar necesitaras?, ¢6 también? No porque tienes menos
limones ¢no? ¢Aqui no es el doble?, ;no necesitas para 3 limones el doble
de cucharadas?, pues para 1 limon necesitaras también el doble de
cucharadas, ¢cuantas?
Ainoa 2
Profesor 2. El doble de cucharadas.
Ainoa iAh! Vale
Profesor Y para 5 limones necesitaras el doble de cucharadas, ;son?
Ainoa 10
Profesor Aqui si.
Alumno Siempre necesitas el doble del nimero que tienes.
Ainoa A mi eso de dividir no...
Lo de dividir y multiplicar viene de la regla de 3. Este problema se puede
Profesor solucionar de esta forma, reduciendo a la unidad o con un regla de 3, que es
lo que vamos a ver ahora.

Ainoa no entiende que para 1 limén hagan falta dos cucharadas de azlcar. No entiende de dénde
sale el 2. Sin embargo, en el episodio 1 Ainoa habia reducido a la unidad viendo que 1 barra de pan
costaba 90 céntimos y en cambio, aqui no lo hace. El profesor intenta resolver la dificultad de la
alumna hasta que al final entiende de donde sale el 2, aunque no muy convencida pues dice “a mi eso
de dividir no”. Este problema del sorbete de limon presenta una dificultad y es que la razon de
proporcionalidad es 2 y esto puede generar cierta confusion con la razén escalar que también puede ser
2, como en el ejemplo de las barras de pan. La insistencia del profesoren los conceptos de doble, triple
0 mitad para explicar cuando dos magnitudes son proporcionales, ha provocado cierta confusién en
Ainoa.

4.2. Intervenciones de Ainoa en Primer curso de Secundaria
Seguimos la misma estructura utilizada en el analisis de los episodios de Sexto de Primaria.

Contextualizacién del episodio 4. La profesora plantea a los alumnos el siguiente problema:
“Si un coche hace con 10 litros de gasolina 1,2 vueltas al circuito de Montmelé ¢cuantas vueltas
puede dar al circuito con 120 litros? ” [1.7; 1.8; 1.9; 2.7 y 2.8]. A partir de este ejemplo introduce la
proporcionalidad como la relacion que se conserva a ambos lados: “el factor de cambio en un lado [n°
de vueltas] se respeta en el otro [n° de litros]”.

Intervencion 9
Interviniente Dialogo
Y ¢si pongo 12017...

Profesora ¢Cual ha sido el factor de paso de aqui [sefiala 101]...? Este es el enunciado.
Es que esta es la clave, por eso la he marcado. ¢(Cuél ha sido el factor de
paso de aqui [sefiala 101] hasta aqui abajo [sefiala los 120l], Farfan? ;Por
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cuanto he multiplicado el 10? [1.7 y 1.8]

Venga Ainoa.
Ainoa :14,47
P Si, si. Genial, si estd superbien. Tomas explicanos porque Ainoa ha dicho el
rofesora i . .
Gltimo resultado. Tu explicanos el proceso.
Alumno 1,2 por 120.
Tomas Pues haces, multiplicas por 1, por 12...
Profesora Genial, _10_ por 12, que es lo que pregurjtaba Farfan. Perfecto, hemos hecho
10 multiplicado por 12 y entonces... [sefiala la derecha de la tabla].
Tomas El 1,2 por 12.
Profesora El 1,2 por 12 que son 14,4,
Ainoa Yo lo he hecho de otra forma.
Profesora Venga Ainoa. jExplicanoslo!
. He hecho 50 que son 6 ¢no? Y como 120 es como 50 y 50, que son 100,
Ainoa .
entonces son 12 vueltas y solo tengo que sumar 2 veces el 1,2.
Profesora A ver, vuélvemelo a explicar
Ainoa O sea, que 50 son 6 vueltas ¢no? Y como es 120, yo he cogido el 100 y he
hecho 50 y 50, 12...
Profesora Muy bien.
Ainoa 14,4
Genial. Pinta bien. Ainoa lo que ha hecho, ha partido los 120, lo ha partido
Profesora en trocitos con los cuales ella se encontraba comoda [4.1]. Lo voy a explicar

un momento en la pizarra. Al final no utilizaremos esta técnica pero me
parece superingeniosa.

Ainoa encuentra el nimero de vueltas que corresponden a 120 litros de gasolina utilizando
métodos aritméticos informales: “he hecho 50 que son 6 ;no? Y como 120 es como 50 y 50, que son
100, entonces son 12 vueltas y so6lo tengo que sumar 2 veces el 1,2”. La profesora recoge la
intervencion de Ainoa y la explica para el resto de la clase: “Ainoa lo que ha hecho, ha partido los 120,
lo ha partido en trocitos con los cuales ella se encontraba comoda. Lo voy a explicar en la pizarra”.
Aunque la profesora tiene como objetivo el modelo de la funcidn lineal y=kx, refuerza la intervencion

de la alumna.

Contextualizacién episodio 5. La profesora plantea a los alumnos el siguiente problema: “Si 4
cajas de caramelos pesan 2 kilogramos, ¢ cuantos kilogramos pesaran 1, 3, 5, 6, 10, 15 y 20 cajas de
caramelos?” [1.7; 1.8; 1.9; 2.7y 2.8].

Intervencion 10

Interviniente

Dialogo

Laura La mitad de 2 y la mitad de 1 [se refiere a los kilogramos].
Profesora Ok, la mitad de 2 y la mitad de 2 que es ;Ainoa?
Ainoa 0,5
Profesora Si 0,5. Pero aqui vas y haces 4 cajas, perdon 2kg [2.4].
Ainoa iAh! Yo también lo he hecho asi.
2kg que reparto entre 4 cajas, ¢todos lo vemos? 2kg que reparto entre 4
Profesora cajas. Si hago 2 entre 4, el resultado es 0,5 [1.7]. (Ok todos? [Escribe a la

altura del 0,5 (=2:4)].
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Entonces de esta manera ya hemos rellenado que si tengo 1 caja, 0,5 [1.6 y
1,10]. [Escribe 1 y 0,5]. Y ahora completar la tabla es superfacil. Sigrid,
i2!...

Ainoa reduce a la unidad encontrando que 1 caja de caramelos pesa medio kilo y la profesora
recoge su intervencion para hacer ver a los alumnos que con la técnica de reducir a la unidad se puede
encontrar de una manera rapida cualquier valor de proporcionalidad de la tabla.

Intervencion 11

Interviniente Dialogo
Profesora i20!
Juanjo 10
Tomas 20 entre 2 es 10.

Lo que dice Tomas no estd mal. Tranquilos... Vamos a hablarlo todo. Lo
que dice Tomas no estd mal. Hombre si este 10 lo he multiplicado por 2,
pues este 5 lo multiplicaré por 2 [1.7 y 1.8]. A mi no me parece mal. Esto es
una de las cosas que vimos el otro dia. Pero Ainoa tiene otra idea quizas.
Gloria, yo tenia un truco... Pues si tu te das cuenta, todos los niimeros
Ainoa siempre es la mitad del namero de cajas. Entonces a 20, si es la mitad, son
10 [1.10].

Eso es lo que ha hecho Dani, creo recordar. Esta bien, es un buen truco ¢si?
Profesora Es un buen truco, esta bien pero hay otra cosa mas alla ahi escondida [3.2] .
Bianca venga.

Profesora

Ainoa explica que para saber cuanto pesan 20 cajas de caramelos, hay que dividir por dos y son
10 kilos: “si tu te das cuenta, todos los nimeros siempre es la mitad del nimero de cajas. Entonces a
20, si es la mitad, son 10”. La alumna utiliza que la razén de proporcionalidad es %%. La profesora
recoge la intervencion, afirma que es un buen método para encontrar la respuesta “pero que hay otra
cosa ahi escondida”, refiriéndose al modelo y=Kkx.

Conviene resaltar que todos los indicadores de la categoria General (excepto el 5.4) aparecen
tanto en los episodios de clase de 6.°P como en los de 1.°ESO, puesto que el profesor explicita los
objetivos marcados para la clase [5.1], es claro en el camino a seguir para llegar al objetivo [5.2],
genera una situacion de aula interactiva [5.3], promueve la discusién activa en la pizarra [5.5] y
recapitula el trabajo de los alumnos en relacion con los objetivos de la clase [5.6].

5. Discusién de resultados y conclusiones
Al caracterizar el aprendizaje de Ainoa en 6.°P, constatamos que:

e Entiende err6neamente el concepto de proporcionalidad, al asociar el concepto de
proporcionalidad al hecho de doblar o triplicar magnitudes. A partir del analisis de las
intervenciones de Ainoa hemos observado que cuando ella construye el concepto de
proporcionalidad a partir de una definicién como la dada por el profesor de Primaria que se
basa en el concepto de relacién (la proporcionalidad es una relacion entre magnitudes
mesurables), tiene dificultades para entender el concepto. Incluso aunque el profesor haya
intentado explicar con ejemplos a qué tipo de relacion se esta refiriendo (dos magnitudes son
proporcionales si aumentan o disminuyen de la misma forma), como los ejemplos que ha
puesto son esencialmente prototipicos (razones escalares 2, 3 ¢ %2), ha provocado que Ainoa
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identifique la proporcionalidad con doblar y triplicar magnitudes y esto le ha llevado a
asociar que si una funcion es creciente es de proporcionalidad.

e No entiende la proporcionalidad como una relacion de doble sentido. Por un lado, el
profesor de Primaria da a la palabra “relacion” el significado de “razon” pero sin concretar
mas, produciéndose un abuso del lenguaje. Por otro lado, cuanto mas prototipico es un
ejemplo (como en el caso del sorbete de limén), menos parece ayudar a construir el concepto
de proporcionalidad. Ainoa no llega a relacionar la razon de proporcionalidad entre las dos
variables y la razon escalar entre dos valores de la misma variable y esto podria deberse a
que en este ejemplo la razén de proporcionalidad entre las dos variables es 2, igual que la
razon escalar que el profesor utiliza para explicar la proporcionalidad, lo que no le permite a
Ainoa completar correctamente los valores en la tabla. EI ejemplo elegido para introducir la
técnica de reduccion a la unidad no ha resultado adecuado para que Ainoa pudiera
desarrollar dicha técnica.

e No establece puentes entre las técnicas de célculo de que al doble o al triple de una
magnitud le corresponde el doble o el triple de la otra, y la técnica de reduccion a la unidad.
El profesor de Primaria se plantea como objetivo que los alumnos aprendan dicha técnica
cuando tienen que completar una tabla de proporcionalidad que no resulta facil de completar
por “métodos informales”, sobreentendiendo por métodos informales, doblando, triplicando
o dividiendo por 2 la variable implicada. Para ello el profesor elige un ejemplo (el del
sorbete de limdn) que no sirve al objetivo planteado y Ainoa no entiende la técnica porque
tampoco ha entendido que la proporcionalidad es una relacion de doble sentido. El ejemplo
que elige el profesor es prototipico en cuanto a la razon entre las dos variables, que es 2, si
bien pide encontrar el valor en una tabla de proporcionalidad donde la razon escalar es
mayor que la unidad y no entera, lo que justificaria el uso de la técnica. El profesor de
Primaria, en la manera de proceder al introducir la técnica de reduccién a la unidad insiste
gue como entre los dos valores de la misma variable “no hay relaciéon” (pues dicha razon no
es ni 2, ni 3 ni ¥2), es necesaria una técnica. Ainoa no sélo no entiende que a un limoén le
correspondan 2 cucharadas de azucar, sino que tampoco ve ninguna relacion entre esta
técnica y el hecho de que en el problema de las barras de pan ella dedujera sin problemas lo
que costaba 1 barra de pan. Entendemos que la manera de proceder del profesor no provoca
el establecimiento de este tipo de relaciones, puesto que ni el mismo profesor se hizo eco de
la intervencion de Ainoa en su momento. El profesor de Primaria podia haberla aprovechado
para decir que lo que habia hecho Ainoa en el problema de las barras de pan era reducir a la
unidad y en que en la siguiente clase utilizarian este método para encontrar valores en una
tabla de proporcionalidad; o también podia recuperar la intervencion de Ainoa después de
introducir la técnica de reduccién a la unidad, relacionando los dos ejemplos, el de las barras
de pan y el del sorbete de limén.Ainoa no entiende como se reduce a la unidad en este
ejemplo (del sorbete de limén) y por tanto no es capaz de completar la tabla de
proporcionalidad. Ainoa no ha conectado el concepto con la técnica de reduccidn a la unidad
e incluso no sabe aplicar la técnica.

¢ No entiende la diferencia entre magnitudes proporcionales y no proporcionales. En efecto,
cuando la alumna al responder a una tarea del profesor de Primaria elige los ejemplos de
pares de magnitudes proporcionales y de pares de magnitudes no proporcionales, escoge
correctamente las magnitudes, si bien no elige convenientemente los valores numéricos que
debe poner en las tablas para mostrar la proporcionalidad en un caso y la no
proporcionalidad en el otro. Ainoa ha elegido las magnitudes de “tiempo y volumen” para
poner su ejemplo de magnitudes proporcionales y las magnitudes de “tiempo y niimero de
espectadores” para poner su ejemplo de magnitudes no proporcionales. En este tltimo caso,
ha elegido bien las magnitudes para poner el ejemplo pero cuando trata de ejemplificarlo
numéricamente, utiliza exactamente los mismos valores que ha escogido en el caso de las
magnitudes de “tiempo y volumen” y que coinciden a su vez con los valores de los ejemplos
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prototipicos del profesor de Primaria: una razon de proporcionalidad entre las dos variables
mayor que la unidad y entera, 100, y como razones escalares entre dos valores de la misma
variable 2 y 3. En el primer caso hay relacion proporcional entre las variables mientras que
en el segundo caso no. Para Ainoa “relacion” quiere decir relacion funcional y puede ser de
un tipo (proporcional) o de otro tipo (no proporcional), si bien al poner los mismos datos
numéricos en las dos tablas, da a entender que ambas relaciones son de proporcionalidad, por
lo que se contradice. Incluso, aunque explica que cuando escribe “200”, quiere decir que
pueden ser unas pocas personas mas o menos, al escribir los mismos datos numéricos esta
pensando en la funcion de proporcionalidad y da a entender que ambas relaciones son de
proporcionalidad, evidencia de que no ha entendido la diferencia entre magnitudes
proporcionales y no proporcionales.

No es capaz de conectar lo cualitativo con lo cuantitativo. En el contexto del cine Ainoa
sabe que las magnitudes de “tiempo y numero de espectadores” no pueden ser
proporcionales pero cuando construye una tabla de valores, repite los mismos valores en el
caso de magnitudes proporcionales y en el caso de magnitudes no proporcionales. Podria
haber puesto en vez de 200 un valor que se viera claramente que no es el doble de 100 y no
lo hace, a pesar de que comenta que el 200 puede ser aproximado. Para ella los datos de la
tabla no sirven para determinar el tipo de relacién entre las dos magnitudes. Escribe estos
datos en la tabla porque esta en el tema de proporcionalidad y los Gnicos ejemplos de tablas
que ha visto son los de proporcionalidad. La alumna es consciente que empiricamente, las
magnitudes tiempo y nimero de espectadores no pueden ser proporcionales, pero esto no se
traduce en escribir unos datos en la tabla de valores que lo muestren. Parece no saber pasar
lo que es su conocimiento de unas magnitudes que no son proporcionales a lenguaje
matematico, esto es, a valores en la tabla. Separa completamente una cosa de la otra.

Entendemos que la definicién de proporcionalidad ofrecida por el profesor y los ejemplos
prototipicos utilizados (razones escalares 2, 3 6 ¥2) no fueron suficientes para que Ainoa construyera el
concepto de proporcionalidad y no evitaron las dificultades en este punto.

Por otra parte, al caracterizar el aprendizaje de Ainoa en el 1.°ESO, constatamos que:

Entiende el concepto de proporcionalidad porque es capaz de utilizarlo de manera efectiva.
La profesora de Secundaria se plantea relacionar desde el principio la proporcionalidad con
la funcion de proporcionalidad, y el desarrollo de la técnica de reduccion a la unidad no es
mas que un instrumento para que el alumno vea la funcion de proporcionalidad y el modelo
gue se encuentra tras dicha técnica. En el ejemplo que la profesora propone (el de las cajas
de caramelos) la razon de proporcionalidad entre las dos variables no es entera (1/2). Ainoa
ve claramente esta razén, lo que le permite encontrar rapidamente los valores
correspondientes en la tabla de proporcionalidad sin cometer errores e incluso ver el modelo,
pues afirma: “si te das cuenta, todos los nimeros siempre es la mitad del nimero de cajas”.
Vemos como en este caso el ejemplo que la profesora de Secundaria elige para introducir la
técnica de reduccion a la unidad parece servir al objetivo planteado de desarrollar la técnica
como herramienta para construir la funcién de proporcionalidad. Ainoa es un ejemplo de lo
importante que es que el alumno llegue a una definicién siguiendo un proceso de
construccion de la misma puesto que le puede capacitar para establecer puentes entre el
concepto, la técnica y el modelo de funcién lineal.

Entiende correctamente la técnica de reduccion a la unidad. Las intervenciones de la
alumna asi lo muestran aun cuando en este caso la razén de proporcionalidad no sea entera,
Y, y sea mas dificil de deducir que en el caso del problema de Primaria que es 2. Creemos
que en el caso del profesor de Primaria, el hecho de que haya insistido en su introduccion al
concepto de proporcionalidad en buscar valores de una tabla de proporcionalidad donde la
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razén entre dos valores de la misma variable es 2 puede haber causado confusion a esta
alumna, justamente en un problema como el elegido para introducir la técnica de reduccion a
la unidad donde la razon de proporcionalidad entre las dos variables también es 2.

En cuanto a los ejemplos utilizados por los profesores y su importancia para el aprendizaje,
constatamos que:

» En6.°P, el profesor no ha sabido encontrar los ejemplos adecuados para que Ainoa construya
el concepto. Son esencialmente prototipicos incluso para explicar el concepto de “relacion”.
El tipo de ejemplo elegido para introducir la técnica de reduccion a la unidad (sorbete de
limén), al ser prototipico, parece dificultar a Ainoa la comprensién de la técnica.

» En cambio, en el 1.°ESO, los ejemplos elegidos para introducir la técnica de reduccién a la
unidad (cajas de caramelos), donde la razon de proporcionalidad es simple pero no entera,
parecen permitir a Ainoa comprender y utilizar dicha técnica.

Esto nos muestra la importancia de la eleccion de un ejemplo concreto para la comprension
tanto de un concepto como de una técnica. También nos muestra que las dificultades de la alumna no
son sélo de ella sino que forman parte del proceso de ensefianza-aprendizaje que se produce en el aula.
En este proceso no se puede separar ensefianza de aprendizaje: a un determinado modelo de ensefianza
le corresponde un determinado aprendizaje.
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