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Resumen En este articulo aportamos material didactico al profesorado de Educacion Secundaria
Obligatoria con la intencion de fomentar el desarrollo de la Geometria de las
Mateméticas Orientadas a las Ensefianzas Académicas del tercer curso, mediante el uso
del software GeoGebra y haciendo hincapié en la importancia de las demostraciones
geomeétricas.
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Title Proving by using GeoGebra
Abstract In this article we provide a teaching proposal for eleventh grade with the intention of

encouraging the development of Geometry in the subject Mathematics Oriented to the
Academic Training, through the use of GeoGebra software and emphasizing the
importance of the geometric proofs.

Keywords Teaching resources, Secondary Education, Plane Geometry, Geometric proof and
GeoGebra.

1. Introduccioén

La actual propuesta curricular (MECD, 2015) da a la Geometria un papel importante en las
Matematicas de la Educacion Secundaria. Podemos encontrar en dicha propuesta contenidos como los
elementos de la geometria plana, los lugares geométricos, las traslaciones, giros y simetrias en el plano
e incluso el uso de herramientas tecnolégicas para estudiar formas, configuraciones y relaciones
geométricas.

Desde el punto de vista de la investigacion, también existen multitud de trabajos que
manifiestan la inquietud por la importancia del estudio de la Geometria dentro de las aulas de
Educacién Secundaria Obligatoria y la mejora del proceso de ensefianza y aprendizaje. Sirvan como
ejemplo los trabajos de Gamboa y Ballestero (2009), Gutiérrez (2004) o Gutiérrez y Jaime (2012).
Dentro de estas propuestas, cabe destacar que la incorporacion de las tecnologias a nuestra vida diaria
ha hecho que gran parte de dichas investigaciones se centren en el uso de las Tecnologias de la
Informacién y la Comunicacion (T1Cs) como recurso en el aula.

Tanto los actuales documentos curriculares como los trabajos de investigacion subrayan la
importancia de que el proceso de ensefianza de la Geometria deje de estar basado en la simple
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coleccién de nombres y figuras estereotipadas, propiedades evidentes y un catalogo de férmulas como
vino haciéndose en los libros de texto de finales del siglo XX (Mora, 2007). Esta superacién debe
dirigirse hacia el desarrollo de capacidades tal y como expresan Gamboa y Ballestero (2010):

La ensefianza de la geometria debe centrarse en desarrollar, en el
estudiantado, habilidades para la exploracidn, visualizacion, argumentacion y
justificacién, donde mas que memorizar puedan describir, aplicar y obtener
conclusiones. El cuerpo docente debe interiorizar que en este proceso no es el
principal actor, sino los estudiantes, los cuales deben ser promotores de su
aprendizaje a partir de su “guia’’, donde las actividades planteadas y los
recursos disponibles faciliten y contribuyan a dicho proceso. (p. 140).

Segun Barrantes y Balletbo (2011), los recursos tecnoldgicos facilitan, activan y desarrollan los
procesos de adquisicion de las competencias geométricas. En particular, Novembre, Nicodemo y Coll
(2015, citado en Freyre y Mantica (2017)) determinan que las habilidades anteriores que forman parte
de las funciones de la demostracién tomadas de De Villiers (1990), pueden ser desarrolladas de forma
efectiva mediante el uso de softwares matematicos como el GeoGebra. Es por ello que pongamos el
énfasis de este trabajo tanto en las demostraciones matematicas como en dicho software.

La propuesta se enmarca dentro de la innovaciéon docente y consiste en la elaboracion de un
material didactico especifico compuesto por una recopilacion de tareas enfocadas al uso de la
demostracion dentro del blogue de Geometria de las Matemaéticas Orientadas a las Ensefianzas
Académicas del tercer curso de Educacion Secundaria. EI planteamiento de las tareas requiere del uso
del software de geometria dindmica, denominado GeoGebra, asi como de una serie de guiones que
permitan orientar a los alumnos y alumnas en su proceso de resolucion. En todo momento de la
elaboracion se han tenido en cuenta los referentes tedricos que aparecen en la seccién 2: competencia
matematica, aprendizaje cooperativo y demostracion matematica.

El material docente que se propone busca fomentar las capacidades de los alumnos y alumnas
del tercer curso de Educacion Secundaria de las Mateméticas Orientadas a las Ensefianzas
Académicas. Cabe destacar que la intencion no es que el alumnado se familiarice con el software
GeoGebra ni que aprenda nuevos conceptos y propiedades. La idea es que el estudiantado, habiendo
conocido dicho software, asi como los contenidos abordados, pueda reajustar y reconstruir lo
aprendido, quede orientado a nuevos aprendizajes, aprenda a generalizar, explicar o justificar
resultados...

Las actividades planteadas estan pensadas para realizarse en grupos o parejas siguiendo la
metodologia del Aprendizaje Cooperativo. Este tipo de metodologia facilita la puesta en practica de la
innovacion en diversidad de centros educativos, independientemente de los recursos de los que
dispongan. Ademaés, mediante este tipo de metodologia, se pretende fomentar la participacion, la
comunicacion y el interés por la materia.

Este trabajo va acompafiado de un libro de GeoGebra donde se han implementado los archivos
considerados en el trabajo. Para acceder a dicho libro es necesario descargarse el software.

e Link de descarga del software GeoGebra: https://www.geogebra.org/download
e Libro de GeoGebra: https://www.geogebra.org/m/MUxKV{Fr
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2. Aspectos tedricos

El trabajo propuesto se fundamenta en cuatro pilares: la competencia matematica, el aprendizaje
cooperativo, las TICs y, més concretamente, GeoGebra y, finalmente, la demostracion en educacion
matematica. A continuacion, pasamos a analizar cada uno de estos aspectos.

2.1. Competencia Matematica

La nocion de competencia es, desde hace algunos afios, central en la educacion espafiola. Segun
MECD (2015) es una “combinacion de habilidades practicas, conocimientos, motivacion, valores
éticos, actitudes, emociones, y otros componentes sociales y de comportamiento que se movilizan
conjuntamente para lograr una accion eficaz” (p.170). Mas concretamente, la competencia matematica
“alude a los modos en los que los estudiantes actiian cuando usan las matematicas y cuando se
enfrentan a problemas de la vida cotidiana” (Flores y Lupiafiez, 2016, p.188).

Sin embargo, esta nocion de competencia no es operativa ni expresa claramente las capacidades
especificas que se desea que adquieran los estudiantes. La evaluacion del grado de desarrollo que al
alumnado logra es muy complicada de observar al no explicitarse en el desarrollo curricular ningtn
instrumento de guia para el seguimiento de esta.

Para solventar este problema, podemos ser mas especificos organizando la competencia
matematica en varias “subcompetencias” o capacidades. Para ello se pueden utilizar las siete
capacidades especificas o singulares recogidas en el marco PISA (OCDE, 2013). Dichas competencias
matematicas especificas son: comunicacion, matematizacion, representacion, razonamiento vy
argumentacion, disefio de estrategias para resolver problemas, utilizacion de operaciones y lenguaje
simbolico, formal y técnico, y utilizacién de herramientas matematicas. Una revision detallada del
curriculo basico (MECD, 2015) permite identificar todas ellas en el texto.

2.2. Aprendizaje Cooperativo

Segun Smith (1996, p.71), un grupo cooperativo en educacion es un pequefio grupo en el que
los alumnos y alumnas trabajan juntos con el fin de maximizar el aprendizaje, tanto el propio como el
de los demas. La “meta cooperativa” es que los componentes del grupo trabajen juntos generando un
ambiente de armonia y apoyo, mientras que la “meta colaborativa” va mas alla, ya que busca que los
componentes del grupo se desarrollen como personas reflexivas, auténomas y elocuentes (Barkley,
Cross y Howell, 2007).

Domingo (2008) sefiala que, para mejorar el proceso de aprendizaje, los alumnos y alumnas
deben trabajar de forma conjunta como lo hace la metodologia del Aprendizaje Cooperativo. Dicho
autor revela que muchos docentes sienten miedo a poner en practica dicha metodologia. Sin embargo,
textualmente Domingo (2008) afiade que:

Aquellos docentes que han experimentado el trabajo cooperativo han
descubierto que sus estudiantes aprenden mas y mejor, que no abandonan las
clases, que se interesan por la materia y que comparten con sus compafieros
elementos que van mas alla de las aulas. (Domingo, 2008, p. 245).

Segun Farifia (2016), el Aprendizaje Cooperativo se encuentra presente en el Constructivismo
Social de Lev Vigotsky y su Zona de Desarrollo Préximo. Ademas, determina que el Constructivismo
defiende que el ser humano adquiere el conocimiento a partir de una adaptacion de los esquemas
mentales existentes con los estimulos que percibe. En particular, el Constructivismo Social considera
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gue el sujeto es un ser social y que su nivel de conocimiento depende por tanto de la sociedad y no de
su desarrollo cognitivo como defiende Jean Piaget.

2.3. GeoGebra

Actualmente, algunas de las tendencias de pensamiento de los investigadores en didactica de las
matematicas se enfocan en el uso de las nuevas tecnologias y el aprendizaje Cooperativo. Mora (2007)
afirma que a dia de hoy existe multitud de herramientas informaticas que facilitan la labor al docente.
En particular, destaca que los programas de geometria dindmica han permitido que la propia
Geometria deje de ser estatica y pase a tomar un caracter dindmico. Dentro de todos los tipos de
software de geometria dindmica que existen, nos gustaria destacar el software GeoGebra por sus
amplias posibilidades pedagdgicas como sefiala Esteley, Marguet y Cristante (2012, citado en Freyre y
Mantica (2017)).

Segun Flores (2016), el software GeoGebra posee una sencilla interfaz y una gran variedad de
herramientas geométricas y algebraicas que permiten realizar un gran ndmero de construcciones.
Ademas, al tratarse de un software de geometria dinamica, los alumnos y alumnas pueden modificar
las figuras, manteniendo fijada las condiciones que consideren oportunas. Esto permite que los
estudiantes puedan realizar conjeturas, generalizaciones e incluso intuir qué formas se pueden obtener
en ciertas condiciones.

Segun Mora (2007), el uso de GeoGebra favorece la adquisicion de las siete capacidades
matematicas fundamentales que permiten estudiar la competencia matematica. Sin embargo, a pesar de
todas las ventajas que las TICs proporcionan al proceso de ensefianza-aprendizaje de la Geometria,
autores como Ballestero y Gamboa (2010), afirman que los principales recursos didacticos utilizados
en el aula para el desarrollo de este proceso son la pizarra, los libros de textos y el material
fotocopiable.

2.4. Demostracion

La demostracion es reconocida por muchos autores como el procedimiento mas importante en la
matematica (Ibafies y Ortega, 2005). Sin embargo, no aparece explicitamente en el curriculo oficial
espafiol (MECD, 2015) hasta los cursos de Bachillerato, donde se incide en los métodos de
demostracion y el proceso de demostracion. Este hecho no le resta interés en otros cursos de
Secundaria Obligatoria, puesto que las funciones de la demostracion son multiples en la educacion
matematica (De Villiers, 2012b) y muchos autores se han interesado en las Ultimas décadas en sefialar
estas funciones y en los procesos cognitivos que involucra la demostracion (Alvarado y Gonzélez,
2009).

Segun Nortes y Martinez (1994), atendiendo a la Teoria del Desarrollo Cognitivo de Piaget, se
clasifica al alumnado de Secundaria dentro del Estadio de las Operaciones Formales. En dicha etapa,
los alumnos y alumnas comienzan a desarrollar su capacidad de abstraccién, a utilizar la 16gica formal
y, ademas, son capaces de formular hipétesis y utilizarlas para encontrar solucion a los problemas.
Esto implica que el alumnado se encuentra preparado para comenzar a realizar tareas de demostracion.

Para elaborar nuestra propuesta, hemos tomado como referente los trabajos de De Villiers
(1990, 2012a), segun los cuales existen 5 enfoques diferentes de la demostracion matematica a pesar
de que tradicionalmente los docentes tan solo trabajen el enfoque de verificacion. Estos enfoques son:
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e Demostracién como explicacion: surge de la necesidad de explicar la veracidad de una
demostracion y no de encontrar una prueba deductiva que la verifique.

e Demostracion como descubrimiento: consiste en explorar, analizar, descubrir e inventar
nuevos resultados.

e Demostracion como verificacion: se fundamenta en procesos como la sustitucion
matematica, las construcciones sencillas... que permiten dar una prueba empirica que
verifica una conjetura dada.

e Demostracién como reto intelectual: posee la funcidn de auto-realizacién y pone a prueba
la resistencia intelectual y el ingenio del matematico como hace de forma similar la
resolucion de juegos como los rompecabezas.

o Demostraciébn como sistematizacién: es una herramienta matematica que permite
sistematizar en un sistema deductivo de axiomas, definiciones y teoremas, varios resultados
conocidos.

2.5. Tareas matemaéticas escolares

Para la adquisicion de capacidades y el fomento de las competencias de los alumnos y alumnas
de la Educacion Secundaria, se requiere el uso de tareas de ensefianza. Segin Moreno y Ramirez
(2016), cuando hablamos de tarea matematica nos referimos a una “propuesta que solicita la actividad
del alumno o alumna en relacién con las matematicas y que el docente planifica como oferta
intencional para el aprendizaje o como instrumento para la evaluacion del aprendizaje’” (Moreno y
Ramirez, 2016, p. 244).

Para el bloque de Geometria podemos estudiar el tipo de tarea matematica desde tres puntos de
vista diferentes (Garcia y Lopez, 2012):

e Tareas de conceptualizacion: relacionadas con la construccidén de conceptos y relaciones
geomeétricas.

e Tareas de investigacion: enfocadas al estudio de las caracteristicas, propiedades y
relaciones entre objetos geométricos con el proposito de darles un significado.

e Tareas de demostracion: que tienen como objetivo fomentar la capacidad para elaborar
conjeturas o procedimientos de resolucion de problemas que deben ser explicados, probados
o0 demostrados utilizando argumentos l6gicos.

Para caracterizar las tareas propuestas en nuestro trabajo consideramos algunas variables
recopiladas de Moreno y Ramirez (2016). Estas son: la meta o finalidad, la formulacion, los materiales
y recursos, el tipo de agrupamiento, la situacion de aprendizaje, la temporalizacion, la dificultad, y el
contenido matematico.

3. Propuesta

Las actividades que se muestran a continuacion, como material docente de la propuesta de
innovacion, se encuentran clasificadas en funcién del enfoque de demostracién que posea. Estos
enfoques como hemos visto anteriormente son: Explicacion, Descubrimiento, Verificacion, Reto
intelectual y Sistematizacion.

Para el desarrollo de cada actividad inicialmente se muestran los objetivos de esta y, a
continuacion, se aportan las instrucciones que debe poseer el alumnado para abordar dichos objetivos.
En aquellas actividades donde se hayan incluido tareas de ampliacion, los objetivos de esta se
muestran inicialmente bajo el titulo “objetivos de la tarea de ampliacion asociada a la actividad”. Por
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Gltimo, afadir que, durante las instrucciones para los objetivos, se muestran las soluciones sugeridas
de las diferentes cuestiones, asi como algunas anotaciones.

3.1. Demostracion geométrica como explicacion

A pesar de que el grado de conviccidn de la veracidad de una conjetura sea elevada, muchos
matematicos consideran que es necesaria una explicacion. Esta necesidad de explicacion se puede
comparar con la motivacion que algunos matematicos poseen para proporcionar una demostracion con
caracter explicativo relacionada con la Hipotesis de Riemman o incluso con la necesidad que Newton
sentia de validar los descubrimientos de Kepler en relacion con las 6rbitas planetarias.

La meta de la actividad que se propone a continuacion es desarrollar la capacidad de resolver
problemas basandose en el uso de la demostracion matematica como explicacion. Se pretende que los
alumnos y alumnas aprendan a explicar la veracidad de una demostracion fomentando de forma
paralela la capacidad de comunicacién linglistica.

Desarrollo de la actividad
Obijetivos de la actividad

1. Verificar que en un triangulo equilatero la suma de cualquier punto a los lados del triangulo
es constante.

2. Explicar por qué es cierto que en un triangulo equilatero la suma de cualquier punto a los
lados del tridangulo es constante.

3. Explicar por qué en un tridngulo no equilatero la suma de cualquier punto a los lados del
triangulo no es constante.

Obijetivos de la tarea de ampliacion asociada a la actividad

>

Encontrar el punto cuya suma de distancias a los lados de un triangulo sea minima.
Encontrar el punto cuya suma de distancias a los lados de un rombo sea minima y
generalizar a poligonos con una propiedad similar.

6. Encontrar el punto cuya suma de distancias a los lados de un cuadrilatero sea minima y
generalizar a poligonos con una propiedad similar.

o

Instrucciones para el objetivo 1:
e Lee con atencion el enunciado siguiente:

Una sobreviviente de un naufragio logra nadar hasta una isla desierta que tiene forma de
triangulo equilatero. Répidamente, ella descubre que el surf es excepcional en las tres costas
de la isla y decide hacer una tabla de surf de un arbol caido para surfear todos los dias.
¢Donde deberia construir su casa la naufraga para que la suma de las distancias de su casa a
las tres playas sea lo mas pequefia posible?

o Ultiliza el archivo de GeoGebra denominado Explain_Distance que tiene el siguiente aspecto:
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h(1)=1.44 :Cunstruccién
hi2)=2.21 [ |Pasos de la construccién
h(3)=1.23 o

Suma,=4.88 \/ Suma distancia

A‘/, Mostrar tridngulos pequefos

Figura 1. Explain_Distance.
¢ Responde a las siguientes preguntas:
1. Arrastra el punto P para experimentar con el boceto. Posteriormente, activa la casilla de
“Suma distancia’’ y vuelve a arrastrar dicho punto P alrededor del interior del tridngulo.
¢ Qué observas de la suma de las distancias?

Sol: La suma de las distancias permanece constante.

2. Arrastra un vértice del triangulo para cambiar el tamafio de este. Una vez mas, arrastra el
punto P alrededor del interior del tridngulo. ;Qué observas ahora?

Sol: Aumentar o disminuir el tamafio del triangulo equilatero aumenta o disminuye el valor
de la suma. Sin embargo, al arrastrar el punto P alrededor del triangulo el valor de la suma
no cambia.

3. ¢Qué sucede si arrastras el punto P fuera del triangulo?
Sol: La suma de las distancias no es constante. Sin embargo, si consideramos las distancias
que caen completamente fuera del tridngulo como negativas, el resultado si se mantiene

constante.

4. Organiza tus observaciones de las preguntas 1, 2 y 3 en una afirmacion. Escribe tu conjetura
usando frases completas.

Sol: En un triangulo equilatero, la suma de las distancias desde un punto dentro del
triangulo a sus lados es constante.

Instrucciones para el objetivo 2

e Activa la casilla de control “Mostrar triangulos pequefios’’.
¢ Responde a las siguientes preguntas:

5. Aurrastra un vértice del triangulo original. ;Por qué los tres lados se etiquetan con una a?

Sol: Los tres lados son todos iguales, pero como sus longitudes pueden variar, se indican
con la misma variable, a.
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6.

10.

Escribe una expresion para el area de cada triangulo pequefio usando a y las variables h,
h, y hs.

Sol: Las &reas de los triangulos son, respectivamente:

1 1 1
Eahl,zahz,zah}

Agrega las tres areas y simplifica la expresion sacando factor comun.
1 1 1 1
SOI Eahl + Eahz + Eah:)) - Ea(hl + hz + h3).
¢Cémo se relaciona la suma de la pregunta 7 con el area total del tridngulo equilatero?
Escribe una ecuacion para mostrar esta relacion usando la variable A para el area del

triangulo equilatero.

Sol: El érea del triangulo inicial es igual a la suma de las areas de los triangulos pequefios.
Por lo tando, si representamos el area del tridngulo grande por A, se sigue que:

1 2A
A zza(hl +h2 +h3);7: h’l +h2 +h3.

Utiliza tu ecuacidn de la pregunta 8 para explicar por qué la suma de las distancias a los tres
lados de un triangulo equilatero dado es siempre constante.

Sol: Para un triangulo euilatero de tamafio fijo, se tiene que los valores de su area A y
medida del lado a, son constantes. Por lo tanto, atendiendo a la ecuacion expuesta en la
pregunta 8, se tiene que la suma de las distancias h, + h, + h; es también constante.

Arrastra el punto P hacia un vértice del triangulo inicial. ; COmo es la suma de las distancias
relacionadas con la altura del triangulo original en este caso?

Sol: La suma de las distancias es igual a la altura del tridngulo original, digamos H. Esto se
puede explicar de la siguiente manera:

1 1 1
A= Ea(hl + hz +h3),§aH = Ea(hl +h2 +h3),

Instrucciones para el objetivo 3

11.

Responde a las siguientes cuestiones:

Razona por qué tu explicacion en las preguntas 5, 6, 7, 8 y 9 no funciona si el tridngulo no
fuera equilétero.

Sol: La suma de las distancias se mantendré constante solo si hay un factor comin, en este
1 . . . ./ .

caso - a, que se puede sacar de las tres areas. Esto quiere decir que el triangulo tiene que ser

equilatero. Este resultado es también cierto si el punto P se arrastra fuera del triangulo, pero
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la explicacion requiere considerar que las distancias que caen completamente fuera sean
negativas.

!

/
/Q\C
LY

i

C\

i N\

|

I \\

/
/N

Figura 1. Caso particular

En este caso, la suma de las &reas de los triangulos PAB, PBC y PCA no es el area del
triangulo ABC. Para obtener el area del tirdngulo ABC, ahora tenemos que restar el area del
tridangulo PAB a la suma de los otros dos. Por lo tanto, en este caso tenemos:

H = h2 + h3 - hl'

Para hacer que la férmula general H = h; + h, + h5 funciones, necesitamos considerar las
distancias como negativas si caen completamente fuera del triangulo.

Instrucciones para el objetivo 4,5y 6
¢ Responde a las siguientes preguntas:

1. Construye cualquier tridngulo ABC y un punto arbitrario P dentro de él. ;Ddnde debes
ubicar P para minimizar la suma de las distancias a los tres lados del triangulo?

Sol: Para encontrar la suma minima en un tridngulo arbitrario, el punto P debe situarse en el
vértice opuesto al lado mas largo. En el caso de un triangulo isésceles con dos lados de
maxima longitud, el punto P debe situarse en cualquiera de los vértices opuestos a los dos
lados de igual medida o en el punto medio del lado desigual.

2. Construye cualquier rombo y un punto arbitrario P dentro de él. ;Donde debes ubicar P
para minimizar la suma de las distancias a los cuatro lados del rombo?

Sol: La suma de las distancias del punto P a los lados de un rombo es constante.

3. Explica tu observacion en 2 y generalizala a poligonos con una propiedad similar.
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Sol: La prueba es la misma que para el triangulo equilatero, ya que todos los lados son
iguales. El resultado es generalizable a los poligonos regulares. En general, para cualquier
poligono regular de n lados de longitud a se tiene que:

Z” A

hi =2 —n
L a

i=1

4. Construye cualquier paralelogramo y un punto arbitrario P dentro de él. ;Ddnde debes
ubicar P para minimizar la suma de las distancias a los cuatro lados del paralelogramo?

Sol: La suma de las distancias del punto P a los lados de un paralelogramo es constante.

5. Explica tu observacién en 4 y generalizala a poligonos con una propiedad similar.
Sol: La suma h; + h, es constante, ya que la distancia entre los dos lados paralelos
opuestos es constante. Andlogamente, h; + h, es constante. Por lo tanto, hy + h, + hs +
h, es constante. En particular es igual a la suma de las dos distancias entre los pares de

lados opuestos. El resultado es generalizable a cualquier poligono con un ndmero par de
lados y cuyos lados opuestos sean iguales y paralelos.

3.2. Demostracion geométrica como descubrimiento

A lo largo de la historia muchas demostraciones se han obtenido a partir de procesos deductivos
como la axiomatizacion o las definiciones. Por ejemplo, resultados como la geometria no euclidiana
son dificiles de imaginar como resultado de la intuicion o la experimentacion.

La actividad que se propone a continuacion se engloba dentro del uso de la demostracién con
caracter de descubrimiento. La meta o finalidad de la tarea consiste en que los alumnos y alumnas
exploren, analicen, descubran e inventen nuevos resultados.

Desarrollo de la actividad
Objetivos de la actividad

1. Descubrir que el perimetro del paralelogramo obtenido por el punto medio cuadrilateral es
igual a la suma de las diagonales del cuadrilatero original.

Instrucciones para el objetivo
e Lee con atencion el siguiente enunciado:
Teniendo en cuenta que al conectar los puntos medios de los lados de cualquier cuadriltero
se obtiene un paralelogramo, responde de forma razonada a las siguientes preguntas

atendiendo al diagrama presentado.

e Observa el siguiente diagrama:
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Figura 2. Diagrama 1

Responde a las siguientes cuestiones:

1. Escribe una ecuacion que relacione las longitudes EF y HG con la longitud AC.

Sol: EF + HG = AC.

2. Escribe una ecuacion relacionando EH y FG con BD.
Sol: EH + FG = BD.
3. Explica como encontraste las ecuaciones en las preguntas 1y 2.

Sol: En el triangulo ABC, EF es la mitad de AC, ya que E y F son puntos medios de los
lados AB'y BC, respectivamente. Analogamente, HG es la mitad de AC en el triangulo
ADC. Por lo tanto, EF + HG = AC. De un modo similar, se obtiene la ecuacion de la
pregunta 2.

4. Utiliza las preguntas 1 y 2 para describir la relacién entre perimetro del paralelogramo
EFGH inscrito y las diagonales del cuadrilatero ABCD.

Sol: Se sabe que el perimetro de la figura EFGH es:
Perimetro = EF + HG + EH + FG = AC + BD.

Esto quiere decir que el perimetro del paralelogramo inscrito es igual a la suma de las
diagonales del cuadrilatero original.

e Contrasta los descubrimientos obtenidos mediante el software GeoGebra.
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3.3. Demostracion geométrica como verificacion

Gran parte del profesorado de mateméticas considera que la demostracion es la Unica autoridad
que valida una conjetura. Ademas, defienden que la prueba matematica es un requisito previo a la
conviccién, a pesar de que otros muchos consideran que ello no es siempre asi, aportando como
argumento que en un gran numero de ocasiones la conviccion es la que permite al matematico obtener
una prueba, puesto que le proporciona las razones para persistir en la blsqueda de esta.

La actividad que se desarrolla a continuacion se engloba dentro del uso de la demostracion
como verificacion. La meta o finalidad de la tarea es proporcionar una prueba empirica mediante
procesos como las sustituciones matematicas, las construcciones sencillas... que permiten verificar
una conjetura dada.

Desarrollo de la actividad
La actividad de este bloque se fundamenta en una paradoja que parte de la siguiente nota.
Nota: Imagina una figura que tenga las siguientes caracteristicas:
e Seaun tridngulo ABC. o L
e (G estaen la bisectriz del angulo ACB'y GE es la mediatriz de AB.
e GD es perpendiculara AC y GF es perpendicular a BC.
Objetivos de la actividad
1. Descubrir que la figura descrita inicialmente no es fisicamente construible.
Instrucciones para el objetivo
Atiende a la nota inicial.

No utilices el software GeoGebra.
Responde a las siguientes cuestiones:

1. ¢Qué puedes decir sobre los triangulos CGD y CGF? ;Por qué?
Sol: Los triangulos CGD y CGF son congruentes, por el criterio de congruencias AAS.
2. De lapregunta 1, ;,qué conclusion puedes tener sobre DG y FG?
Sol: DG = FG.
3. ¢Qué puedes decir sobre AG y BG? ¢Por qué?
Sol: AG = BG, ya que G se encuentra en la mediatriz de AB.
4. ;Qué puedes ahora concluir sobre los triangulos GDA'y GFB? ;Por qué?

Sol: Los tridngulos GDA y GF B son congruentes, por el criterio de congruencias ASS.
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5. A partir de la pregunta 4, ;qué conclusion puedes tener sobre DAy FB?
Sol: DA = FB.
6. De lapregunta 1, ;puedes concluir algo acerca de CD y CF?
Sol: CD = CF.
7. ¢Qué puedes ahora concluir sobre CD + DAy CF + FB, y, por lo tanto, sobre CA + CB?
Sol: CD + DA = CA = CF + FB = CB. Por lo tanto, CA = CB.
8. A partir de la pregunta 7, ¢qué tipo de triangulo es ABC?
Sol: El triangulo ABC es isOsceles.
9. Teniendo en cuenta las preguntas anteriores y las conclusiones obtenidas, reflexiona sobre
las siguientes cuestiones:
e (Esvalido este argumento para cualquier triangulo ABC?
o Cudl es el problema?

e ;Dobnde esta el error?

10. Resume en una frase lo que puedes concluir de esta actividad.

3.4. Demostracion geométrica como reto intelectual

Para gran parte de los matematicos, las demostraciones geométricas forman un reto intelectual
atractivo al igual que lo pueden ser los puzles u otras aficiones creativas y que requieren esfuerzo. El
placer de realizar una demostracion podria asimilarse a la alegria de conseguir un reto como puede ser
resolver un simple crucigrama o subir el alto monte Everest.

A continuacion, se desarrolla una actividad basada en el uso de la demostracion como reto
intelectual. La meta o finalidad de la tarea es poner a prueba la resistencia intelectual, la auto-
realizacion y el ingenio de los alumnos y alumnas.

Desarrollo de la actividad

La actividad de este bloque se fundamenta en el siguiente diagrama:
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: :Mostrar triangulos HAE y HDG

Figura 3. Challenge_Squares.
Objetivos de la actividad

1. Experimentar qué tipo de cuadrilatero se forma por los centros de los cuadrados construidos
en los lados de un paralelogramo.

Obijetivos de la tarea de ampliacion asociada a la actividad
2. Proporcionar una demostracion para el objetivo anterior.
3. Estudiar el tipo de cuadrilatero formado por los centros de los cuadrados construidos en los
lados de un trapezoide isoceles.

4. Estudiar el tipo de cuadrilatero formado por los centros de los cuadrados construidos en los
lados de una cometa.

Instrucciones para el objetivo 1

e Ultiliza el archivo de GeoGebra Challenge_Squares.

e Lee con atencidn el siguiente enunciado.

Investiga el tipo de cuadrilatero formado mediante la conexion de los puntos E, F, Gy H.

¢ Responde las siguientes preguntas:

1. Describe los cuatro cuadrilateros sombreados.
Sol: Son cuadrados.

2. Describe el cuadrilatero ABCD. (Te puede servir de ayuda construir el cuadrilatero EFGH.
Sol: Es un paralelogramo.

3. Arrastra cualquiera de los puntos A, B, C y D. ;Qué tipo de cuadrilatero es EFGH?
Sol: EFGH es un cuadrado.

Instrucciones para el objetivo 2

e Responde a las siguientes cuestiones.
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Activa la casilla de control “Mostrar tridngulo HAE' y HDG’’. ;Qué notas sobre estos dos
triangulos?

Sol: Los tridngulos HAE y HDG son congruentes.

Establece el punto H como centro de rotacion para girar el interior del tridngulo HDG de
modo que quede dentro del triAngulo HAE.

Responde a las siguientes cuestiones.

¢ Cuéntos grados giraste alrededor de H para asignar el tridngulo HDG al triangulo HAE?
Sol: 90°.

¢Qué puedes ahora concluir con respecto al &ngulo EHG, y por consiguiente sobre EFGH?

Sol: El 4ngulo EHG es de 90° ya que GH se gira sobre EH al realizar la rotacion anterior.
Mediante un razonamiento analogo en relacién al resto de angulo de la figura EFGH, se
demuestra que esta es un cuadrado.

Discute en gran grupo los resultados obtenidos.

Instrucciones para el objetivo 3y 4

1.

Resuelve las siguientes cuestiones.

¢Qué tipo de cuadrilatero esta formado por los centros de los cuadrados construidos a los
lados de un trapezoide isosceles? ¢ Puedes explicar tu observacion?

Sol: Los centros de los cuadrados a los lados de un trapezoide isdsceles forman una cometa.
Esto se realiza directamente desde la simetria puesto que el eje de simetria del trapezoide
isdsceles es también el eje de simetria del cuadrilatero formado que pasa a través de un par
de vértices puestos.

¢Qué tipo de cuadrilatero esta formado por los centros de los cuadrados construidos a los
lados de una cometa?

Sol: Los centros de los cuadrados a los lados de una cometa forman un trapecio isosceles.
Esto también se deriva directamente de la simetria, como en el argumento anterior.

3.5. Demostracion geométrica como sistematizacion

Las demostraciones matematicas pueden verse como una herramienta para sistematizar en un
sistema deductivo de axiomas, definiciones y teoremas, varios resultados conocidos. De Villiers
(2012a) determina que algunas de las funciones méas importantes de una sistematizacion deductiva de
los resultados conocidos son:

Ayuda a identificar inconsistencias, argumentos circulares y suposiciones ocultas o no
expresadas explicitamente.
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e Unifica y simplifica las teorias matematicas mediante la integracion de declaraciones,
teoremas y conceptos no relacionados entre si, lo que conduce a una presentacion
econdmica de los resultados.

e Proporciona una perspectiva global atil o la vista panoramica de un tema mediante la
exposicion de la axiomatica subyacente.

e “Ayuda a las aplicaciones, tanto dentro como fuera de las matematicas, pues ayuda a
comprobar la aplicabilidad de una estructura global compleja o de una teoria simple,
mediante la evaluacion de la pertinencia de sus axiomas y definiciones” (De Villiers, 1990,
pp. 24-25).

e A menudo conduce a sistemas deductivos alternativos que proporcionan nuevas
perspectivas y/o son mas econémicos, elegantes y provechosos que los existentes.

La actividad que se muestra a continuacion fomenta el uso de la demostraciébn como
sistematizacién. La meta o finalidad de la tarea es usar la demostracién matematica como herramienta
para sistematizar en un sistema deductivo de axiomas, definiciones y teoremas varios resultados
conocidos.

Desarrollo de la actividad
Objetivos de la actividad

1. Demostrar por qué una linea paralela a un lado de un triangulo divide a los otros dos lados
en la misma proporcion.

Obijetivos de la tarea de ampliacion asociada a la actividad
2. Demostrar el inverso del objetivo anterior.
Instrucciones para el objetivo 1
e Lee con atencién el siguiente enunciado:

Una linea paralela a un lado de un triangulo divide a los otros dos lados en la misma
proporcidn. Pero, ¢por qué este resultado es cierto?

¢ Observa la siguiente imagen:

Figura 4. Diagrama 2
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¢ Responde a las siguientes cuestiones:
1. ¢Qué puedes decir acerca de los angulos ADE y ABC? ¢Por qué?

Sol: 4ADE = 4ABC, puesto que los segmentos AD y DB estan sobre la misma recta y,
ademas, DE||BC.

2. ¢Qué puedes decir ahora acerca de los triangulos ABC y ADE? ;Por qué?

Sol: El tridngulo ADE es semejante al tridngulo ABC, por el criterio de semejanza AA.

. ) . . 4B AC
3. A partir de la pregunta 2, ;qué puedes concluir sobre las proporciones =Y A_—B?

Sol: Las proporciones son iguales.

4. Reescribe la proporcion en la pregunta 3, sustituyendo AD + DB —» ABy
AE + EC - AC.

AD+DB _ AE+EC

Sol: Se obtiene que — —
AD AE

. . . DB _ EC
5. De las preguntas 3y 4, ;qué puedes ahora concluir acerca de las proporciones =Y E? (Por
qué?

Sol: Se tiene que:

S|

AD+DE _AD _ AE+EC _AE _ DB _ EC

AD AD AE AE AD AE
Instrucciones para el objetivo 2

e ;Cudl es el reciproco del teorema que acabas de probar? Formdalalo.

o Utiliza GeoGebra para investigar si es verdadero o no el enunciado expuesto en el apartado
anterior.

e En el caso de considerar que es veridica la conjetura, proporciona una prueba. En caso
contrario, da un contraejemplo.

¢ Discute en gran grupo los resultados obtenidos.

4. Consideraciones finales

En el desarrollo de este articulo se ha aportado un material did4ctico enfocado en la Geometria
del tercer curso de las Matematicas Orientadas a las Ensefianzas Académicas. En primer lugar, se ha
incorporado una justificacion tanto desde el punto de vista curricular como desde el punto de vista de
varios autores en relacion a la investigacion del proceso de ensefianza-aprendizaje de dicho bloque y el
uso paralelo de material basado en demostraciones geométricas y las TICs. Posteriormente, se ha
expuesto un marco tedrico sobre el que se fundamenta el trabajo y, para finalizar, se ha desarrollado la
propuesta aportando el material docente y un analisis de instruccion de este.
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Para la elaboracion del articulo, ha sido de gran importancia el uso del documento De Villiers
(2012a). La utilizacion de esta bibliografia ha permitido localizar tareas que desarrollan los contenidos
y procedimientos que fueron extraidos inicialmente del MECD (2015). Ademas, nos ha permitido
clasificar las tareas de demostracién en funcién de los 5 enfoques: Explicacién, Descubrimiento,
Verificacion, Reto intelectual y Sistematizacion; obteniendo asi una mayor formacion en el caracter
que posee una demostracion geométrica.

Este material puede ser de gran utilidad a la hora de ampliar una unidad didactica de Geometria.
Cabe destacar que al tratarse de un material formado por tareas de reflexién y de cierre, se hace
conveniente que los alumnos y alumnas conozcan previamente los contenidos y procedimientos
tratados. El profesorado podré tomar este material para desarrollar las capacidades de sus alumnos y
alumnas sin preocuparse demasiado del contenido abordado, puesto que este, es un mero instrumento
para desarrollar las actividades. Esto permite desarrollar sesiones de clase donde se trabajen destrezas
como la argumentacion y justificacion, las cuales a veces quedan olvidadas en el bloque de Geometria.
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