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RESUMEN

En investigaciones acerca del razonamiento de los estudiantes surge la
necesidad de explorar y aprovechar sus conocimientos previos, ya sean
formales o informales, asi como sus creencias, experiencias, intuiciones e
inclusive errores, para disefiar el camino que, teniéndolos en cuenta, los
conduzca hacia la comprension de conceptos matemdticos. Presentamos
resultados parciales de una investigacion que tuvo como objetivo analizar las
formas de razonamiento covariacional informal de estudiantes de 8° grado,
alrededor de la recta de mejor ajuste. Como parte de los resultados se sugiere
una Trayectoria Hipotética de Aprendizaje basada en actividades
computacionales y que va desde un andlisis univariado con la media, hasta
un andlisis bivariado con la ubicacion de la recta de mejor ajuste.

PALABRAS CLAVE

Razonamiento covariacional informal, Recta de mejor ajuste, Trayectoria hipotética de
aprendizaje.

INTRODUCCION

La necesidad por buscar explicaciones de lo que pasa a nuestro alrededor nos lleva a
relacionar unos eventos con otros. Sin embargo algunas explicaciones podrian ser
equivocas debido a interpretaciones incorrectas o ideas falsas respecto a la asociacion
estadistica en general, inclusive entre aquellos que estan muy familiarizados con el tema
(Borovcenik, 2012).
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Esta investigacion tuvo como tema de interés el Razonamiento Covariacional Informal
[RCI], en particular sobre la recta de mejor ajuste, ya que “explicar, controlar y predecir
los sucesos que se presentan en nuestro dia a dia, depende de habilidades para detectar
covariaciones” (Alloy y Tabachnik, 1984), lo que incluye encontrar tendencias o
patrones, asi como el modelo de ese patron, por ejemplo, la recta de mejor ajuste. Las
investigaciones (por ejemplo, Casey, 2015) muestran que esa recta no es tan intuitiva para
los estudiantes pero si podria serlo el valor de la media como un dato representativo o un
punto de equilibrio o central, en el caso univariado.

Por otra parte, recientemente existe una tendencia en la investigacion estadistica que
se caracteriza por el uso de programas computacionales como una respuesta a la necesidad
de generar diversas muestras u obtener diferentes tipos de representacion que permitan a
los estudiantes una mejor comprension de los fenémenos estocasticos.

MARCO DE REFERENCIA

Conocer como los estudiantes razonan y piensan estadisticamente ha sido el foco de
muchos investigadores en Educacion Estadistica; lo anterior, argumentdndose en que la
ensefianza tradicional de la estadistica se reduce a procedimientos y calculos en donde los
estudiantes no desarrollan los procesos de pensar y razonar estadisticamente (Ben-Zvi y
Garfield, 2004).

El razonamiento estadistico puede definirse como la forma en que las personas razonan
con ideas estadisticas y le dan sentido a la informacion estadistica. Lo que implica realizar
interpretaciones basadas en conjuntos de datos, representaciones de datos o resumenes
estadisticos. Implica también la conexion de un concepto con otro (por ejemplo el centro
y la variabilidad), o combinar ideas sobre datos y el azar. Razonar estadisticamente
significa entender y ser capaz de explicar los procesos estadisticos y ser capaz de
interpretar completamente los resultados estadisticos (Ben-Zvi y Garfield, 2004, p. 7).

Por otra parte, el Razonamiento Informal [RI] se entiende como la forma en que el
estudiante usa su Conocimiento Informal [CI], el cual hace referencia, por una parte, a
ese conocimiento cotidiano y a las experiencias que se adquieren fuera del salon de clases,
y, por otra, al conocimiento que resulta luego de una instruccion formal previa, en otras
palabras, “es el punto de partida para el desarrollo del conocimiento formal” (Zieffler,
Garfield, delMas & Reading, 2008, p.3). Como nuestro interés es la asociacion estadistica
entre dos variables cuantitativas, resulta necesario definir lo que aqui se entiende por
Razonamiento Covariacional [RC] y Razonamiento Covariacional Informal [RCI].
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Después de examinar las definiciones que se le han dado al Razonamiento
Covariacional desde los diferentes campos en que se ha estudiado, Zieffler (2006, p.6)
concluye que “el razonamiento covariacional se refiere a la forma en que la gente piensa
acerca de, o razona acerca de la relacion entre dos o mas variables”, por ejemplo a partir
de la lectura de un diagrama de dispersion, o en la interpretacion de las correlaciones y
en otras tareas que conlleven al analisis de dos variables asi como la interpretacion de los
resultados arrojados en ese analisis.

L
Z

3°]

Finalmente, en un intento por aunar las definiciones que Zieffler et al. (2008) hacen
sobre CI y RI con la definicion de RC, adoptamos la definicion de RCI como la forma en
que la gente razona y argumenta acerca de la relacion entre dos o mas variables haciendo
uso solo de su RI y CI. Claramente, como parte del RCI esta el razonar sobre un diagrama
de dispersion: la existencia o no de una relacion entre dos variables, la prediccion del
valor de la variable respuesta para un valor de la variable explicativa, asi como la fuerza
y la forma con que se relacionan, por ejemplo, la recta de mejor ajuste.

DESARROLLO DEL TEMA

Aspectos metodolégicos

La poblacion sobre la cual se realizé el estudio fueron estudiantes de bachillerato,
especificamente de 8° grado; la seleccion de este grado se debid a que, para este nivel,
los estudiantes no han recibido ningin tipo de enseflanza formal en los temas de
covariacion, correlacion y regresion, inclusive, matematicamente hablando, sobre rectas.

El marco metodoldgico para esta investigacion se basa en uno de los elementos del
ciclo de ensefianza de las matematicas que propone Simon (1995), la Trayectoria
Hipotética de Aprendizaje [THA], la cual se refiere al “camino” que podria dar paso al
aprendizaje, describiendo cémo los estudiantes entienden un concepto en particular y
como este debe progresar, siendo hipotética porque se desconoce la trayectoria real de
aprendizaje. Tres elementos componen la THA: i) La consideracion del objetivo de
aprendizaje, el cual direcciona la THA; ii) Las actividades de aprendizaje y; iii) El
aprendizaje y el pensamiento en el que los estudiantes pueden participar (hipotesis del
proceso de aprendizaje).

Inicialmente se aplicaron dos pruebas con el fin de diagnosticar y caracterizar el RCI
de los estudiantes para, junto con la revision bibliografica, construir un plan de
actividades y plantear hipotesis alrededor de la forma como los estudiantes razonan de
manera informal sobre variables que estan conjuntamente relacionadas e indagar como
este razonamiento se desarrollara a lo largo de la implementacion de las actividades.
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El disefio y posterior ajuste (para cada sesion) de la THA, basada en actividades
computacionales, permitié un analisis retrospectivo que finalmente nos llevo a describir
las formas de RCI de los estudiantes asi como su desarrollo desde las pruebas diagnosticas
hasta el final de la implementacion de la THA.

En cuanto a la recoleccion de datos, esta se hizo de forma escrita, por medio de
grabaciones de video y de audio y, grabaciones de pantalla.

Desarrollo de 1a propuesta

Con el disefo y aplicacion de las dos pruebas diagnosticas iniciales pretendiamos
evaluar: i) si los estudiantes establecian o no una relacion entre las dos variables; ii)
conocer sus concepciones sobre la variabilidad; iii) los criterios que utilizan para predecir
el valor de la variable respuesta, dado un valor para la variable explicativa y; iv) conocer
los criterios con que trazan la recta que mejor se ajusta a los datos y con qué precision lo
hacen. En pocas palabras, su nivel de razonamiento covariacional informal actual.

El analisis de las pruebas nos permiti6 ratificar algunas estrategias y concepciones ya
reportadas en investigaciones anteriores y algunas novedades que nos orientaron para
establecer mas hipotesis de aprendizaje y, consecuentemente, disefiar el plan para la
creacion de actividades computacionales para el aprendizaje de la recta de mejor ajuste:

o Construir actividades sin contexto, o por lo menos no comprensible al estudiante,
podria evitar que el estudiante tenga una concepcion causal (Estepa y Batanero,
1995) e.g. “Porque cuando hace todo mds rapido las pulsaciones se agitan mas
Y va a tener mas pulsaciones en menos tiempo” o “Porque entre mds rapido el
pulso cardiaco se acelera”. En su lugar, se obligaria a tener un razonamiento
“puro” en tareas de asociacion y prediccion.

e La mayoria de los estudiantes, si reconocen de alguna manera, al observar un
diagrama de dispersion, la asociacion entre dos variables y cémo varian
conjuntamente, mientras que no reconocen facilmente la no existencia de una
asociacion, es decir, buscan relacionar de alguna manera las dos variables.

e L[a mayoria de los estudiantes si establecen un nivel de asociacion en cuanto al
grado de dispersion o proximidad de los puntos, ademas también lo hacen en
cuanto a la forma; e.g. “Yo creo que el mayor es el que los punticos estan mds
juntos y el menor pues el que tiene los puntos dispersos por todo el grdfico”.

e [La estrategia de los “vecinos cercanos”, en tareas de prediccion, manifiesta una
concepcion local (Estepa y Batanero, 1995) e.g. “Porque en la grafica se ve que
entre los que miden 1.52 a 1.58 tienen un peso entre 44 a 48 kg el mayor peso
entre estudiantes de 8” o “Porque el estudiante que tiene de estatura 158 tiene
48 de peso en cambio el estudiante que tiene de estatura 144 pesa entre los 40 a
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los 41 o sea entre menos estatura menor peso y entre mds estatura mayor peso”
La extension de esta estrategia conduce al ajuste de una recta poligonal que bien
podria “enderezarse” y convertirse en la recta de mejor ajuste global.

Convenimos en que considerar la recta como un modelo para la asociacion lineal entre
dos variables, deberia ser el resultado de un razonamiento previo en tareas que involucren:

i.  Variabilidad en un conjunto de datos.
ii.  Prediccion de un nuevo valor en un conjunto de datos.
iii.  Analisis univariado alrededor de la media.
iv.  El reconocimiento de la existencia o no de una asociacion entre dos variables
cuantitativas.
v.  La prediccion local del valor de la variable respuesta.
vi.  Laprediccion global que conlleve a la forma que “resume” la asociacion entre
las dos variables, en este caso, la recta.
vii.  La exploracion de la recta que mejor se ajusta a la nube de puntos.

Con base en lo anterior, la THA que se propone consta de dos fases (Imagen 1).

( Objetivo de
aprendizaje:
Recta de mejor

63 ajuste
Fase 2: Analisis - J

bivariado: La recta de
mejor ajuste

Fase 1: Analisis
univariado: La media
como un predictor

Imagen 1. THA para el concepto Recta informal de mejor ajuste
Fuente. Creacion propia

En coherencia con lo que se propone en la Imagen 1, se disefiaron las actividades y el
discurso para el desarrollo de las mismas, encaminadas hacia el objetivo de aprendizaje.
A continuacion se muestran algunas de las actividades desarrolladas y lo que se pretendia
con dichas actividades.

Una pregunta natural que surge es ;Por qué partir del analisis de un conjunto
univariado con un enfoque hacia la media? En un problema bivariado, en donde se refleja
graficamente una tendencia lineal, una tarea interesante seria resumir ese conjunto de
datos en una recta, la mejor ;pero como encontrar esa recta y qué caracteristicas o
propiedades tiene que la hacen tinica?
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La idea de encontrar un modelo que resuma un conjunto de datos, representados
graficamente, guarda una similitud con el analisis que se podria hacer en el caso
univariado. Por ejemplo, desde el andlisis univariado, se podrian ver aspectos como
variabilidad y prediccion de un nuevo valor en un conjunto de datos. Ahora, en el caso
univariado, existe un valor, que no solo resulta ser un buen predictor sino que ademas se
provee de propiedades y caracteristicas que la hacen muy particular, estamos hablando de
la media. De manera que nuestro objetivo, en primera instancia, fue caracterizar la media
y sus propiedades de manera que nos permitieran hacer una extension al caso bivariado
cuando nos enfrentdramos a tareas de prediccion con dos variables que estaban
relacionadas. A continuacion, la descripcion de algunas de las actividades contenidas en
la THA que se propone.

Una de las actividades disefiadas en GeoGebra, “El Machin Machén” (Imagen 2), tuvo
como objetivo que los estudiantes vieran la media, mas alla de un algoritmo matematico,
como un punto de ‘“equilibrio” o “balanceador” y que dieran cuenta de una de sus
propiedades: “La suma de las desviaciones sobre la media es cero” o “la suma de las
distancias a la derecha sobre la media, es igual a la suma de las distancias a la izquierda
sobre la media”, es justo a partir de lo anterior que se llega a la expresion matematica.

fivson y Gabriel, del mismo peso, se encueniran sentados « ane distancia =1, w
metros, respectivamente, del extrema fzquicrdo de un Machin Machdn de diex metras en ol
cual desean jugar.

14 qué distancia, del extrema izquierdo del Machin Machén, wbicarias el pvote para que el
Machin Machdn quede balanccado?! Ezplora maviendo el pivote.

EdAsonx, 3

Gabiel x, 8

[ wostrsrpnote (] eusckan

icaciénPivote = 6

Imagen 2. Actividad Machin Machon en GeoGebra. Distancias del pivote a dos nifios
Fuente. Creacion propia

En seguida, dado que en el caso bivariado se tenian dos variables relacionadas, con
otra actividad llamada “El profesor Gabo y la natacion”, quisimos que los estudiantes
exploraran la relacion entre dos variables cuantitativas. Con ayuda de Fathom los
estudiantes debian hacer un grafico para cada una de las variables (Imagen 3) y observar
la relacion entre las dos variables cuando seleccionaban parte de los datos en el grafico
de Minutos y observar lo que pasaba en el de Pulsaciones por minuto.
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MINUTOS PULSACIONES_POR_MINUTO
Imagen 3. Relacion entre Minutos y Pulsaciones por minuto desde diagramas separados
Fuente. Creacion propia

Es claro que el aprendizaje de cualquier concepto no es inmediato, requiere de
actividades debidamente disefiadas y con intenciones claras. A veces se requiere del
disefio de varias actividades previas para finalmente hablar del objeto final de aprendizaje,
en este caso la recta de mejor ajuste. Claramente después de dar cuenta de la relacion
entre dos variables cuantitativas y como esa relacion se reflejaba en un diagrama de
dispersion, y antes de empezar a hablar de recta de mejor ajuste, se tuvo que pasar por
otras actividades que implicaban prediccion, en un principio prediccion local y finalmente
predecir de manera global, es decir, considerar a la recta como una solucion.

Una vez los estudiantes asumian la recta como un representante de una nube de puntos,
quisimos indagar sobre cémo ellos ubicaban esa recta. De manera que, dados unos
diagramas de dispersion, establecian sus conjeturas que luego serian validadas en una
ultima actividad llamada “Juego: Encontrando la mejor recta” (Imagen 4), que no era mas
que una extension de lo que se hizo con la actividad “Machin Machon”. Aqui, los
estudiantes debian ubicar la recta con la estrategia que ya habian establecido
anteriormente y seguidamente, verificar la ubicacion de la recta. Para lo anterior, una vez
ubicada la recta, en la parte inferior de la pantalla en “Ver” debian escribir “EK” en donde,
con esta accion, se visualizaba una casilla llamada “jEureka!”, seleccionaban la casilla y
si la posicion de la recta estaba bien, aparecia la palabra “jEureka!” (Imagen 4), de lo
contrario debian mover la recta hasta encontrar la mejor posicion. Esta actividad se torna
valida en la medida en que los estudiantes sean capaces de describir las razones que
identifican la recta correcta.
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Imagen 4. Pantalla de GeoGebra. Actividad “Juego: Encontrando la mejor recta”

Fuente. Creacion propia

Un proposito de la actividad “Juego: Encontrando la mejor recta” fue extender las
ideas que se habian visto para el caso univariado al caso bivariado. Una de ellas era
observar la suma de las diferencias de los puntos a la recta y el cuadrado de esa suma. Por
lo que, en primera instancia, con ayuda de la simulacion, los estudiantes pudieron darse
cuenta de que las diferencias por encima de la recta eran positivas, por debajo negativas
y de que, efectivamente, la suma de las diferencias de los puntos a la mejor recta era cero,
como se hizo por ejemplo con el Machin Machon (Imagen 5).

Arctvio Eota Vista Opoones Hemamientas vemanz Awda

O ~ce

(N VOLVER
Numero de puntos 3 |/ |MosarRecta

Avnr sesién

g ,

< v )] iEureka!

Imagen 5. Pantalla de GeoGebra. Diferencias de los puntos a la recta
Fuente. Creacion propia

CONCLUSIONES
Se podria decir que todos los estudiantes, para el caso univariado, terminaron por
asumir a la media como un buen candidato para hacer predicciones pero siempre de la
mano de la variabilidad, es decir, siendo un valor bastante preciso pero, no
necesariamente, exacto. Por otra parte, la mayoria de los estudiantes, a través de las
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actividades, caracterizaron la media como un punto de equilibrio o balanceador, también
como un valor justo y como un valor muy particular, al presentar ciertas propiedades.

En cuanto al caso bivariado, la mayoria de los estudiantes reflejan una coordinacién
entre las dos variables al asociar expresiones como “al aumentar una variable aumenta la
otra” con una “relacion ascendente” y, de igual manera, “al aumentar una variable
disminuye la otra” con una “relacion descendente”. Asi mismo, el nivel de asociacion lo
relacionan con la forma que siguen los puntos, siguiendo un “orden” o reflejando, de
manera global, una linea recta. En este mismo aspecto, en la entrevista final, se evidencio
un buen grado de aceptacion en cuanto al grosor de la nube de puntos, es decir, si esta es
mas “flaca” el nivel de asociacion es mas fuerte. Respecto a prediccion, a menos que se
les sugiera trazar la recta, los estudiantes reflejan una concepcion local al predecir los
valores de los vecinos cercanos pero, a su vez, reflejan una vision global de los datos para
que sus predicciones sean coherentes con el tipo de relacion que tienen las variables.

En lo concerniente a la ubicacion de la recta de mejor ajuste, al finalizar la trayectoria,
la mayoria de los estudiantes le atribuyen a esta recta caracteristicas como: se ubica entre
los puntos, refleja la relacion entre las dos variables y es la mas cercana a los puntos.
Aunque se cuestiond sobre qué entendian por “cercania” o a qué se referian con esa
expresion, sus respuestas fueron practicamente nulas o evasivas, es decir, aunque, tanto
en el caso univariado como en el caso bivariado, los estudiantes evidenciaron que las
sumas de los cuadrados de las distancias a la media y a la recta, respectivamente, es
minima, ese hecho no les dio luz de que nos encontrabamos ante el valor y la recta méas
cercana a todos y cada uno de los datos. Por lo que bien vale la pena seguir investigando
en este aspecto: ;Qué comprenden o a qué le atribuyen los estudiantes el término
“cercania”? ;Como miden esa cercania?

Finalmente, un componente que siempre estuvo presente a lo largo de la THA fue la
variabilidad. Lo anterior se evidencio cuando, dada la recta de mejor ajuste, se les pedia
predecir. La mayoria de los estudiantes emitian sus predicciones muy cerca de la recta y
los que ubicaban sus predicciones sobre la recta, de igual manera, adicionaban “o muy
cerca de la recta”. La justificacion fue la variabilidad, como si asumieran que sobre la
recta seria el valor exacto pero que, debido a la variabilidad, no necesariamente tenia que
ser asi. Es decir, en el momento de predecir, la confrontacion: cercania vs variabilidad,
aparecia como una manera de controlar la variabilidad como “no podemos ser tan exactos
pero si muy cercanos’.
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