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RESUMEN

Esta comunicacion tiene como finalidad exponer las posibilidades que brinda
el software GeoGebra en el aprendizaje de conceptos matemdticos, mediante
el disefio de aplicativos para la enserianza y aprendizaje de algunos modelos 343
que describen un conjunto de datos. Esta propuesta surge a partir de las
experiencias recogidas en el espacio académico Profundizacion en
matematicas elementales, de la Maestria en Docencia de la Matematica de
la Universidad Pedagogica Nacional, en donde se tenia la tarea de diseniar
en GeoGebra aplicativos de aprendizaje autonomo relacionados con la
interpolacion y la regresion. Los estudiantes evidenciaron debilidades en
relacion a sus conocimientos matemdticos, pero mejoraron notablemente su
aptitud para enfrentar nuevas realidades educativas.

PALABRAS CLAVE

GeoGebra, Interpolacion polindémica, Regresion, Programacion.

INTRODUCCION

El desarrollo de las tecnologias computacionales, la globalizacion y la vida moderna
permean la realidad, y la escuela no esta exenta de esto, lo que sugiere nuevos retos en el
ambito educativo. La sociedad requiere de personas con habilidades y conocimientos
necesarios para tomar decisiones y afrontar desafios que el sistema actual propone. En
este sentido, es necesario replantear la forma de aprender y ensefiar matematicas de tal
manera que el estudiante desarrolle habilidades que le permitan usar lo aprendido para
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solucionar problemas; por ello, esta propuesta tiene por objetivo presentar como el disefio
de aplicativos en GeoGebra permite al programador aprender o afianzar conceptos
matematicos que surgen al realizar este tipo de tareas.
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El documento se estructura en tres partes, la primera, relacionada con el marco de
referencia, en el que se hace un acercamiento matematico a la definicion de interpolacion
y de regresion, asi como su importancia en distintas areas del conocimiento y ademas se
evidencia como el uso de GeoGebra se ha masificado en los tltimos afios porque brinda
multiples comodidades y ventajas. En la segunda parte, se describe la metodologia que se
utilizo en el desarrollo de la propuesta, como surgio la idea y como se ejecut6d y al mismo
tiempo se muestran las estrategias utilizadas por los autores para elaborar los aplicativos
de aprendizaje autonomo. Finalmente, se presentan algunas conclusiones de la puesta en
escena de esta propuesta, evidenciando la importancia de GeoGebra en el desarrollo del
pensamiento matematico.

MARCO DE REFERENCIA

Con frecuencia en las ciencias de la ingenieria, ciencias exactas y naturales es
necesario disefiar modelos matematicos que describan conjuntos de datos, obtenidos por
observacion o experimentacion. Asi, en estas areas, dos de los problemas interesantes que
se presentan son encontrar valores que por medio de la medicion no es posible determinar,
y predecir la existencia de otros datos con la aproximacion adecuada. Con el proposito de
dar solucion a estos problemas, se plantea en este documento dos métodos usuales para
realizar la busqueda de estos valores, uno de ellos consiste en determinar una funcion que
pase exactamente por todos los puntos del conjunto (interpolacion) y el otro encontrando
una funcion que se ajuste lo mejor posible a los datos (regresion). Consideraremos aqui,
unicamente, el caso de la interpolacioén polinémica de Lagrange y el de la regresion lineal,
para lo cual se dara una breve descripcion de estos conceptos matematicos.

Interpolacion de Lagrange

A continuacion, se describe el método de interpolacion de Lagrange, el cual garantiza
que una curva de forma polindmica pase por cada uno de los puntos de un conjunto de
datos dado. Para hacerlo, se definen los polinomios basicos y se muestra paso a paso como
se obtiene dicha interpolacion (Douvoba y Guillén (2007).

Polinomios basicos de Lagrange
Sean x4, X3, X3, .., Xj_1, Xj, Xj11, - X NUMETOS reales diferentes. Vamos a construir

un polinomio L; de grado n — 1 tal que Lj(xj) =1y Lj(x,) = 0, para todo k € [1,n]
conk # j.
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k=1
k#j

Dado que L; (x]) = 1, se tiene que

n
1= cl_[(xj — Xg)
k=1

k#j
De donde,
1
C=—=———
[Tie=1(x — xi)
k=j
Por lo tanto,
T (= x)
X —X
Lo =] [ &=
1 105 =)
k+j

Polinomio interpolante en la forma Lagrange

Sean Xy, X3, X3, ) Xj_1, Xj, Xj41, - Xn NOUMeErOS reales diferentes y sean
Y1 Y20 V3 or Yj—1» Vj» Yj+1s » Yn. Vamos a construir un polinomio P de grado n — 1
tal que P(x,) = yx para todo k € [1,n]. Para esto utilizaremos los polinomios basicos
de Lagrange.

Notese que yj-Lj(x) es un polinomio que pasa por los puntos

(x1,0), (x5,0), (x3,0), ... (x]-_l, 0), (xj, y]-)(x]-+1, 0), e, (Xn,0) . Luego, para generar el
polinomio interpolante de Lagrange basta con realizar la siguiente suma:

PO = 3 L
=0

Regresion

A diferencia de la interpolacion de Lagrange, la ecuacion de la grafica de mejor ajuste,
no necesariamente pasa por cada uno los puntos del conjunto de datos, solo representa la
tendencia general del comportamiento de ellos. Este ajuste puede ser de tipo lineal,
potencial, exponencial, polinomico. En este apartado solo mostraremos con detalle el
desarrollo del ajuste lineal simple, por el método de minimos cuadrados, tomado de
Montgomery (2006).
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Modelo de regresion lineal simple
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y = Bo+ B1x

Los parametros son desconocidos y se estiman por medio del método de minimos
cuadrados, usando el conjunto de n datos de la muestra (x1, y1), (X2, ¥2), (X3, ¥3),--
(xn, Yn)- Es decir, se estiman los parametros tales que la suma de los cuadrados de las
diferencias entre los valores y; y la linea recta sea minima.

S(BorB1) = ) (i = (Bo + ix))?
i=1

Los estimadores, por minimos cuadrados, de 8, y 1, se denotaran Sy y 3 .

Derivando respecto a 3, se tiene que,

as N .\
6_,802 —2;(%‘ —Bo _.lei) =0

Aplicando la propiedad distributiva,

n n
Z yi =npBo + EZ X
i=1 i=1
Despejando By,
B = Yic1¥i — B1 Xi=1 % T
n
o =3 = Bi%

Derivando respecto a f§; se tiene que,
n
as —
35 = 2 Z(Yi —Bo — Bixi)x; = 0
A i=1

Aplicando la propiedad distributiva,
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B 7 2
BO§ xl+ﬁlzxi E X Vi
=1 i=1 i=1
Despejando f,
n
X y
n . vyn n ey, =17 L
B\ _ XX Yi — Y Xie1 X _ i1 Xi " Vi n
1= n 2 AN -
=1 X — X Xing X ny2 (Z x;)?
i=1"1
n
n
5 nzz 1% _Zi 1Xi " Vi

1=

nzl 1x1 (Zl 1x1)2

La interpolacion y del analisis de regresion, son de vital importancia en la practica de
la ingenieria y en diferentes problemas cientificos o tecnologicos, para entender y tomar
decisiones. Segun Gea, Contreras, Batanero y Lopez-Martin (2015), la estadistica
bidimensional tiene gran importancia en la formacioén de los estudiantes, puesto que
incentiva el surgimiento de nuevos conocimientos sobre la dependencia funcional. Por
otra parte, es utilizada como herramienta de investigacion en varias de las ciencias
experimentales y sociales, asi como para la prediccion, en gestion, politica y economia.
En consecuencia, es necesario que el estudiante adquiera competencias de tratamiento de
los datos bidimensionales, de tal manera que se apropiec significativamente de los
conceptos de regresion e interpolacion e identifique la diferencia entre ellos, y que
evidencie que si los confunde, esto lo puede conducir a graves errores tanto numéricos
como inferenciales.

Un recurso que ayuda a los estudiantes a superar las posibles dificultades que surjan
en el proceso de aprendizaje de conceptos matematicos como el de la interpolacion y la
regresion, puede ser la tecnologia digital. Seglin Inzunza y Ward (2015), para el analisis
de datos, la tecnologia computacional ofrece un potencial importante en cuanto a la
posibilidad de hacer célculos de forma casi inmediata y a la facilidad para elaborar
representaciones graficas. Ademas, es un recurso que permite reorganizar la mente de
quien lo usa, de tal manera que produce cambios estructurales en el sistema cognitivo
gracias la interaccion que ofrece con distintos tipos de representacion de los datos. Segin
Pea (1987) citado por Inzunsay Ward (2015), la tecnologia computacional se define como
“cualquier medio que ayuda a trascender las limitaciones de la mente, en el pensamiento,
el aprendizaje y las actividades de resolucion de problemas” (p.91).

De acuerdo con Carranza (2011), el constante desarrollo y avance de las tecnologias
computacionales permite crear nuevas formas de aprender y de ensefiar matematicas, lo
que sugiere un esfuerzo por la innovacion en las practicas educativas. Entre estos
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desarrollos Carranza (2011) destaca los Sistemas de Calculo Simbdlico [SCS] que son
una herramienta de calculo potente, los Sistemas de Algebra Computacional [CAS] que
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permiten calculos simbodlicos y numéricos, los Sistemas de Geometria Dinamica [DGS]
que ofrecen la representacion grafica de objetos geométricos y el dinamismo referido a la
posibilidad del arrastre. Un software que contiene las dos tltimas categorias mencionadas
(CAS y DGS) representa una herramienta 1til e interesante para nosotros, por lo que se
decide usar GeoGebra para el disefio de los aplicativos de los modelos de interpolacion y
de regresion. GeoGebra es un “procesador geométrico” y un “procesador algebraico”
porque combina las representaciones graficas y simbolicas, ofreciendo ambas de forma
simultanea y su nueva clasificacion como categoria es Ambiente de Geometria Dindmica
[AGD], Carranza (2011).

Segun Del Pino (2013), dentro de todas las posibles herramientas existentes para el
aprendizaje de conceptos matematicos, destaca a GeoGebra principalmente porque:

Es un software libre, gratuito y de codigo abierto, no requiere de
licencias y ademds se puede ingresar desde Internet. Es
multiplataforma. Trabaja en diferentes sistemas operativos ya sea
Windows o Linux. Es facil de usar, existen diferentes formaciones y
también cuenta con plataformas virtuales que permiten acceder a cursos
gratuitos. Posee diferentes vistas, algebraica, hoja de calculo, vista
grafica: 2D y 3D (p. 243).

En la actualidad, GeoGebra se¢ ha convertido en una de las herramientas mas
destacadas en Educacion Matematica como lo menciona Jiménez (2018). El impacto de
GeoGebra en el ambito educativo se ha extendido a nivel mundial, y aunque su casa
matriz queda en Alemania, en la actualidad, existe una comunidad de mas de 30 millones
de personas entre docentes, estudiantes, investigadores de universidades, desarrolladores
de software, miembros de organizaciones sin animo de lucro de todo el mundo, y
aficionados al programa, que hacen parte de los distintos institutos de GeoGebra locales
dirigidos por el Instituto de GeoGebra Internacional.

Jiménez (2018), realiza la siguiente categorizacion de los tipos de aplicativos que se
pueden realizar con GeoGebra: aplicativos de acompafiamiento, de conjetura,
calculadoras, evaluativos y de aprendizaje autonomo. Es en estos tltimos donde se centra
esta propuesta, puesto que proporcionan al estudiante una alternativa dindmica,
independiente y diferente para aprender un concepto matematico.
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DESARROLLO DEL TEMA
Esta seccion se divide en dos apartados, el primero relacionado con la metodologia,
donde se relata el proceso por el cual se llevdo a cabo la propuesta; y el segundo
relacionado con la descripcion detallada del problema que ha de desarrollarse.

Aspectos metodolégicos

La idea de realizar esta propuesta surgio durante el desarrollo del espacio académico
Profundizacion en matematicas elementales I, en el primer semestre académico de 2018,
espacio obligatorio de la Maestria en Docencia de la Matematica, ofrecida por la
Universidad Pedagogica Nacional de Colombia. Este espacio académico tenia un enfoque
especial en el uso de Tecnologias Digitales para la ensefianza y aprendizaje de las
matematicas, utilizando el software GeoGebra.

Con el proposito de aprender o profundizar en algin conocimiento matematico, los
estudiantes reconocian y aprendian a usar las herramientas de GeoGebra, descubriendo
asi su potencial en el ambito escolar. Como parte de las tareas finales propuestas y
orientadas por el docente, se pidi6 a los participantes del espacio académico que disefiaran
un aplicativo de aprendizaje autdbnomo, para ensefiar especificamente Interpolacion de
Lagrange o Regresion lineal, polinomial, exponencial o logaritmica. Este trabajo se
desarroll6 durante tres sesiones y tenia por objetivo principal que los
programadores/participantes, ademds de aprender a usar el software, también se
apropiaran de conocimientos matematicos que emergen al elaborar este tipo de tareas.

Los productos obtenidos al finalizar el semestre, en su mayoria, resultaron ser
novedosos, llamativos y funcionales, por lo cual se decidié compartirlos con el gremio
docente, y explicar de forma detallada los procedimientos llevados a cabo para su
construccion, con el objetivo de invitar a la comunidad educativa a conocer y hacer uso
de las herramientas de GeoGebra en pro de la ensefianza y aprendizaje de las matematicas.

Desarrollo de la propuesta

Se muestra paso a paso la construccion del aplicativo Interpolacion de Lagrange
utilizando GeoGebra y los conocimientos matematicos que se afianzan o que emergen al
realizar este disefio.

1. Antes de iniciar con la creacién del aplicativo, los participantes del espacio
académico se vieron en la necesidad de estudiar minuciosamente la teoria
matematica que involucra los polinomios de Lagrange, su demostracion, su
algoritmo y su aplicacion en distintas areas del conocimiento. Esto, con el fin de
poder elaborar una ruta de programacion consecuente que les permitiera obtener la
interpolacion, en GeoGebra, a partir del conocimiento matematico estudiado.
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2. Una vez el estudiante ha entendido como funcionan los polinomios de Lagrange,
inicia la programacion creando en el programa tres listas (Imagen 1), una con los
puntos que el usuario desea interpolar, otra con las coordenadas x de los puntos y
otra con las coordenadas y. Para ello usa el comando “secuencia”, que le permite
afianzar el concepto de sucesion matematica y de término n-€simo.
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~~~~~ ® Puntos ={(1,1),(2,4),(3,4),(5,2),(4,7), (6, 4)}

Coordenx ={1, 2, 3,5, 4, 6}
Coordeny ={1,4,4,2,7,4}

Imagen 1. Creacion de lista de puntos
Fuente. Creacion propia

3. Con el fin de crear una secuencia de secuencias, que contenga los elementos
numéricos necesarios para generar los polinomios basicos de Lagrange, se utilizan
los comando “secuencia” y “suprime”, relacionados asi:

Secuencia (Suprime (Coorden_x, {Elemento (Coorden x, i)}), i, 1, n_1

Donde, se ha llamado n_/ a la cantidad de puntos con los cudles se va a llevar a
cabo la interpolacion.

Estos comandos que generan una matriz (Imagen 2), permiten, a quien los usa,
fortalecer su concepto matricial y caracterizar segin su posicion a los elementos
de un arreglo bidimensional numérico.

NNNN WW
WWwoewohom
e AsEAEE

Imagen 2. Matriz de elementos para construir los polinomios basicos de Lagrange
Fuente. Creacion propia

4. Posteriormente, se generan tres secuencias (Imagen 3), una con los numeradores
de los polinomios basicos de Lagrange, otra con sus respectivos denominadores y
la ultima que contiene a los polinomios. Para hacer la tlltima secuencia, se escribe
en la entrada: Secuencia((Elemento(Coorden_y, i)Elemento(Numeradores, 1)) /
Elemento(Denominadores, i), 1, 1, n_1)
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Numeradores = {(x —2) (x—3) (x—5) (x—4) (x—6),(x—1) (x—3) (x—5) (x—4) (x—6).(x—1) (x—2) (x—5) (x—4) (x—6),(x—1) (
Denominadores = {-120, 24, -12, -24, 12, 120}

_f1(x=2) (x=3) (x=5) (x=4) (x=6) 4 (x—1) (x—3) (x—5) (x—4) (x—6) 4(x—1) (x=2) (x—5) (x—4) (x—6) 2(x—1) (x
=1 —120 ' 24 ’ 12 ’

Imagen 3. Polinomios basicos de Lagrange
Fuente. Creacion propia

5. Para generar el polinomio interpolante de Lagrange se deben sumar los polinomios
basicos, utilizando el comando “suma” el cual favorece en el programador el
concepto de sumatoria de una cantidad » de datos.

6. Finalmente, se disefia la interfaz del aplicativo (Imagen 4), usando textos, botones
y casillas de entrada. Es fundamental, que se vea el polinomio interpolante en el
sistema de representacion grafico y algebraico, ya que se trata de un aplicativo de
aprendizaje autonomo, por lo que también se observan los polinomios basicos.

INTERPOLACION DE LAGRANGE LINITE B &)

B

>
Cl

Ingresa la cantidad de puntos n = m que deseas interpolar y escribe sus coordenas en la tabla.

5) (x—4) (z—6)

Oprime para obtener el Polinomio 1 de Lagrange: FAtEES

-120

La suma de los anteriores polinomios determina la Interpolacion de Lagrange:

1(r=2) (@=3) @=5) (@=4) @=6) 4 @=1) (@=3) @=5) @=4) (@=6) 4@=1) (@=2) @=5) (#=4) @=6)  2(@@-1) @-
-120 4 -12

I(z) =

olo|o|a|a|w|n|

o

Intenta nuevamente 10
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Imagen 4. Interfaz del aplicativo
Fuente. Creacion propia

Descripcion aplicativo regresion

A continuacion, se describen los pasos llevados a cabo para la construccion del
aplicativo que realiza la regresion lineal, polinomica, exponencial o logaritmica de un
conjunto de datos.

1. De forma analoga al aplicativo de ajuste polindmico, se pide al usuario que ingrese
(en una casilla de entrada) la cantidad de puntos con los cuales desea hacer el
ajuste. Posteriormente, ingresa las coordenadas de cada uno de los puntos en la
hoja de célculo y se crea la lista de puntos para cada coordenada. Estas listas se
visualizaran, en la vista algebraica, con los nombres respectivos Coordenadax y
Coordenaday.
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2. Haciendo uso de la herramienta que ofrece GeoGebra para ajustar curvas, se
realiza la regresion que se quiera ensefiar (polinomial, exponencial, logaritmico,
polinomial, entre otros), del conjunto de datos ingresado (Imagen 5).

€2 REGRESION WILLIAM.ggb = X
Archivo Edita Vista Opciones Ventana Ayuda
B ol[la= z >
» Vista Algebraica X/ |» Vista Grafica - o - o R o >< ~ Hoja de Célculo X
Funcién 2 AR E ElEN= =R
® e(x) = 1.88 "2 Cordenada X = Cordenada Y
® I(x) = 1.57 +2.79 In(x) 8 2
® pol(x) = 4.03x —3.26x* + 1.5 x> — 0.29 x* 4 0.02 x° 2 3
Lista 7 3 4
I cordenadax = {1, 2, 3, 3, 5, 6} 5 5
cordenaday = {2, 3,4,5,6,7} 5 6
@ lista= A
° 6 7
O I . 0 0
listap = {x,x%,x*,x% 5 0 0
p = dindxtx") 0 0
® puntos ={(1,2),(2,3), (3, 4), (3, 5), (5,6), (6, 7)} i1 0 0
Namero 0 0
g=5
maxX =6 8 0 9
maxY =7 0 0
minX =1 0 0
minY =2 0 0
n = (AjusteExp( <Lista de puntos> ) i 2
ver |Ajustelmplicita( <Lista de puntos=>, <Orden> ) 0 0
Recta /AjusteLineal( <Lista de puntos> ) {ERE 0 0
fy ’:Ajus!eLog( <Lista de puntos> ) | 0 0
Texto |AjusteL ogistico( <Lista de puntos> ) 0 0
< |AjustePolinémico( <Lista de puntos=, <Grado del polinomio>)v| - T
Entrada: ajus al @
Imagen 5. Distintas regresiones del mismo conjunto de puntos
- 5
Fuente. Creacion propia

3. Finalmente, se programa la visualizacion de la regresion que haya escogido el
usuario, por medio de casillas de entrada y botones (Imagen 6).

7 REGRESION WILLIAM.ggb - X
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
» Vista Gréfica x|~ Hoja de Calculo X
AIN | BEE =Y |8y
Cordenada X| Cordenada Y
8 e ° 2 3
[) / ® X 3 4
s / Y 4 5
/ N\ 5 6
/ ® \
s / \ 2 7
i’ o 4 /
i/ / \ 3 7
/ @ /
/ / 5 8
/ N 2 7 3 6 1
\\\ /// K
/ NG i 9 0 0
7 3 2 41 10 1 2 3 4 5 B\ 7 g 0
/pd \ 0 0
~ Vista Grafica 2 X 0 0
AC~ 0 0
Ingrese el numero de puntos (n) e ingresa en la tabla 0 0
n=8 0 0
Sslecclonsiiareatssion P(X)=0.91x + 1.06x*- 0.09x° - 0.05x4 + 0x5 g g
0 0
Entrada:
Imagen 6. Interfaz del aplicativo
Iy .
Fuente. Creacion propia

352



\
e

TERCER
ENCUENTRO COLOMBIANO
DE EDUCACION ESTOCASTICA

Experiencias de aula para la Educacion Estadistica

C

I B
L1l

3°]

CONCLUSIONES
El disefio de este tipo de aplicativos, usando GeoGebra, permite la apropiacion y
aprendizaje detallado de los conocimientos matematicos involucrados, en quien realiza la
programacion, puesto que en su elaboracion es necesario un estudio detallado del
concepto a programar y un bagaje matematico amplio que no necesariamente se obtiene
cuando la persona se limita a usar un algoritmo presentado.

Se invita a toda la comunidad académica a conocer, utilizar e involucrar el software
de geometria dindmica GeoGebra en su quehacer educativo, reconociendo que aunque el
uso de la tecnologia en el aula no es la solucion a todos los problemas de la ensefianza,
su implementacion si permite al estudiante realizar otro tipo de exploraciones que
dificilmente se logran con tecnologias tradicionales como el lapiz y el papel.
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