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Resumen

Se aplican algunas nociones teoricas del enfoque ontosemidtico del conocimiento y la instruccion matematica (Godino,
Contreras, Font, 2006) al analisis de una experiencia de ensefianza del concepto de limite funcional con estudiantes de
bachillerato. Los procesos de ensefianza — aprendizaje se modelizan en este marco teérico como un proceso estocastico
multidimensional compuesto de seis subprocesos (epistémico, docente, discente, mediacional, cognitivo y emocional)
con sus respectivas trayectorias y estados potenciales. En este trabajo centramos la atencién en la dimension
epistémica mostrando algunos conflictos semidticos y limitaciones en el significado institucional implementado.

Abstract

In this paper some theoretical notions of the onto-semiotic approach to mathematical knowledge and instruction
(Godino, Contreras, Font, 2006) are applied to analyse a teaching experience of the functional limit to secondary
school students. In this theoretical framework the teaching and learning processes are described as a multidimensional
stochastic process compose by six sub-processes (epistemic, teaching, learning, mediational, cognitive and emotional),
and their trajectories and potential states. In this paper we focus our attention in the epistemic dimension showing some
semiotic conflicts and limitations in the institutional implemented meaning.

1. INTRODUCCION

Las investigaciones sobre el limite de un funcion son numerosas en el campo de la Didactica de
las Matematicas, como lo muestran los trabajos realizados a nivel internacional y nacional. Desde
marcos teoricos diferentes, se han realizado memorias de doctorado sobre la ensefianza-aprendizaje
del limite de una funcion en los niveles pre y universitarios. En nuestro pais, por ejemplo, Sanchez
(1997) lo estudié desde la perspectiva de la teoria de los obstaculos epistemolégicos; Espinoza
(1998) aplico la teoria antropoldgica de lo didactico; Blazquez (1999) utiliz6 el método de la
epistemologia genética. Recientemente, en otros paises, investigadores como Szydlik (2000),
Williams (2001), Schneider (2001), Mamona-Downs (2001), Mell (2003) y Przenioslo (2004) han
utilizado el APOS u otras teorias psicologicas en el estudio del limite.

Por otra parte, la investigacion en Didactica de las Matemaéticas relativa a los procesos de
instruccion matematica es una tematica que ultimamente esta tomando un interés creciente. Asi nos
lo confirman, por ejemplo, articulos como los de Leutenegger (2000) —sobre el método clinico
aplicado a la observacion del aula—, Sensevy, Mercier y Schubauer-Leoni (2000) —donde se
describe el trabajo de regulacién llevado a cabo por un profesor en el aula— y Hache (2001) —un
método de descripcion de las tareas y actividades de la clase—. En trabajos recientes sobre el
enfoque ontosemidtico (EOS) del conocimiento matematico (Godino, Contreras y Font, 2006) se
han introducido diversas nociones teoricas orientadas al analisis de procesos de instruccion
matematica, las cuales apoyadas en el modelo epistemoldgico y cognitivo que caracteriza a dicho
enfoque.(Godino, 2002) permite describir y explicar algunos fenomenos relativos a los significados
institucionales implementados en dichos procesos.

Esta Comunicacion se propone entrar en la probleméatica descrita, aportando datos
pertenecientes a una memoria de tesis en elaboracion acerca del proceso de instruccion
correspondiente a la ensefianza del limite de una funcion en estudiantes de primero de Bachillerato.
Primeramente, se hace un breve introduccion al marco conceptual; posteriormente, se describe la
trayectoria epistémica del proceso de estudio correspondiente mediante la cual se caracteriza el
significado efectivamente implementado. Por ultimo, se extraen algunas conclusiones acerca de las
limitaciones de dicho significado, asi como la presencia de algunos conflictos semidticos
potenciales.



Concretamente, los objetivos de la Comunicacién son: Describir la metodologia de la puesta en
practica del significado institucional implementado en cuanto a la trayectoria epistémica; desarrollar
la trayectoria epistémica correspondiente a una clase de matematicas de primero de bachillerato;
detectar los conflictos semioticos presentes en dicho proceso de estudio. Estos objetivos forman
parte del objetivo siguiente de la tesis: Caracterizacion del significado institucional implementado
para un proceso de instruccion matematico en la institucion primero de bachillerato.

2. MARCO CONCEPTUAL

2.1. El significado institucional implementado

Dentro de los significados institucionales, la realidad del aula, esto es, las interacciones del
profesor con los estudiantes y entre éstos, conducen a aquél a seleccionar determinadas précticas,
introducir otras nuevas, abordar conceptos relacionados, etc. Es decir, interesa definir el significado
institucional implementado como el sistema de practicas, operativas y discursivas, que tienen lugar
realmente en el aula de matematicas, las cuales se constituyen en la referencia para el estudio de los
alumnos y la evaluacion de sus aprendizajes (Godino, 2002; Godino, Contreras y Font, 2006).

2.2. Los procesos de instruccion matematica

La aleatoriedad de todo proceso de instruccién conduce a que, por mucho que se planifique,
siempre aparecen elementos no previstos que alteran las trayectorias, sobre todo debido a la
adaptacion a la realidad escolar que todo profesor ha de hacer. Solamente, observando el desarrollo
instruccional es posible describir las trayectorias muestrales empiricas. A continuacién, se
desarrolla la primera de las trayectorias muestrales citadas (epistémica), basandose en los datos
aportados por la observacion en el aula de una leccion sobre el limite de un funcién en primero de
bachillerato.

3. TRAYECTORIA EPISTEMICA

El EOS distingue seis categorias de entidades primarias como constituyentes de los sistemas de
practicas: lenguaje, situaciones, acciones, conceptos, proposiciones y argumentos. La trayectoria
epistémica es la distribucion en el tiempo de estos componentes en un proceso de estudio.
Distinguiremos en ella, por tanto, seis estados posibles, segun el tipo de entidad que se estudia en
cada momento.

E1: Situacional: se enuncia un ejemplar de un cierto tipo de problemas.

E2: Actuativo: se aborda el desarrollo o estudio de una manera de resolver los problemas.
E3: Linguistico: se introducen notaciones, representaciones graficas, etc.

E4: Conceptual: se formulan o interpretan definiciones de los objetos puestos en juego.
ES: Proposicional: se enuncian e interpretan propiedades.

E6: Argumentativo: se justifican las acciones adoptadas o las propiedades enunciadas.

Estos estados se suceden a lo largo del proceso instruccional relativo a un tema o contenido
matematico.

El andlisis de la trayectoria epistémica de un proceso instruccional permitira caracterizar el
significado institucional efectivamente implementado y su complejidad onto-semidtica. Para
analizarla, su desarrollo o cronica serd dividido en unidades de analisis de acuerdo a las distintas
situaciones-problemas (o tareas) que se van proponiendo. Llamaremos configuracion epistémica al
sistema de objetos y funciones semioticas que se establecen entre ellos relativos a la resolucion de



una situacion-problema’. Se trata, por tanto, de un segmento de la trayectoria epistémica. El analisis
epistémico sera la caracterizacion de las configuraciones epistémicas, su secuenciacion y
articulacion. Dentro de cada configuracion se definen unidades de analisis mas elementales segun
los estados de la trayectoria, que llamamos unidades epistémicas. Las distintas oraciones que
componen la cronica de un proceso de estudio son numeradas correlativamente para su referencia 'y
las denominamos unidades naturales de analisis.

En la tabla 1 se muestra la trayectoria epistémica de una parte del proceso de estudio sobre el
"Limite de funciones" (Anexo).

Tabla 1l
Unidad | Configuracion Unidad Descripcion Estado
Natural Epistémica epistémica
(tiempo)
1-2 CE1 1 Idea intuitiva de limite en el E1l:
(23.10) infinito, por medio de tablas | Situacional
de valores o a partir de
gréficas
3 2 Introduccion de la notacion E3:
de limites en el infinito Linguistico
4 3 Célculo en mas infinito y E2:
menos infinito Actuativo
5 4 Dicta un ejemplo E1:
Situacional
6-15 5 Resolucién en mas infinito E2:
Actuativo
16-19 6 Resolucién en menos infinito E2:
Actuativo
20 7 Planteamiento del calculo del El:
vertice de una parabola Situacional
21-23 8 Resolucidn del vértice de la E2:
parabola Actuativo
24 9 Plantea la curvatura de la El:
parabola Situacional
25 10 Resolucion de la curvatura E2:
Actuativo
26-31 11 Relacién entre calculo del E2:
limite y gréafica de la funcidn Actuativo
32 CE2 12 Planteamiento de calculo de E1l:
(3.15) limites a partir de la grafica | Situacional
33-36 13 Resolucion E2:
Actuativo
37 CE3 14 Planteamiento del calculo de E1l:
(7.22) limites en mas infinito a Situacional
partir de la formula
38-46 15 Resolucion E2:
Actuativo
47 16 Definicion intuitiva de limite E3:
Linguistica

! Si bien el origen de la configuracion seré una situacion-problema, en algunas circunstancias puede ser més operativo
tomar en consideracion otro de los estados potenciales de la trayectoria para delimitar la configuracion epistémica.




E5:
Proposicional

48 17 Planteamiento del calculo de El:

limites en menos infinito a Situacional
partir de la formula

49-50 18 Resolucion E2:
Actuativo

51 19 Planteamiento de El:
coincidencia de limites Situacional

52 20 Resolucion mediante E2:
contraejemplo Actuativo

53 CE4 21 Dictado de un ejercicio El:
(2.35) Situacional

54-55 22 Resolucion E2:
Actuativo

56-59 CE5 23 Propuesta de ejercicios El:
(3.05) Situacional

60 CE6 24 Comentario de resolucién El:
(3.48) Situacional

61-64 25 Definiciones de limite en un E4:
punto y limites laterales Conceptual

65-66 CE7 26 Propuesta de ejemplo de El:
(1.34) limites laterales Situacional

De las siete configuraciones epistémicas identificadas se comentan las dos primeras.

Configuracion epistémica 1.

El proceso de estudio se inicia con un estado “situacional” en el que se plantean el objeto
matematico limite de un funcién en el infinito. Por medio de un ejemplo de funcién, cuadratica, se
realiza un planteamiento intuitivo para la resolucion de los limites en mas infinito y menos infinito.

Se utilizan en el discurso tres tipos de lenguajes: analitico, numérico y grafico, buscando la
emergencia del concepto limite de una funcion en el infinito. Asimismo, se calcula el vértice de la
parabola y su curvatura. Las acciones seguidas han sido las siguientes: del lenguaje analitico, al
numérico y de éste al gréafico.

Para el éxito de la tarea, el tipo de actividad matematica requerida en el ejemplo, basandose en
el conocimiento escolar de graficas de funciones, es el recuerdo e interpretacion de la gréafica de una
funcién, con el fin de analizar el comportamiento de la misma segun valores de X y su tendencia a
los infinitos.

La realizacién de la tarea requiere una accion de modelizacion, lo que implica establecer una
correspondencia entre dos sistemas de practicas: el ligado a la interpretacion grafica de unas
funciones y el correspondiente al objeto limite de funcién como resultado del comportamiento
gréfico de las mismas. Es decir, se trata de una funcién semidtica de tipo epistémico, donde la
expresion seria el planteamiento grafico y el contenido seria el objeto limite de funcién.

Configuracion epistémica 2.

En esta configuracion la situacion planteada corresponde al paso del lenguaje grafico al
analitico. Sin embargo, se esta presuponiendo que el estudiante realiza intuitivamente este paso de
modo natural cuando es muy posible que los estudiantes interpreten erréneamente dicho paso.
Aparecen aqui dos conflictos semiéticos potenciales al eludirse dos funciones semidticas, la primera
la que nos lleva desde la expresion: grafica de la funcion hasta el contenido (conjunto de valores
gue toma la misma, por medio de una tabla de valores); la segunda la que nos conduce desde la
expresion: lenguaje numeérico al contenido (lenguaje analitico).



El paso del lenguaje gréfico al analitico directamente elude el lenguaje numérico, lo cual
conduce al conflicto semiotico de no saber el tipo de valores que se han de dar. Expresiones del tipo
sube mucho (unidad 34) y baja mucho (unidad 35) pueden llevar al estudiante a creer que cualquier
conjunto de valores de la variable dependiente es valido, dejando sin aclarar lo que significa valores
tan grandes o tan pequefios como queramos. Desde esta perspectiva, en esta parte del discurso de la
clase se esta produciendo el conflicto semidtico correspondiente a la ausencia de las dos funciones
semidticas citadas anteriormente.

4. CONCLUSIONES

En este trabajo se ha utilizado una de las recientes ampliaciones del enfoque ontosemidético de
la cognicion matematica (EOS) en cuanto a la identificacion de fenémenos didacticos en un proceso
de instruccion matematica, concretado en una clase de primero de bachillerato sobre el limite. El
proceso ha sido abordado detectando conflictos semidticos, producto de la ausencia de ciertas
funciones semioticas (entre los lenguajes grafico, numérico y analitico).

El andlisis que se ha realizado, basandose en el ejemplo de limite de funciones ha permitido
mostrar que la determinacion de los significados institucionales finalmente implementados en una
clase de matemaéticas (que describimos aqui como una secuencia de configuraciones epistémicas) es
el resultado de complejas interacciones entre el saber, el profesor y los alumnos. Es evidente que los
significados personales de los estudiantes estardn condicionados por los significados institucionales
implementados en la clase. Reconocer las limitaciones de dichos significados y los conflictos
semiGticos potenciales de la interaccion didactica es una condicion necesaria para mejorar la
idoneidad epistémica y cognitiva (Godino, Contreras y Font, 2006) de los procesos de estudio
matematico.

En esta Comunicacion se aporta una metodologia de analisis nueva, respecto a los trabajos
sobre el limite de una funcion citados en la bibliografia, del proceso de estudio de una clase real. Se
tienen en cuenta las interacciones profesor-estudiantes, utilizando un modelo epistemoldgico y
cognitivo para la educacion matematica, el cual permite detectar fendmenos didacticos, en términos
de complejidad ontosemiotica implicada en los procesos de estudio de contenidos matematicos
especificos, tales como la ausencia de ciertas funciones semidticas que conducen a conflictos
semidticos potenciales.
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ANEXO
Se incluye una seleccién de episodios de una de las clases observadas sobre la ensefianza de la
nocion de limite funcional en un curso de Bachillerato.

Unidad de analisis1: Idea intuitiva de limite de funcion.

1. Profesor: Vamos al tema 9, es el 2°, buscar pag. 202, es nuestro tema (da igual el nimero que
pongais)

El titulo se lo cambiamos. No el del libro. Limite de funciones. Continuidad. Desde la pag. 203
hasta la pag. 218 incluida nos habla de sucesiones y limites de sucesiones. Ya lo vimos el afio
pasado (solo las progresiones) nos centraremos en limites de funciones. No vamos a ver limites de
sucesiones.

Entonces empezaremos por ....., deberiamos saber lo de esas paginas.

Veremos alguna idea de limite de sucesiones pero no calcularemos limites de sucesiones.

Hay que traer siempre el libro.

2. Profesor: Empezamos la 12 pregunta: “Idea intuitiva de limite a traves de tablas de valores o a
partir de gréaficas de funciones”

Como es la primera vez que veis limites voy a daros una idea de lo que es esto. Es una cosa nueva.
Vamos a calcular limites que luego no vamos a usar (con tablas) si preguntaré con gréaficas.

A partir de la grafica lo entenderéis mejor.

Hoy sera extrafio que lo entendais, dentro de tres dias si.

3. Profesor: Dicta la pregunta. Como primer apartado 1.1 Limites en el infinito. A partir de ahora
vamos a calcular (escribe en la pizarra) XIirp f(x) XILm f(x) ydice:

Lim se lee “limite”; una flecha se lee “tiende a”; y todo “limite de f(x) cuando x tiende a mas
infinito (o cuando x tiende a menos infinito)”.

4. Profesor: Esta expresion x — +oo es la primera vez que la vemos. Le damos valores 100, 1000,
10000, .... y vamos a avanzar a la derecha de x con valores cada vez méas grandes (hace la tabla de
valores para una f(x) genérica). Y cuando X — —oo le damos valores —100, -1000, -10000, ... (cada
vez mas pequefios) y dice: ;Qué ocurre con las imagenes de f(x) cuando X — +o 0 X — —0 ?

5. Profesor: Dicta el ejemplo 1. Calcula lim f(x) ...

X—>+00

6. Alumno: pregunta como hacerlo.
7. Profesor: "yo lo dicto pero vosotros escribis lim f(x) "y escribe en la pizarra
X—>+00

lim f(x), f(x) = x?+3, y hace la tabla de valores en vertical y dice: nosotros ponemos

X f(X)

Y los libros para ahorrar espacio ponen
X

f(x)

8. Profesor: Y ahora vamos a darle valores grandes a la x: 10 (es todavia pequefio), 100, y dice a los
alumnos "no creo que necesitéis calculadora”.

9. Alumno (Alumno 1): da los primeros valores de f(x)
10. Alumna (Alumna 2): da los otros valores de f(x)



11. Profesor: si no lo veis claro le damos més valores a la tabla.
¢Estamos viendo qué le ocurre a las imagenes?
¢Se acercan a algo?

12. Alumnos (en grupo): que tienden a infinito
13. Profesor: ¢Aceptamos que esos valores tienden a mas infinito?
14. Alumnos (en grupo): si

15. Profesor: hemos calculado por 12 vez un limite y este limite vale més infinito.
16. También se pedia lim f(x) pero lo vamos a calcular en otra tabla dando valores cada vez mas
X—>—0

pequerios pero negativos —10, -100, -1000, -10000, -100000, ...

17. EIl profesor pregunta los valores de f(x) y los alumnos en grupo contestan simultdneamente
dando todos los valores de la tabla, y el profesor los va escribiendo. Cuando completa la tabla dice:
Por primera vez hemos calculado a través de una tabla lim f (x) y el resultado es...

X—>—0

18. Alumnos (en grupo): mas infinito.
19. Profesor: mirar a la pizarra, y escribe lim f(x)=+o0.

20. Podéis calcular el vértice de f(x)=x*+3?

21. Alumno (Alumno 1): no se puede.

22. Profesor: ¢no se puede? Conoceis una formula, el vértice es V(0,3) ¢si 0 no?
23. Alumnos (en grupo): si

24. Profesor: ¢es concava o convexa?

25. Alumna (Alumna 2): es convexa

26. Alumno: (Alumno 3) sigue diciendo las imagenes de -1, -2, -3, y otro alumno (Teo6filo) da (-
1,4)

27. Profesor: mejor que peor tenemos el dibujo de la funcién, escribe lim f(x)=-+o

X—>+0

lim f(x) =+ y dice: trato de deciros graficamente lo de antes.

X—>—00

¢caparte de escribir me estais oyendo?
28. Alumnos: si

29. Profesor: en la gréfica la funcion se va hacia arriba sin limite porque no esta acotada
superiormente. ¢Cual es una cota inferior?

30. Alumno (Alumno 4): (0,3)
31. Profesor: pido un numero no un punto, el 3, el 2, el 2,8, ..., pero a lo que ibamos: ;Qué ocurre a

la funcidn si x tiende a valores cada vez mas grandes? ¢Cual es el recorrido? ¢Cual es el tope de
esta funcion? La funcidn se va hacia arriba.



Unidad de anéalisis 2: Limites de una funcién conocida su gréfica.

32. Profesor: Otro ejercicio. Os voy a pedir lo siguiente: Calcula (una alumna pregunta ¢lo
copiamos?) lim f(x) y Iirp f (x) siendo f(x) la funcion cuya grafica se acompafia, dibuja

—

X

y dice: ahi tenéis el dibujo, copiarlo;

33. Profesor: Ahora voy a ver si lo entendéis, calcularlo, si tardais mas de lo que yo espero (un
tiempo prudente) lo diré yo.

34. Profesor: Hay que ver qué hace la funcion cuando x va hacia la derecha, vemos que sube
mucho, luego lim f(X) =+o.

X—>+00

35. Profesor: Como ahora miramos la x a la izquierda, vemos que f baja mucho, luego
lim f(x)=-o

X—>—0

36. Profesor: Necesito que graficamente sepais calcular limites.



