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RESUMEN

Los problemas clasicos de probabilidad siguen estando vigentes en el siglo
XXI. Vistos cronoldgicamente, esta coleccion de enunciados permiten
establecer los hitos historicos que han marcado el desarrollo de la teoria de
probabilidad, desde las sociedades del siglo XVI hasta nuestros dias. Aunque
la coleccion denominada como problemas clasicos suele estar conformada
por cerca de 20 enunciados formulados entre 1564 y 1975, una revision
bibliogrdfica permitio complementar dicho listado con problemas 420
formulados o que han sido resueltos posterior a estas fechas. En este trabajo
se presentan tres de estos problemas: El coleccionista de cupones, La
paradoja de Parrondo y Las malas compaiiias, ademas de describirlos se

presentan elementos claves de sus solucion analitica o simulada.

PALABRAS CLAVE

Problemas clasicos de probabilidad, Didactica de la probabilidad, Simulacion de
problemas de probabilidad.

INTRODUCCION

Los problemas clasicos de probabilidad suscitan un efecto interesante en el resolutor,
al menos asi lo hemos comprobado en nuestra experiencia personal a nivel de educacion
superior. Su éxito como recurso didactico podria radicar en que en su solucion se mezclan
factores como su complejidad tedrica, un contexto historico y en algunos de ellos su
caracter contraintuitivo. Bajo la denominacion de problemas clasicos de probabilidad se
ubica una coleccioén de cerca de 20 problemas que han sido formulados a través de un
periodo de la historia (1564-1975), los mas conocidos son presentados cronologicamente
en la siguiente linea de tiempo (Gorroochurn, 2016).
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D.Bernoulli-1738
Paradoja de Sn. Petesburgo
d'Alembert-1761
La falacia del jugader Problemas cldsicos contempoi
Bayes, Laplace-1764,1774 Bertrand-1881,1897

Filosofia de I probabilidad Los problemas de la

Las agujas de Buffon-1777

Paradoja de Parrondo-1996

Moivre y Gauss-1733, 1809

Cardano 1564 Galton-1894 ?

Juegos de azar La distribucién normal Tres monedas

XVII XVII XIX
Galileo-1620 Fisher-1935
Dados La catadora de té
Meréy Pascal-1654
Dadosy puntos Ley de Benford-1938
Huygens-1657 El problema del cumpleafios-1939

La ruina del jugador El dilema del prisionero-1950

El problema del reparto La paradoja de Simpson-1951

Monty Hall-1975

Diagrama 1. Linea de tiempo que permite ubicar la fecha (afio-siglo) en que la historia registra la
formulacion de los problemas clasicos de probabilidad
Fuente. Creacion propia

Hoy dia, la solucion analitica a estos problemas no es tarea complicada dado que se
cuenta con diversos elementos tedricos necesarios para abordarlos en forma eficiente. La
revision bibliografica permitid confirmar que los problemas clasicos de probabilidad
cuentan con una cantidad importante de trabajos donde se aborda su solucion desde una
perspectiva analitica, de hecho, hacer un seguimiento a las diferentes soluciones es muy
interesante pues es recorrer la historia de la teoria de probabilidad. No obstante, dadas las
condiciones del momento, la incorporacion de un enfoque de simulacion para este tipo de
problemas es incipiente segun Huerta (2015 a).

De otro lado, los problemas clasicos de probabilidad han sido analizados también
como recurso didactico por parte de algunos autores entre ellos Batanero, Contreras, Diaz
y Arteaga, (2011), Huerta (2015b), Batanero, Contreras y Diaz (2011), quienes orientan
sus investigaciones en consolidar el conocimiento pedagogico del futuro profesor. Este
trabajo propone algunos problemas de probabilidad que catalogamos de modernos o
contemporaneos y muestra la solucion analitica o experimental con el fin de seguir
incentivando su estudio y resaltar las posibilidades que cada uno de estos enunciados
ofrece a los profesores de probabilidad.

MARCO DE REFERENCIA
La solucion de problemas de probabilidad ha sido ampliamente investigado desde
diferentes perspectivas, en nuestro caso tomamos a Cerdan y Huerta (2007) citados por
Huerta (2015) quienes postulan dos categorias en cuanto a tipos de problemas en
probabilidad, la primera considera el tipo de datos y la relacion entre ellos, alli ubican a
los problemas ternarios de probabilidad condicional, de otro lado segun la actitud del
resolutor definen tres categorias:

a) Problemas resolubles por asignacion: asigna probabilidades a partir de la
informacion disponible y responde la pregunta.
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b) Problemas resolubles por calculo de probabilidades: parte de las probabilidades
conocidas para hallar las desconocidas, utiliza relaciones de tipo aditivo y
multiplicativo.

c) Problemas resolubles por simulacion: debido a que no se cuenta con un modelo
teodrico casi siempre porque los calculos involucrados son complejos o porque no
se tiene experiencia para interactuar con ese tipo de situacion.

También, se advierte sobre la posibilidad de que los problemas de probabilidad se
puedan resolver de diferentes maneras acorde al nivel de interpretacion, experiencia y
formacion en el tema.

Resolucion de problemas de probabilidad via simulacion

El término hace referencia a la solucion de un enunciado sin usar una deduccion basada
en teoria de probabilidad sino aquella que se observa por remplazar el experimento
aleatorio en estudio por otro equivalente, probabilisticamente hablando, en el cual el
resultado a cada realizacion del experimento equivalente se halla mediante el uso de un
generador de numeros aleatorios que sigue la distribucion de probabilidades de los
resultados del experimento en estudio; por ejemplo, el estudio usual del género para un
grupo de recién nacidos puede abordarse via simulacion a través del lanzamiento sucesivo
de una moneda balanceada donde cara puede asociarse con el resultado femenino y sello
para el complemento, o podria usarse un dado balanceado y asociar la mitad de sus
resultados con femenino y el resto a masculino.

En cuanto a la ensefianza de la resolucion de problemas de probabilidad via
simulacion, Huerta (2015¢) menciona dos metodologias, la primera, formulada por
Shaughnessy (1983) y la otra es la de Bryan (1986). Particularmente nos identificamos
mas con la primera cuyo objetivo es que los estudiantes transiten desde la conjetura al
modelo pasando por la experimentacion y la simulacion, proceso que involucra los
siguientes pasos:

1. Modelar el experimento con elementos para los cuales las probabilidades son
conocidas: monedas, dados, pirinolas, generador de numeros aleatorios, etc.

2. Repetir el experimento un numero suficiente de veces.

3. Recolectar, organizar y analizar los datos

4. Calcular probabilidades u otros resultados experimentales (Ejemplo: las
frecuencias).

5. Concluir a la luz de los resultados experimentales.

Finalmente llama la atencion que Huertas (2015) denomina a estos métodos como de
lapiz y papel y es entendible dado que su formulacion no hace mencioén explicita a la
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necesidad de contar con software para implementar las simulaciones. Consideramos que
este enfoque manual puede funcionar en los primeros niveles del sistema escolar pero
resultaria inadmisible no incluir tecnologia en etapas posteriores.
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DESARROLLO DEL TEMA

Aspectos metodolégicos

Los resultados a mostrar fueron recolectados a través de una revision bibliografica que
incluyo tanto textos escritos, como paginas web. La consulta tuvo como proposito ampliar
la coleccion de problemas clasicos de probabilidad, mas alld del famoso problema de
Monty Hall (1975). Aunque no hay un listado consolidado, nosotros hemos seleccionado
dos ampliamente referenciados (El coleccionista de cupones y la Paradoja de Parrondo)
y un tercero que representa una clase de problemas mas modernos basados en casos
judiciales reales.

Desarrollo de la propuesta
A continuacion presentamos tres problemas de probabilidad que han sido formulados
recientemente o que dado el interés que suscitan aun siguen siendo estudiados.

Coleccionista de cupones

La version original y mas comun del problema estd planteada en términos de
coleccionar cupones, sin embargo utilizaremos aqui la figura de premio. Suponga que hay
uno de seis premios en cada caja de su cereal favorito. Si usted compra de a una caja a la
vez, jcuantas cajas de cereal se espera sean necesarias para tener la coleccion completa
de premios?

423

Solucion analitica

Un primer camino podria ser definir la variable aleatoria Y: # de cajas que se deben
comprar hasta tener la coleccion completa, la cual asume valores y=6, 7, §,.... De esta
forma la deduccion de la distribucion de probabilidad para Y supondria hallar:

P(Y=6) = P(Se obtiene la coleccion completa y no hay ningin premio repetido)
P(Y=7) = P(Se obtiene la coleccion completa pero hay un premio repetido)
P(Y=8) = p(Se obtiene la coleccion completa pero hay uno o dos premios repetidos)

El calculo de probabilidades podria hacerse adoptando un enfoque de problemas de
ocupacion y utilizando un modelo multinomial de la siguiente manera:

P(Y = 7) = (el premio repetido es el primero o el premio repetido es el segundo o ....premio repetido es el sexto) =
7! 1\’ 7 1\7 7! 1\7
2 (:) + Tz (:) ot T (Z)
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La estrategia conduce a encontrarse con sumas que cada vez tienen mas términos, pues
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se deben considerar las diferentes variantes en cuanto a premio repetido, de esta forma se
hace dificil encontrar una expresion general en términos de la variable Y y el nimero de
premios repetidos. Por lo anterior basaremos nuestra solucion en el planteamiento de
Mostellar citado por Wilkins (1999), solucion que nos atrevemos a catalogar como la mas
sencilla. El punto de partida es concebir el experimento como una secuencia de etapas o
partes y usar la distribucion geométrica en cada una de ellas de la siguiente forma:

Sean P, P2, P3, P4, Psy Pslos premios de la coleccion, y ; el nimero esperado de
cajas para tener un premio diferente en la i-ésima compra.

Parte I:

Dadas las condiciones del experimento, en la primera compra siempre se obtiene un
premio, es decir que N;= g.

Parte II:

Supongamos que en la primera compra se obtuvo uno de los premios podria ser el P;3
(el subindice no tiene nada que ver podria ser cualquier otro), nos preguntamos cuantas
cajas de cereal habra que comprar para conseguir un premio diferente, que también podria
ser cualquiera, usemos en este caso Pi, es decir que estamos pensando en los resultados:

P3P PsP3P; P3P3Ps; P... P3P3Ps...P3P

Definamos la variable, N, # de cajas que hay que comprar para obtener un premio
diferente al primer premio obtenido. Es evidente que bajo las condiciones del problema,

N puede asumirse como variable geométrica con parametro p=5/6 y entonces se tiene

que su valor esperado es: E[/N,] = =

/6

I
ul| oy

Parte III

Partiendo ahora de que ya se tienen dos premios diferentes, P3 y P;, nos preguntamos
cuantas cajas de cereal habra que comprar para conseguir un premio diferente a los dos
que ya se tienen, el nuevo premio podria ser Ps, es decir que los resultados a considerar
ahora serian:

P P.Ps Pz P:P1Ps Pz P:PiP1Ps . P3z PiP1P1...P:Ps

Definamos ahora la variable, N3: # de cajas que hay que comprar para obtener un
premio diferente al segundo premio obtenido. Nuevamente consideramos a N3 como
variable geométrica pero ahora con parametro p=4/6, su valor esperado es:

E[N3] = 4—j6 =

oy
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Lo anterior muestra que la solucion al problema estaria dada por la expresion:

E[# De cajas que hay comprar para tener la coleccion completa] = N; + N> + N3 + Ny
Nt Ng= 4242484840147
6 5 4 3 21

Se debe aclarar que aunque el origen del problema data de 1708, el reto de resolverlo
no ha perdido vigencia y en las diferentes soluciones dadas se han ido incorporando los
elementos teodricos del momento, entre las mas recientes el uso de la teoria de valores
extremos de una distribucion (Holst, 2001;), la convergencia a una Poisson (Moriarty &
Neal, 2008) y el uso de cadenas de Markov (Ferrante & Saltalamacchia, 2014).

Solucion via simulacion

La solucion requiere solo de un generador de numeros aleatorios que siga un modelo
uniforme entre 1 y el nimero de premios de la coleccion, en este caso 6. En Excel, la
funcion ALEATORIO.ENTRE (1;6) permite simular la compra de cajas hasta tener la
coleccion completa con solo repetir esta instruccion hasta que se tengan todos los
premios, asi en la primera simulacién (Imagen 1), tras comprar 17 cajas se obtuvieron los
premios 6, 1, 5, 3, 2, 4, es decir, se completo la coleccion.

B3 v f< || =ALEATORIO.ENTRE(L;6)

A I/BIC/D/E|F|G|H|T|J|K|L/M|N|O|P|Q|R S T
il
2 | No. Simulacién Premio obtenido en cada compra No. Cajas compradas
3 ] il 6l 1 6 s| 3| 6 s 1 2 s| s e 3 1 s 6 4 17
4 2 s| 1| 1| s| s| 4 2| 3| 1f 3 6 1
5 3 6| 3| 3 s| 4 6 1| 1| 6 4 3 s| 3 s 4 2 16
6 4 1l 3 e 2 1] 1 s| s| s 1 s 4 12
7/ 5 1l 2 6 2/ 2 5| 6 3 4 9
8 6 1| 4 2| s| 4 1| 4 1| 3| 3 6 11
9 7 s| 3| e 4 4 3 1| 4 s| 1 e a4 3 3 3 6 2 17
10 8 s| s| 2| 1f 2 2| 1 2| 1| e 1] 2 6 4 3 15
a1l 9 1 1| 6 3| 4 3 2 3 1 s 10
12 10 2| 2| 2| a4 2/ 1] 6 5| 4 2 3 11

fuy
w

Suma 129

=
S

Promedio 12,9

=
o »

Imagen 1. Solucion via simulacion en Excel, al problema del coleccionista de cupones.
En cada linea aparece en rojo cada premio diferente obtenido y los espacios en blanco indican que el
experimento termind dado que ya se obtuvo la coleccion completa
Fuente. Creacion propia

Después de hacer varias simulaciones se calcula el nimero de cajas compradas en cada
una de estas y luego se promedia dividiendo entre el nimero de simulaciones realizadas.
El ejemplo a continuacion, muestra que tras hacer 10 simulaciones concluiriamos que en
promedio, 13 cajas de cereal deben ser compradas para tener la coleccion completa.
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Obviamente 10 no es el numero ideal de repeticiones del experimento para lograr ver la
aproximacion al valor esperado teorico.

La paradoja de Parrondo: Perder+Perder=Ganar

Parrondo (2014) propone considere dos juegos en los cuales se juega contra la banca,
sean estos A y B cuyo funcionamiento es como se muestra en la Imagen 2, cada vez que
lanzamos una moneda desbalanceada y cae cara, ganamos. En el Imagen 3 se describe el
comportamiento de la ganancia media de los dos juegos tanto para realizaciones
independientes de los juegos (A corresponde a la linea verde y B a la linea roja), la
estrategia aleatoria (linea azul claro) o el uso de rachas combinadas (linea amarilla oscuro)
que representa a la secuencia AAABB. De los resultados obtenidos via simulacion
estadistica se observa que jugar usando las estrategias A y B por separado es una pésima
decision, pero usar una estrategia combinada, es decir alternarlas, conduce a observar una
alta ganancia.

JUEGO A JUEGO B

it ¢ES MI CAPITAL MULTIPLO DE 3?
NI 1

NO Sl

495 505 MONEDA 2 MONEDA 3

GANAR PERDER

755 245 95 90,5

GANAR PERDER GANAR PERDER

Imagen 2. Descripcion de los dos juegos base de la paradoja
Fuente. http://nadaesgratis.es/anxo-sanchez/ganar-perdiendo-la-
paradoja-de-parrondo-y-sus-aplicaciones

2 132)

[2.2]
C. ALEATORIA

[4.4)

GANANCIA

JUEGO A

JUEGO B

~o 20 40 60 80 100
NUMERO DE TURNOS

Imagen 3. Resultados via simulacion para la ganancia media obtenida al

usar diferentes estrategias, en este caso [3,2] indica que se jugd AAABB

Fuente. http://nadaesgratis.es/anxo-sanchez/ganar-perdiendo-la-paradoja-
de-parrondo-y-sus-aplicaciones
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La idea de estudiar el efecto de combinar dos estrategias perdedoras nacio de la simple
curiosidad del autor, no obstante cuenta hoy con varias aplicaciones en el sector

financiero y en biologia para el estudio de bacterias y virus.

Las malas compaiiias
El pueblo contra Collins.

En 1964 una mujer mayor, que caminaba de regreso a su casa por la
zona de San Pedro en Los Angeles, fue asaltada por detras por una joven
rubia con cola de caballo que le rob6 el bolso. La joven salio huyendo
y fue vista poco después subiendo a un coche amarillo conducido por
un hombre negro con barba y bigote. Las investigaciones de la policia
condujeron a la detencion como sospechosa de una tal Janet Collins,
que era rubia, peinaba cola de caballo y se le relacionaba con un varén

negro con barba y bigote, que era poseedor de
(Corberan & Montes, 2000, p.207).

El problema plantea como cada una de las partes involucradas en un juicio utilizd
estamentos probabilisticos para favorecer su posicion en relacion con la culpabilidad de

la sospechosa capturada.

Posicion del fiscal:

Dado que no tenia evidencias fisicas ni testigos confiables en contra de la sospechosa,
éste presento al juicio la Tabla 1 y a partir de ella ¢l calculo un estamento probabilistico

asi:
Asumiendo independencia:

un coche amarillo

P(AANn HBn MCCn MRn VNB nPIC) =p = 1/12.000.000

Ante este pequeiio valor concluy6 que ante la baja posibilidad de encontrar una pareja
que cumpliera con todas las caracteristicas, el tener una de esas parejas capturadas implica

que ellos son culpables.

Caracteristica/Notacion Probabilidad
Automo6vil amarillo (AA) 1/10
Varoén con bigote (HB) 1/4
Mujer con cola de caballo (MCC) 1/10
Mujer rubia (MR) 1/3
Varon negro con barba (VNB) 1/10
Pareja interracial en coche (PIC) 1/1000

Tabla 1. Incidencia en la ciudad de los Angeles de las caracteristicas de los sospechosos
Fuente. No se referencia la fuente de los datos.
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Posicion del abogado defensor de la pareja capturada:

La apelacion presentada ante la corte de California afirmaba que el razonamiento
probabilistico utilizado en el juicio era incorrecto y engafiosos, por ello se procedio a usar
los datos de la Tabla 1 con miras a cimentar una duda razonable sobre la culpabilidad de
sus clientes:

Se asume que en la localidad hay n parejas y entre estas la probabilidad de que una
pareja comparta todas las caracteristicas que los inculpan es p=1/12.000.000. A partir de
esta informacion definié unos eventos y calcul6 otras probabilidades como se indica:

A = {Entre las n parejas existen al menos dos con iguales caracteristicas}
B = {Entre las n parejas existe al menos una con iguales caracteristicas }
C = {Una sola pareja posee las caracteristicas}

D = {Entre las n parejas no existe ninguna con iguales caracteristicas}

Como AcB, P(A N B) <P(A4), y asi el cociente que compara las probabilidades de
ocurrencia de A y B quedaria expresado como:

P(A) P(ANB)
P(B)  P(B)

= P(A|B)

Esta ultima expresion, sera la evidencia clave para la defensa ya que en este contexto,
ésta representa la probabilidad de que existan al menos dos parejas con iguales
caracteristicas dado que hay una, los inculpados.

Luego, el calculo de P(D) = (I-p)", de ahi se halla la probabilidad del complemento,
PB)=1-PD)=1-(I-P)"
Luego, para hallar P(A) utiliza el hecho que B = A U C y en consecuencia
P(4) = P(B) - P(C)

de donde despeja y halla que P(C ) = p(1-p)" -1 pero seglin el experimento, cualquiera
de las n parejas podria ser, entonces:

P(C)=n[p(-p)-1]

Finalmente halla las probabilidades
P(A) =P(B) - P(C) =1 —(1-P)" —n[p (1-p)" -1]
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y tabula P(A|B) para diferentes valores de n:

n P(A[B)
1.000.000 0.040
2.000.000 0.078
5.000.000 0.187
10.000.000 0.347

Tabla 2. Calculo de la probabilidad que haya otra pareja con las caracteristicas
dado que ya se tiene capturada una de estas seglin diferentes tamafios de poblacion.
Fuente. http://gaceta.rsme.es/abrir.php?id=257

El defensor termind mostrando como entre mas poblacion haya habran mas parejas y
asi la probabilidad de que hubiese otra pareja con las caracteristicas similares a Janet
Collins y su amigo también aumenta (Tabla 2). De esta forma, el abogado defensor
consiguid su objetivo y la pareja sali libre tras haber sustentado la base de una duda
razonable.

De esta forma se muestra como la evidencia estadistica es considerada en un juicio, es
este uno de los escenarios de donde pueden salir los problemas cléasicos de probabilidad
de estos tiempos. Cabe advertir que de la implementacion mostrada surgen varios
interrogantes relacionados con la confiabilidad de los datos utilizados, por citar dos casos,
(Como se hallaron los valores de probabilidad de la Tabla 1, en especial los que no
parecen tener un registro oficial, ejemplo probabilidad de observar un varén con bigote?,
de otro lado revisando el historico de poblacion encontramos que para 1965 se
pronosticaba una poblacion de 7.048.000 habitantes para la ciudad de Los Angeles, surge
entonces la duda, ;como estimar n, es decir cudntas parejas heterosexuales podrian haber
en ese momento en esta ciudad?, Montes (2003) discute ademas los supuestos de
independencia asumidos entre llevar barba y bigote y una posible distraccion del jurado
ante la forma en que el fiscal presento la informacion.

CONCLUSIONES

Los problemas clasicos de probabilidad siguen siendo una herramienta importante a la
hora de ensefiar probabilidad. Para los mas antiguos, su solucion hoy dia es trivial pero
en los demas casos, resolverlos sigue siendo todo un reto. Dentro de la categoria que
proponemos, es decir problemas clasicos contemporaneos se pueden ubicar varios
problemas que han sido formulados recientemente o siendo antiguos se siguen planteando
soluciones a la luz de la teoria de probabilidad moderna. De otro lado en relacion con el
uso de la simulacion para resolver problemas de probabilidad, la sencillez en Ia
implementacion contrasta con la complejidad de las soluciones analiticas, su escasa
utilizacion sorprende, pues en cualquier que sea el enfoque del curso que se imparte,
controvertir las intuiciones iniciales e irse aproximando a una respuesta conforme se
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aumenta el numero de simulaciones debe explotarse como recurso didactico. Finalmente,
la alternativa analitica es importante porque requiere explorar dentro de los elementos
teoricos en probabilidad disponibles, a diferencia de los problemas de libro de texto, en
los problemas clésicos la estrategia no se limita a usar los valores dados en la ecuacién
apropiada, incluso en los mas modernos hay multiples abordajes con diversos niveles de
sofisticacion pero igualmente validos.
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