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RESUMEN

El trabajo describe tres recursos para la enserianza de técnicas de conteo que
se pueden concebir como novedosos dado que se salen del formato
tradicional de los recursos propuestos en libros de texto. El analisis realizado
desde nuestra perspectiva como futuros profesores de matemdticas permite
recomendar su uso ya que encontramos que no solo apoyan el desarrollo del
razonamiento combinatorio sino también la incorporacion del pensamiento
algoritmico que agrupa habilidades como: especificar y delimitar un
problema, sistemdticamente considerar todos los casos posibles, identificar
la secuencia de acciones que implementadas recursivamente determinan el
algoritmo solucion, incorporar las técnicas de conteo para generalizar y
comunicar la solucion usando un lenguaje apropiado.

PALABRAS CLAVES

Pensamiento combinatorio, Pensamiento algoritmico, Didactica de la probabilidad.

INTRODUCCION

Desde su origen, la probabilidad ha estado ligada al juego. Asi, la primera referencia
que se encuentra sobre Teoria de probabilidad se remonta a 1654 cuando el Caballero de
Meré se intriga por estudiar la ocurrencia del doble seis al lanzar 24 veces un par de dados,
preocupacion que le transfiere a Pascal. Desde entonces, los temas de probabilidad han
estado ligados a este tipo de contextos, por esto no es sorprendente hallazgos como los de
Batanero (2000) quien encontré que la mayoria de las aplicaciones mostradas en el
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estudio de la probabilidad se refieren al campo de los juegos de azar. Pero mas alla de ser
coherentes con su origen historico, el uso de los juegos de azar para ensefiar temas de
probabilidad se explica por las posibilidades que ofrecen para abordar desde una actividad
concreta, ideas claves bajo un ambiente ludico que resulta altamente motivador para los
estudiantes de todas las edades, incluyendo el nivel superior.

No obstante, la principal razon del estudio de la probabilidad es que la inmensa
mayoria de fendmenos de nuestro entorno son de tipo aleatorio y sin excepcion
deberiamos estar preparados para interactuar con ellos. Para lograrlo, los juegos de azar
se han constituido en el laboratorio ideal donde entrenamos a nuestros estudiantes para
luego si abordar el analisis de situaciones reales. En este sentido, por ejemplo siguen
siendo los juegos de azar el recurso que nos permiten ejemplificar de manera sencilla,
condiciones dificiles de validar en nuestro entorno como la simetria que supone la
equiprobabilidad.

De otro lado, en el sistema escolar colombiano la preparacion para hacer calculo de
probabilidades se inicia desde el primer conjunto de grados de basica primaria (1° a 3°)
para los cuales se sugiere iniciar el estudio de eventos cotidianos desde un enfoque
probabilistico, pero medidos en una escala cualitativa; mas adelante se retoma en 8°-9°
grado, etapa donde se hace explicita la actividad de calculo de probabilidades para
eventos simples usando diferentes recursos como listados, diagramas de arbol y técnicas
de conteo.

Con el interés de cualificar la enseflanza de las ideas basicas en probabilidad
proponemos tres actividades no tradicionales que pueden ser utilizadas para introducir las
técnicas de conteo y su aplicacion en un proceso de toma de decisiones al jugar.

MARCO DE REFERENCIA

Pensamiento probabilistico

En Ia literatura es mas comun encontrar trabajos que dan cuenta de la importancia del
pensamiento o razonamiento probabilistico y de sus sesgos que de una caracterizacion del
mismo. En este sentido, Leén y Gualteros (2016) citan a Landin y Sanchez (2010) y
Sanchez y Valdez (2013) como autores que han avanzado en el tema y han propuesto una
clasificacion con cuatro niveles para caracterizar las formas de razonamiento, ilustrando
su uso en dos escenarios particulares como son, la distribucion binomial y el uso de los
tres enfoques de probabilidad. También se encuentran trabajos que abordan otros casos
particulares como es el razonamiento probabilistico condicional. En cuanto a la
investigacion sobre razonamiento probabilistico general, Serrano, Batanero, Ortiz y
Caiiizares (1998) indican que éste ha sido tema de investigacion entre los psicologos
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quienes han intentado describir y explicar las diferencias a la hora de tomar decisiones
bajo ambientes de incertidumbre, en personas con o sin formaciéon en temas de
probabilidad, para ello utilizan enfoques de la teoria cognitiva y procesamiento de la
informacion.

La relevancia de desarrollar pensamiento probabilistico se ubica en gran medida en
superar el efecto que las intuiciones ejercen en esta forma de razonamiento. Por ejemplo,
Hernandez, Yumi y Silva (2010) afirman que la importancia de la ensefianza de la
probabilidad y el desarrollo del razonamiento probabilistico se explican por la necesidad
que tenemos de enfrentar el azar en la vida cotidiana y mejorar las intuiciones de los
estudiantes, su investigacion les permitié concluir sobre el uso de juegos para crear
conciencia en los participantes de la necesidad de ir mas alla de la observacion y la
intuiciéon a la hora de interactuar con probabilidad. También, Serrano, et al. (1998)
investigaron la presencia de razonamientos incorrectos en probabilidad, ocupandose de
los tres que a su juicio son los mas importantes: la heuristica de la representatividad, el
sesgo de equiprobabilidad y el enfoque en el resultado aislado, particularmente es en este
ultimo caso cuando se menciona la ausencia de pensamiento combinatorio como causa
de este error.

Pensamiento combinatorio

En matematicas discreta, combinatoria se refiere al conjunto de técnicas para estudiar
los posibles arreglos o subconjuntos seleccionados a partir de un conjunto dado que
satisfacen ciertos criterios de tipo y de tamano. Aunque en el sistema escolar estos temas
estan en relacion exclusiva con la clase de probabilidad en la cual se abordan las formulas
de combinacion y permutacion, progresivamente tendran mas aplicacion en otras areas
dentro y fuera de las matematicas.

Cuando se habla de pensamiento combinatorio, este puede ser considerado como una
dimension del pensamiento probabilistico y a este respecto, Piaget y Inhelder (1951)
citados por Navarro, Batanero, Godino (1996), afirman que si el sujeto no posee
capacidad combinatoria, no es capaz de usar la idea de probabilidad salvo en casos de
experimentos aleatorios elementales.

Pensamiento algoritmico

La matematica discreta es una rama de las matematicas que tiene como objeto de
estudio las estructuras matematicas no continuas, su estudio incluye temas de logica,
teoria de conjuntos, combinatoria, probabilidad, teoria de graficas y en los tltimos afios
se han incluido los algoritmos computacionales. En su forma mas simple, un algoritmo
hace referencia a un conjunto de instrucciones que indican el paso a paso para resolver
un problema iterativamente. No obstante, en ciencias de la computacion el concepto ha
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evolucionado y ademas de hacer calculos hoy dia se incluye el procesamiento de datos y
el razonamiento automatico.

De otro lado, los investigadores en ensefianza de matematicas discretas han
introducido el término pensamiento computacional para referirse a las habilidades que
debe poseer un cientifico de la computacion (Liu & Wang, 2010), y como una dimensioén
de éste, ubican el pensamiento algoritmico; en particular, Futschek (2006) caracteriza este
pensamiento por el uso de habilidades como: construir y entender algoritmos, analizar
problemas, especificar un problema en forma precisa, identificar las acciones basicas que
son adecuadas ante un problema dado, pensar en todos los casos posibles tanto normales
como especiales para un problema dado, mejorar la eficiencia de un algoritmo y construir
nuevos algoritmos que resuelvan un problema ojala en forma creativa.

Sin lugar a dudas, un ciudadano de este siglo debe poseer todas estas habilidades como
parte de su cultura, no en vano la sociedad del siglo XXI empieza a vislumbrar el impacto
que tendra la inteligencia artificial en las proximas décadas y en el entorno académico
internacional, vemos una tendencia a optar por programas en ciencias de los datos que
integran elementos de estadistica y computacion.

DESARROLLO DEL TEMA

Aspectos metodologicos

Este trabajo se fundamenta en la revision del material bibliografico para ensefiar temas
de probabilidad, disponible en nuestro entorno de practica como estudiantes de
Licenciatura en Matematicas. La actividad se realiz6 en el marco del curso de Didactica
de la Probabilidad e incluyé dos etapas, la primera etapa fue de revision del material
utilizado y la segunda de busqueda de nuevos recursos de ensefianza en el sentido que
éstos se apartaran de los contextos tipicos usados en los libros de texto.

La primera revision nos llevo a la misma conclusion de Serrad6, Azcarate y Cardefioso
(2006) acerca de los libros de texto y materiales curriculares que son usados como soporte
para el profesor, éstos son insuficientes y en algunos la vision de los conceptos es parcial,
por ejemplo, en nuestro medio se limitan al enfoque cldsico de probabilidad y actividades
tradicionales con monedas, dados, ruletas, balotas o cartas.

Desarrollo de la propuesta

A continuacion, se describen tres recursos que proponemos para ser utilizados en el
abordaje de varias ideas basicas en probabilidad, sin embargo, aqui nos enfocamos en su
uso en relacion con las técnicas de conteo.
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Recurso 1. Rompecabezas de aritmética verbal

Descripcion del juego

Este juego consiste en asignar valores a las letras para hacer que la suma sea correcta
(Imagen 1).

Imagen 1. Cryptarithm
Fuente. Pleacher (2018). Recuperado de
https://www.pleacher.com/mp/puzzles/mathpuz/cryp8.html

Analisis de posibilidades didacticas
En la busqueda de la solucion deben surgir ideas claves como:

e La restriccion entre los valores de R y O teniendo en cuenta los sumandos y la
suma debajo de ellos.

e El caracter impar de N.

e Sabiendo que N es un numero impar se debe analizar la paridad de Uy V.

e Una vez se hallan los valores sujetos a restricciones, se deben considerar las
permutaciones entre los nimeros restantes.

e La solucion esperada al problema es que puedan concluir que hay 72 variaciones,
pero de estas solo 36 son resultados diferentes pues los demas solo difieren en las
permutaciones entre Uy V.

o Como se puede observar llegar a esta solucion general no solo requiere del uso de
permutaciones, se requiere vincular algunas propiedades de los nimeros enteros.

Se sugiere acompafiar la actividad incluyendo preguntas como (Cual es la estrategia
para tener éxito con este tipo de problemas, por donde empezar?, ;La solucion a este tipo
de problemas es tinica?, ;Podemos hacer que este problema tenga solucion tnica?

Recurso 2. CLUE - ;Quién es el culpable?

Descripcion del juego

Este es un juego de mesa poco popular en nuestro pais Colombia, aunque se encuentra
disponible en el mercado. El objetivo del juego es encontrar al culpable del asesinato del
dueiio de la mansion en la que concurrian 6 invitados quienes parecen tener alguna
motivacion para cometer el crimen. El ganador sera aquel jugador que acierte el nombre
del asesino, el lugar y el arma utilizada. La base del juego son 29 cartas tal como se
presentan en la Imagen 2.
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El juego inicia escogiendo al azar una carta de cada tipo, excepto dentro de la categoria
de pistas, las tres se guardan dentro de un sobre y esta sera la respuesta al misterio. Luego
las demas cartas son repartidas entre los jugadores quienes irdn avanzando por un tablero
segun sea el puntaje sacado al lanzar un dado, en el dado, una de sus caras es la que
posibilita pedir una pista. Hay algunas reglas que acompafian el juego que omitiremos
pues no influyen en el analisis estadistico a mostrar.

1
éCuales son las tres mejores primeras pistas

Sime salen un sospechoso, unarmay un lugar 200
Si me salen tres sospechosos 162
Si me salen tres armas 162
Si me salen tres lugares 216
Si me salen un sospechoso y dos armas 180

Imagen 2. Cartas del juego CLUE en su Imagen 3. Ejemplo de analisis que se espera haga el

version comercial, el acertijo se arma a jugador para lograr reducir el espacio muestral del

partir de considerar 6 sospechosos, 6 armas problema y avanzar en la solucion al misterio
y 9 lugares Fuente. Creacion propia
Fuente. Creacion propia

Analisis de posibilidades didacticas

El juego permite ilustrar ademas del concepto de espacio muestral, todas las reglas de
conteo basico: regla del producto, combinaciones y permutaciones, adicional a que
permite abordar un contexto de toma de decisiones a fin de adoptar una estrategia de
juego, dadas las cartas que el azar le haya otorgado. Se sugiere acompafiar la actividad
con preguntas tales como ;Cuantas soluciones hay para el misterio que propone el juego?,
(Qué caracteristicas tiene la mejor terna posible asignada a un jugador? (Imagen 3), Dada
una terna en particular, ejemplo 2 nombres y un lugar, en el momento que pueda pedir
una pista, ;Cuadl seria la pregunta mas adecuada?

Recurso 3: Getting there from here

Descripcion del problema

Este recurso hace parte del proyecto en Matematicas Discreta de la Universidad de
Colorado desarrollado por un grupo de educadores matematicos que se reunio con el
objetivo de integrar nuevos elementos a la ensefianza de la matematica escolar. La Imagen
4 presenta el mapa de una ciudad hipotética en la cual se define el siguiente problema,
“Un mensajero de bicicletas tiene que ir de una esquina a otra de una ciudad. Si el
mensajero toma la ruta mds corta y viaja solo por las calles, ;Cudntas rutas diferentes
puede tomar el mensajero para ir de un lugar a otro?”.
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Arrow Ave.

Borda Ave.

Condorcet Ave. T

Dodgson Ave.

Euler Ave.

Fib ci Ave.

Ist 2nd 3rd 4th 5th 6th 7th 8th

Imagen 4. Mapa de la ciudad hipotética
Fuente. Recuperado de

https://www.colorado.edu/education/DMP/activities/counting/j
daact05.html

Analisis de posibilidades didacticas

Las ideas claves surgen a medida que se da solucion a este problema. Inicialmente se
debe determinar un punto de partida y un punto de llegada, como se puede observar en el
mapa (Imagen 4) las avenidas y calles han sido denotadas, entonces tomaremos el punto
ubicado en la Fibonacci Ave. Con 1st como el punto de partida y la interseccion de la
Condorcet Ave con 3rd como el punto de llegada.

Luego de haber definido el punto de origen y el de llegada se procede a trazar las
diferentes rutas que permiten llegar de un punto al otro y a determinar sus longitudes,
entonces pueden darse casos como el descrito en la Imagen 5.

Condorcet Ave.

Arowhve Y

Borda Ave Dodgson Ave

Condorcet Ave.

Euler Ave.
Dodgson Ave.

Euler Ave. Fibonacci Ave.

O
Fibonacci Ave
1« A A
1t i A am 5h 6th ™" fth
Imagen 5. Trazo de una de las rutas posibles Imagen 6. Seccion del mapa que permite hallar
pero que no es la mas corta la ruta 6ptima
Fuente. Creacion propia Fuente. Creacion propia

Tras examinar ésta y otras rutas atin mas largas debe surgir la idea que las rutas mas
cortas se enmarcan dentro de una cuadricula que contiene solo 4 avenidas y 3 calles
(Imagen 6). Asi, el punto de analisis ahora son los posibles trayectos en la nueva
cuadricula dado que rutas como la que se muestra en Imagen 7 se deben descartar en la
busqueda de cual o cuales son las mas cortas.
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Artow Axe

Borda Ave

Condorcet Ane

Dodgson Ave

Euler Ave

Fibonacci Ave

B

1st

2nd Id in 5th 6th Tth

Arrow Ave.

Borda Ave,

Condorcet Ave.

Dodgson Ave.

Euler Ave

Fibonacci Ave.

1t ad 3¢ 4 Sh Bh Th  gh

Fuente. Creacion propia

Imagen 7. Solucion al problema que no es viable
dado que no minimiza el recorrido

Imagen 8. Ruta que pasa por cada avenida y por
cada calle una sola vez
Fuente. Creacion propia

Del anélisis anterior, se debe notar que las rutas ideales seran aquellas que crucen una
sola vez por cada calle y una sola vez por cada avenida (Imagen 8). Se concluye que rutas
con la caracteristica anterior son las mas cortas, entonces el problema se traslada a hallar
cuantas rutas de este tipo se pueden trazar en esta cuadricula. Para hacer mas facil el

conteo y la presentacion de la solucion, es conveniente definir una notacion para cada

movimiento, por ejemplo, A puede representar el movimiento de una cuadra hacia la

derecha, y B el movimiento de una cuadra hacia arriba, que son los tnicos movimientos

requeridos pues sus equivalentes en direcciones contrarias alargan la ruta. En este orden
de ideas, la ruta de la Imagen 8 corresponde a la notacion ABABB y la secuencia AABBB
corresponderia a la ruta mostrada en la Imagen 9. Finalmente, la respuesta al problema
ha quedado reducida al uso de la formula para contar permutaciones con repeticion a
partir del conjunto {A, A, B, B, B}.

Arrow Ave

Borda Ave

Condorcet Ave

Dodgson Ave

Euler Ave

Fibonacci Ave

anh Sh 6h Th g

Imagen 9. Ruta que describe la posicion AABBB

Fuente. Creacion propia
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habilidades del razonamiento matematico y permite avanzar en el pensamiento
algoritmico. En este sentido, se recomienda conducir la actividad hasta llegar a la
generalizacion de la respuesta, es decir, dados cualquier punto de partida y cualquier
punto de llegada. Se sugiere la posibilidad de aumentar la complejidad del problema
introduciendo variantes como restringir los movimientos que puede hacer el mensajero o
colocar un parque en la zona central del mapa, pues esto hace que se reduzca el nlimero
de soluciones y podria llegarse incluso a un escenario con solucion tinica; también podria
ampliarse la cantidad de calles y avenidas para una posible generalizacion de la solucion.

CONCLUSIONES

La busqueda y analisis de nuevos contextos para la ensefianza de las técnicas de conteo
llevd a encontrar recursos versatiles que ademas de potenciar el pensamiento
combinatorio complementan la formacion en matematicas bajo un ambiente ludico. De
otro lado, examinar problemas propios de las matematicas discretas develo la importancia
del desarrollo de las habilidades propias del pensamiento algoritmico desde la formacion
en Matematicas en basica primaria. A este respecto, admitiendo que segun la organizacion
curricular vigente este compromiso lo adquiere el profesor de Tecnologia e Informatica,
vemos posible integrar esta area con temas de probabilidad, algebra y matematicas en
actividades como las propuestas, para asi optimizar el tiempo del que se dispone.

En cuanto al potencial de los recursos presentados todos permiten ilustrar el uso de
técnicas de conteo pero demandan un proceso previo de interpretacion de un contexto, la
delimitacion del problema a abordar y finalizan con una actividad de generalizacion de la
solucion (Cryptarithm y Getting there from here) o el disefio de una estrategia de juego
(CLUE) por esto recomendamos su utilizacion.
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