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Daniel McGee y Rafael Martinez Planell

Resumen: Un elemento basico en el movimiento de reforma del calculo es la in-
corporacion de representaciones multiples de funciones en el curso. El uso de re-
presentaciones multiples de funciones produce diferentes meétodos y formas de
tratar los topicos del curso. La “regla de tres”, que fue adoptada por el Consorcio
de Harvard, consiste en que cada topico sea presentado desde los puntos de vis-
ta algebraico, geométrico y numérico. Estos corresponden hasta cierto punto al
uso de formulas, graficas y tablas para presentar un topico. Este articulo presen-
ta nuestra motivacion para adoptar un curso de calculo de reforma, describe ma-
terial suplementario que hemos creado para el curso y provee algunos resultados
de un estudio estadistico que llevamos a cabo para evaluar la efectividad de los
meétodos de reforma en el curso de calculo.

Abstract: A basic element of calculus reform movement is the incorporation of
multiple representations of functions into the course. Using multiple representa-
tions of functions produces distinct methods and approaches to the topics of cal-
culus. The “rule of three” adopted by the Harvard Consortium indicates that each
topic should be presented from algebraic, geometric, and numeric points of view.
To certain extent, these correspond to the use of formulas, graphs, and tables to
present a topic. This article presents our motivation for adopting a “reform” cal-
culus course, outlines supplementary material that we have created for this cour-
se, and provides some results of a case control study we conducted to judge the
effectiveness of reform methods at calculus level.

Fecha de recepcion: marzo de 2002.
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INTRODUCCION

El uso de representaciones multiples puede dar a los alumnos varias imagenes
mentales para lograr entender el concepto de funcion (Barker, 1993; Barshinger,
1993; Cuocco, 1994). Una extension natural de este concepto es lo que se lla-
ma en el movimiento de reforma del calculo “la regla de tres™ que cada topico
se debe presentar desde la perspectiva algebraica, geométrica y numeérica. Este
articulo describe una experiencia con representaciones multiples vy “la regla de
tres” al nivel de calculo.

Hace algunos aiios, en la Universidad de Puerto Rico en Mayagtiez nos dimos
a la tarea de implantar un modelo de célculo de reforma en pos de mejorar la en-
sefianza de esta materia. En este articulo, discutimos nuestra motivacion para ha-
cer este cambio. Luego, describimos un suplemento (Acufia, 1993) que original-
mente desarrollamos para ser usado con los materiales del Consorcio de Harvard
(cch) (Hughes-Hallet, Gleason et al, 1995). Este suplemento también puede ser
utilizado con cualquier curso de calculo. Finalmente, compartimos algunos de
los resultados de una evaluacion que hicimos comparando el rendimiento de los
estudiantes en secciones de reforma con el de estudiantes en secciones tradicio-
nales.

LA REFORMA EN LA ENSENANZA DEL CALCULO
Y LA REGLA DE TRES

Los estudiantes tienden a salir de un curso tipico de calculo con una intuicion
seometrica muy pobre (Eisenberg y Dreyfus, 1991; Tall, 1991; Selden, Selden y
Mason, 1994; Zimmermann y Cunningham, 1991). Asi, por ejemplo, hace algunos
anos pedimos en una prueba que se computara la integral de la funcion valor
absoluto en el intervalo de -1 a 1. Muchos estudiantes no pudieron completar
exitosamente el ejercicio, a pesar de que la interpretacion geométrica obvia pro-
porciona el resultado de inmediato. Mas interesante aun fue examinar la natura-
leza de los errores cometidos por los estudiantes. La gran mayoria escogi6 hacer
un computo analitico de la integral, cometiendo todo tipo de errores algebraicos
al no saber manejar correctamente la expresion de valor absoluto. ¢A qué se debe
que nuestros estudiantes graviten automaticamente a la manipulacion de simbo-
los incluso en situaciones donde la interpretacion geomeétrica resulta mas efectiva?
¢Qué podemos hacer al respecto? A nuestro entender, para desarrollar la intuicion
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geométrica en el estudiante promedio hay que disefiar ejemplos y ejercicios con
este fin explicito en mente. Esto es algo que en textos tradicionales de calculo
no sucede con suficiente frecuencia.

En varios de los textos que resultaron del movimiento de reforma del calcu-
lo en Estados Unidos (Darken, Wynegar y Kuhn, 2000; Haver, 1998; Tucker y
Leitzel, 1995; Tucker, 1990; Solow, 1994), se hace un esfuerzo genuino por de-
sarrollar la intuicion geométrica. En particular, con el texto de calculo del Con-
sorcio de Harvard (Hughes-Hallet, Gleason, et al, 1995), se populariza “la regla
de tres” donde, al mismo tiempo que se desarrolla la intuicion geomeétrica, tam-
bién se tienden lazos con el entendimiento analitico para fortalecer asi ambos
modos de pensamiento. También consistentemente a través de este y otros tex-
tos que ponen en practica la “regla de tres”, se entrelaza el tratamiento numeéri-
co con el geométrico vy analitico. Esto se hace con el uso de tablas numéricas
que permiten interpretar el calculo en el contexto de colecciones discretas de da-
tos. El continuo enfocar e interrelacionar de las ideas del calculo desde estas tres
perspectivas (geometrica, analitica, y numérica) puede contribuir a construir una
red de ideas que facilite la recuperacion de memorias, al mismo tiempo que pre-
para al estudiante para que enfoque un problema dado desde perspectivas dife-
rentes. Esto esta de acuerdo con investigaciones sobre el funcionamiento de la
memoria que establecen que, mientras mas conexiones se puedan formar entre
informacion que ha de ser recordada, mejor se puede recordar esa informacion
(Hirst, 1988).

Ademas de la falta de intuicion geomeétrica, los estudiantes tipicamente tienen
dificultad en transferir el conocimiento matematico obtenido en el curso de calcu-
lo a las situaciones nuevas que se les presentan en los cursos de ciencias aplica-
das, en particular de ingenieria. La practica de presentar las ideas primero en el
contexto de una situacion sencilla de la vida diaria permite al estudiante utilizar su
sentido comun como punto de acceso al entendimiento de un nuevo concepto.
De esta manera, el estudiante construye sobre lo ya conocido y de inmediato rela-
ciona el mundo que lo rodea con su emergente mundo matematico del calculo.

PROPOSITO DEL SUPLEMENTO

El suplemento fue disefiado en un inicio para ser usado conjuntamente con el
texto de célculo del Consorcio de Harvard (ccH). Sin embargo, puede adaptarse
para ser usado con cualquier otro texto de célculo.
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El suplemento se concentra principalmente en los topicos que corresponden
a un segundo semestre de calculo en nuestra universidad, o sea: integracion (por
tablas, numérica, impropia), aplicaciones de la integral (concentrandonos en aplica-
ciones a geometria vy a fisica), una breve introduccion a ecuaciones diferenciales
(campos de pendientes, método de Euler y separacion de variables) v, por ultimo,
aproximaciones (polinomios de Taylor, serie de Taylor, aplicaciones, y un apeéndice
que trata de series en general).

Cada seccion del suplemento cuenta con tres partes: una introduccion, el
cuerpo de la seccion, y una coleccion de problemas suplementarios. La introduc-
cion, que por lo general es muy breve, estad dirigida al profesor del curso. Por lo
comun, se sugieren aspectos de la materia en la que se va a hacer énfasis y se
dan algunas indicaciones referentes a los problemas suplementarios. En algunas
secciones esta parte hace referencia al texto del ccH.

La parte mas importante y mas extensa de cada seccion, el cuerpo de la sec-
cion, consiste en una serie de ejemplos trabajados con todo detalle. Esta parte
ha sido escrita teniendo al estudiante en mente y su proposito es facilitarle el en-
tendimiento del material, proporcionandole una mayor variedad de ejemplos no
tradicionales y ejemplos donde se interrelacionan diferentes formas de represen-
tacion: algebraica, numérica y geométrica. Se incluyen, posiblemente, méas deta-
lles de los que un texto tipico ofrece.

Finalmente, en cada seccion incluimos una coleccion de problemas suple-
mentarios, en ocasiones para expandir la materia cubierta en una seccion dada
del texto (ccn) y, en general, para dar al profesor opciones mas alla de las con-
tenidas en el texto que esté usando.

EJEMPLO TOMADO DE UNA SECCION DEL SUPLEMENTO
SITUACION

Tenemos una taza de café con una temperatura inicial de 80°F en una habita-
cion donde la temperatura ambiente es igual a 26°F. Después de un minuto, la
temperatura es igual a 78°F. Queremos saber cudl es la temperatura del café des-
pués de 10 minutos, después de 20 minutos y después de una hora.
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REPRESENTACION DE LA SITUACION CON UNA ECUACION DIFERENCIAL

Seguin la ley de enfriamiento de Newton, la razon con que un objeto se enfria es
proporcional a la diferencia entre la temperatura ambiente y la temperatura del
objeto. Es decir, si un objeto esta a una temperatura 50°F mas caliente que el
medio ambiente, la temperatura va a bajar mucho mas rapido que si solo estu-
viese 1°F mas caliente que el medio ambiente. Para representar este concepto
matematicamente, podemos definir las variables:

t = minutos transcurridos, y
x() = temperatura después de t minutos.

Con estas variables, la relacion de Newton se puede expresar como

K _ (1) -26), x(0) =80

dt
donde k es la constante de proporcionalidad para el enfriamiento de café. Las
constantes de proporcionalidad para distintas sustancias estan en libros de refe-
rencia o se pueden conseguir de manera experimental. Vamos a suponer que he-
mos determinado que nuestra constante de proporcionalidad es k = -0.2. Enton-
ces, la ecuacion diferencial va a ser:

X 02(x(t) - 26), x(0) = 80
dt

SOLUCIONES ALGEBRAICAS

La primera alternativa para conseguir los datos que buscamos es resolver la
ecuacion diferencial algebraicamente utilizando el método de separacion de va-
riables. Al separar las variables e integrar ambos lados

dx
E = —OZ(X(t) - 26)

llega a ser
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d
jx(t)—f% - j —0.2dt

Completando la integracion, tenemos la formula

In (x - 26) = -0.2t + C, donde C es constante.
Aplicando la funcion exponencial a ambos lados, obtenemos

X =26 = 020 = g02leC = (e donde C, = e“
y asi terminamos con la formula
x(t) =26 + C,e%  x(0) = 80
Sustituyendo la condicion inicial, tenemos:
80 = 26 + C,e".
Asi, podemos concluir que C, = 54 y nuestra formula es
x(t) = 26 + 54e0!

Con esta formula podemos concluir que, después de 10 minutos, x = 26 +
54e? = 33.308°. Después de 20 minutos, x = 26 + Sde™ = 26.989° v después
de una hora, x = 26 + H4e'? = 26°.

SOLUCIONES GEOMETRICAS

La ecuacion diferencial nos da la férmula para la pendiente m = % =-0.2(x - 26)

de la recta tangente a una curva solucion y = x () en un punto (t x(1)). Con esta
formula, podemos construir el cuadro 1, donde para cada (t, x), el cuadro nos da
la pendiente asociada.
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Cuadro 1 Pendiente en el punto (t x)

Minutos (1)

0 15 30 45 60 75

0 5.2 5.2 5.2 5.2 5.2 5.2

= 20 12 12 12 12 12 12
<

g 26 0 0 0 0 0 0

‘}E-’ 40 -28 -28 -28 -28 -28 -28
'2

60 -6.8 6.8 -6.8 -6.8 -6.8 -6.8

80 -108 -108 -108 -108 -108 -108

Con este cuadro, podemos dibujar el sistema de coordenadas y poner en ca-
da uno de los puntos (t x()) un pequefio segmento de recta con la pendiente
que indica el cuadro. Observamos que una curva x(t) que sea solucion de la ecua-
cion diferencial y que pase por un punto (¢ x (f) va a tener como tangente el seg-
mento de recta que esta ahi dibujado. La figura 1 contiene el campo de pendien-

tes que resulta al seguir este procedimiento con los datos del cuadro anterior.
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Con la ayuda de la tecnologia, podemos mejorar este campo de pendientes
para incluir muchos mas puntos v las pendientes asociadas. Esto se muestra en
la figura 2.

X =-0.2* (x - 26)
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Figura 2

Sabemos que al comienzo del experimento, o sea cuando t = 0 minutos, la
temperatura es igual a 80°F. Por tanto, la curva de la solucion va a pasar por el
punto (0, 80) y, ademads, debe ser consistente con el campo de pendientes que
obtuvimos de la ecuacion diferencial. Con estos dos datos podemos aproximar
la curva solucion como en la figura 3.

Al inspeccionar visualmente la curva solucion, podemos ver que los puntos
asociados con x = 10, x = 20 y x = 60 son aproximadamente (10, 33), (20, 27) y
(60, 26). Asi, después de 10 minutos la temperatura es aproximadamente 33°F,
después de 20 minutos la temperatura es aproximadamente 27°F, v después de
60 minutos la temperatura es aproximadamente 26°F. Esto es congruente con
los resultados obtenidos anteriormente con métodos algebraicos.
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x =-0.2% (x - 26)
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Figura 3

SOLUCIONES NUMERICAS

Ahora, vamos a conseguir la solucion numéricamente utilizando el método de
Euler. Para comenzar, tomamos At = 2, es decir, vamos a aproximar los puntos
(t x(t) de la curva solucion tomando intervalos de 2 minutos: partiendo de (0,
x(0)) aproximamos (2, x(2)), luego, partiendo de esta aproximacion de (2, x(2))
aproximamos (4, x(4)), y continuamos de esta manera. Para hacer esto, manten-
dremos la pendiente constante en intervalos de 2 minutos a la vez.

Durante el primer intervalo de 2 minutos, comenzamos en t = 0 minutos con
una temperatura de 80°F, o sea, en el punto (0, 80). La pendiente de la curva en

este punto es m= % =—-0.2(80-26) = —10.8. Al trazar una recta que comien-

za en (0, 80) y sigue hasta t = 2 con pendiente igual a -10.8, vamos a terminar
en el punto (2, 58.4).

Ahora estamos listos para comenzar el segundo paso de nuestra iteracion.
Comenzamos en t = 2 minutos con una temperatura de 58 4°F, o sea, en el punto
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(2, 584). La pendiente de la cunva en este punto es m = % =—-0.2(584 - 26) = —6.48.
Al trazar una recta que comienza en (2, 584) y sisue hasta t = 4 con pendiente
igual a -6.48, vamos a terminar en el punto (4, 45.44).

El proceso durante los primeros dos intervalos, se puede visualizar en la figura 4.

80 (0, 80)
m = -108 2, 584)
60 —1—
4 m = -648 (4, 4544)

40 1+

20 —+
| | | | |
0 I I I I I
1 2 3 4 5

Figura 4

Al repetir este procedimiento 30 veces para todos los intervalos de 2 minutos
entre 0 y 60 minutos, obtenemos la figura 5.

Con los valores de la grafica 5 encontramos que, después de 10 minutos, la
temperatura es aproximadamente 30.20°F, después de 20 minutos la temperatura
es aproximadamente igual a 26.33°F y después de 60 minutos la temperatura es
aproximadamente 26°F. Claramente los resultados que se obtienen dependen
del tamaiio de At En este caso vemos que los resultados que obtuvimos son al-
oo distinto a los obtenidos anteriormente.

Si repetimos el mismo procedimiento usando At = 0.01 encontramos que,
después de 10 minutos, la temperatura es 33.2935, después de 20 minutos, la
temperatura es igual a 26.9879 v, después de 60 minutos, la temperatura es igual
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Figura 5

a 26.0003. Comparado con los valores precisos que conseguimos con el méto-
do algebraico, podemos ver que este método es extremadamente preciso si utili-
zamos un valor de At muy pequeno.

RESUMEN DE LOS METODOS
En conclusion, hemos buscado la temperatura después de 10, 20 y 60 minutos
empleando tres métodos distintos. Encontramos que todos los métodos nos die-

ron aproximadamente la misma respuesta, aunque con el método numérico te-
nemos que tener cuidado de utilizar un valor de At suficientemente pequenio.

RESULTADOS

Como parte de la evaluacion de la implantacion del modelo del calculo de refor-
ma (ccH), formamos un comité que inclufa a tres profesores del curso tradicional
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vy a tres profesores del curso de la reforma. Este comité escogio 10 preguntas co-
munes para los examenes finales del curso tradicional y del curso de la reforma.
De estas 10 preguntas, 3 requerian un buen dominio de la interpretacion geo-
meétrica y/o numérica de conceptos de calculo. Estas preguntas fueron conside-
radas por el comité como ligeramente orientadas hacia el método de Harvard.
Otras 3 eran preguntas donde se pedia hacer un computo que solo requeria bue-
na destreza algebraica. Estas se consideraron como ligeramente orientadas hacia
el método tradicional. Hubo otras 4 preguntas que se consideraron neutrales.
Aproximadamente 500 estudiantes hicieron la prueba en igualdad de condiciones.
Mas o menos la mitad de los estudiantes habian usado el calculo de la reforma
y la otra mitad, el calculo tradicional.

Para asegurar que las poblaciones de estudiantes en ambas modalidades de
céalculo tenian una preparacion matematica comparable previa al curso, usamos
la Prueba Estandardizada de Aprovechamiento en Matemética que es administrada
por el Puerto Rico College Board y que los estudiantes realizan antes de entrar en
la universidad. Habiamos observado en estudios anteriores que esta prueba era
un buen predictor del desempeno académico de los estudiantes en los cursos de
matematica.

Creamos 5 grupos distintos como se aprecia en el cuadro 2.

Solamente hicimos comparaciones entre alumnos del mismo grupo. Se adju-
dico un total de 30 puntos para las preguntas comunes. Los resultados estan en
el cuadro 3.

Estos resultados son solo parte de los que se obtuvieron en el estudio esta-
distico que se realizo después de un segundo semestre de calculo. Se pueden
obtener mas resultados del analisis estadistico que se hizo para la primera por-
cion del curso de calculo en Acuna y Martinez-Planell (1995).

Cuadro 2
Grupo Nota en la Prueba Estandarizada
| Mejor que 749
I 700-749
Ml 650-699
v 600-649
V Menos de 600
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Cuadro 3
Promedio de los alumnos Promedio de los alumnos
Grupo en el curso de reforma en el curso tradicional

I 29.0 225

Il 213 183

Il 19.0 164

v 185 112

\Y 175 19.0
CONCLUSION

El estudio estadistico que se hizo comparando el aprovechamiento de los estu-
diantes en las secciones de calculo de reforma con el de los estudiantes en las
secciones tradicionales sugiere que, al finalizar el curso, los estudiantes de refor-
ma habian logrado una mejor comprension de conceptos basicos de calculo que
los de las secciones tradicionales. Claramente este estudio estadistico no permi-
te concluir sin lugar a dudas que los resultados positivos obtenidos se deben a
la aplicacion consistente de representaciones multiples a través del curso. Son
demasiadas las variables que pueden afectar el aprendizaje de la matematica. Sin
embargo, estos resultados si indican que vale la pena continuar utilizando repre-
sentaciones multiples en la presentacion de los conceptos de calculo y seguir es-
tudiando el efecto de este enfoque en el aprendizaje que se da en los estudiantes.

En resumen, nuestra experiencia con la reforma fue una experiencia muy po-
sitiva, tanto en términos de los resultados como en términos de la experiencia pe-
dagogica. Alsunos aspectos que hemos sefalado del suplemento ayudaron a que
la implantacion del programa fuera un éxito. Asi, nos gustaria ofrecerlo como op-
cién a otros profesores e instituciones. Tanto el suplemento como resultados méas
completos de nuestro estudio de la efectividad del programa del Consorcio de
Harvard se pueden conseguir poniéndose en contacto con los autores.
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