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Resumen: En este articulo se hace una sintesis de diversos trabajos relevantes del
campo de la psicologia cognitiva v de la didactica de las matematicas, los cuales
abordan la construccion del sentido en el caso particular de los problemas aritmé-
ticos. Se pretende aportar elementos teoricos que permitan comprender mejor
como los alumnos pueden dar sentido al enunciado de un problema y compro-
meterse en la solucion. Se trata también de hacer elecciones argumentadas para
planificar la ensenanza de los problemas aritméticos en la escuela elemental.

Palabras clave: Construccion del sentido, problemas aritméticos, escuela pri-
maria.

Abstract: This article proposes a synthesis of various works concerned with the
fields of cognitive psychology and the fields of mathematics didactics on the ques-
tion of meaning construction in the particular case of arithmetic problems. It is a
matter of bringing theoretical elements making it possible to better unders-
tanding how the students can give sense to a problem statement and engage
themselves into the resolution. It is also a question of making sound choices in
order to plan the teaching of the arithmetic problems at elementary school.
Keywords: Meaning construction, arithmetical problems, primary school.

INTRODUCCION

La cuestion de la ensenanza de las operaciones y de los problemas aritméticos
es recurrente. ¢Coémo articular el trabajo sobre los problemas con la necesidad
de adquisicion de técnicas operatorias?, ¢Como trabajar el “sentido” de las ope-
raciones?, ¢Qué significa “construir el sentido™ En este articulo, me propongo
“re-visitar” estas cuestiones a la luz de diversos trabajos sobre el tema, presen-

Fecha de recepcion: febrero de 2002.
! Traduccion del francés de Alicia Avila, David Block y Guillermina Waldegg,
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tando primero diferentes puntos de vista complementarios sobre la nocion de
sentido.

Actualmente, un slogan de la pedagogia es la necesaria construccion del sen-
tido. El postulado sobre el cual se apoya este slogan es que un conocimiento no
puede ser funcional sino en la medida en que es portador de sentido para quien
lo posee. De manera breve se podria decir que un conocimiento es portador de
sentido para un sujeto si este ultimo es capaz de identificar un campo de apli-
cacion de este conocimiento. Pero esta formulacion es relativamente reduccionis-
ta en la medida en que remite principalmente a un aspecto “funcional” de los
conocimientos, toma en cuenta al sujeto, pero ignora en parte la naturaleza vy el
valor intrinseco de los conocimientos.

Desde un punto de vista filosofico, siguiendo a G. Deleuze (1969),? podemos
considerar la cuestion del sentido a partir de la articulacion de tres dimensiones:

* La primera es la relativa a lo que Deleuze designa como “referencia’, y que
se podria caracterizar de manera un poco simplista como vinculo con el
mundo real; se podria igualmente decir que la referencia articula las pro-
posiciones con los objetos de los que éstas hablan, esto remite a una cier-
ta funcionalidad del saber v a una forma de objetividad, puesto que en ese
dominio las proposiciones seran susceptibles de verificacion.

» Lasegunda es la “significacion”, esta dimension remite a los conceptos en
st mismos v a las relaciones entre los conceptos. En esta dimension, las
proposiciones son susceptibles de tener un valor de verdad, se puede ha-
blar de la pertinencia o de lo absurdo de las proposiciones enunciadas.

» La ultima, la “manifestacion”, se refiere a hacerse cargo de la subjetividad
de las proposiciones, el sujeto se apropia de la proposiciones o se distan-
cia de ellas; es la relacion del sujeto con el saber.

Desde el punto de vista de la psicologia cognitiva, el sentido se define con re-
ferencia al sujeto. Para G. Vergnaud,® por ejemplo, el sentido es una relacion del

sujeto con las situaciones y con los significantes.

Mas precisamente, son los esquemas, es decir las conductas y su organiza-

2 Citado por M. Fabre (1999).
3 G. Vergnaud (1990), p. 158.
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cion, evocados por el sujeto individual para una situacion o para un signifi-
cante, los que constituyen el sentido de esta situacion o de ese significado para
ese individuo. El sentido de la adicion para un sujeto individual es el conjunto
de esquemas que puede poner a funcionar para abordar las situaciones a las
cuales se enfrenta y que implican la idea de adicion, es también el conjunto
de esquemas que puede poner en practica para operar con los simbolos, nu-
méricos, algebraicos, graficos y lingtiisticos que representan la adicion.

Desde un punto de vista didactico, por ejemplo para Brousseau —que se apo-
va a este respecto en el pensamiento de Bachelard- el sentido de un conocimien-
to estd definido por tres conjuntos:

a) la coleccion de situaciones en las que este conocimiento se realiza en
cuanto teorfa matematica (semantica).

b) la coleccion de problemas en los que este conocimiento interviene como
solucion (pragmatica).

¢) el conjunto de concepciones, de elecciones anteriores que ¢l rechaza (his-
toria individual y colectiva).

Se ve aqui aparecer la nocion de concepcion, tanto desde un punto de vista
epistemologico como desde un punto de vista psicoldgico.

En cada uno de estos tres paradigmas encontramos, con pesos diferentes, la
relacion con el mundo, el aspecto subjetivo y las caracteristicas teoricas y episte-
moldgicas de los saberes.

Para la ensefianza que tiene por objetivo trabajar las operaciones aritméticas,
la cuestion del sentido se planteard en tres niveles:

 El del concepto (sentido de la adicion, de la sustraccion, de la multiplica-
cion, etcétera).

 El del problema (como ayudar a los nifios a comprender un problema y
resolverlo).

* El de la articulacion entre la comprension del problema v la puesta en
marcha de un procedimiento de resolucion.
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I. EL SENTIDO DE UN CONCEPTO
1.1. CONCEPTO Y CAMPO CONCEPTUAL
Nos apoyaremos en la definicion propuesta por G. Versnaud:*

Una aproximacion psicologica vy didactica de la formacion de conceptos ma-
tematicos lleva a considerar un concepto como un conjunto de invariantes
utilizables en la accion. La definicion pragmatica de un concepto apela asi al
conjunto de situaciones que constituyen la referencia de sus diferentes pro-
piedades y al conjunto de esquemas puestos en practica por los sujetos en
esas situaciones. No obstante, la accion operatoria esta lejos de ser la totalidad
de la conceptualizacion de lo real. No se discute la validez o la falsedad de
un enunciado totalmente implicito y no se identifican los aspectos de lo real
a los cuales hay que poner atencion, sin la ayuda de palabras, enunciados,
simbolos vy signos. El uso de significantes explicitos es indispensable para la
conceptualizacion. Esto nos lleva a considerar que un concepto es una triple-
ta de tres conjuntos:

C=(S 1 ###)

S: el conjunto de situaciones que dan sentido al concepto (la referencia);

I: el conjunto de invariantes sobre los cuales descansa la operacionalidad
de los esquemas (los significados);

###: el conjunto de formas lingtiisticas vy no lingtiisticas que permiten re-
presentar simbolicamente el concepto, sus propiedades, las situaciones v los
procedimientos de tratamiento (el significante).

Estudiar el desarrollo y el funcionamiento de un concepto en el curso del
aprendizaje o durante su utilizacion es necesariamente considerar a la vez es-
tos tres planos. No hay en general una biveccion entre significantes v signifi-
cados, ni entre invariantes v situaciones. No se puede, pues, reducir el signifi-
cado ni a los significantes ni a las situaciones.

Pero los conceptos no estan aislados, estan constituidos en una red y man-

tienen relaciones entre ellos, lo que conduce a G. Vergnaud a definir “campos
conceptuales” (en otras disciplinas se habla también de “tramas conceptuales’).

4 1bid, p. 145.
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En un primer momento, Vergnaud® define un campo conceptual como
“un conjunto de situaciones, lo que permite generar clasificaciones que se basan
en el analisis de las tareas cognitivas y de los procedimientos que pueden poner-
se en juego en cada una de ellas”.

Asi, por ejemplo, el campo conceptual de las estructuras aditivas es el con-
junto de situaciones, en el sentido de tareas, que demandan una adicion, una
sustraccion o una combinacion de tales operaciones. Esta primera aproximacion
permite, como va sefalamos, “generar una clasificacion que descansa en el ana-
lisis de las tareas cognitivas v de los procedimientos que pueden ponerse en jue-
g0 en cada una de ellas”.

Despues, Versnaud® precisa: “el campo conceptual de las estructuras aditivas
es a la vez el conjunto de situaciones cuyo tratamiento implica una o varias adi-
ciones o sustracciones, v el conjunto de conceptos y teoremas que permiten ana-
lizar esas situaciones como tareas matematicas. Son asi constitutivas de las es-
tructuras aditivas, los conceptos de cardinal, medida, transformacion temporal
por aumento o disminucion, relacion de comparacion cualitativa, inversion [..]”

Este segundo enfoque conduce a afinar la clasificacion y, con ello, resulta a
la vez matematica y psicologica.

La teoria de los campos conceptuales no es propiamente una teoria “didacti-
ca’, es una teoria del desarrollo cognitivo que resulta, como acabamos de decirlo,
de consideraciones psicologicas y matematicas. Esta teoria permite un analisis de
las situaciones didacticas, pero también de las dificultades conceptuales encon-
tradas por los alumnos, del repertorio de procedimientos disponibles, de formas
de representacion posibles, etcétera.

En didactica de las matematicas, M. Artisue” retoma esta definicion de con-
cepto de la manera siguiente, posicionandola en relacion con la de concepcion:

Asi como se distinguen en un concepto matematico la nocién matematica tal
como se define en el contexto del saber sabio en una época dada, el conjun-
to de significantes asociados al concepto, la clase de problemas en cuya re-
solucion toma su sentido, los teoremas, las técnicas algoritmicas especificas
del tratamiento del concepto, asi también se distinguiran en las concepciones de
los sujetos esos diferentes componentes y, en particular, la clase de situacio-

° Ibid, p. 146.

6 Ibid, p. 147.

M. Artigue (1984), Contribution ¢ I'étude de la reproductibilité des situations didactiques,
Tesis de doctorado de Estado, Paris VII.
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nes-problema que dan su sentido al concepto para el alumno, el conjunto de
significantes que él es capaz de asociar a dicho concepto, en particular las
imagenes mentales, las expresiones simbolicas, los teoremas, los algoritmos
de los que dispone para manipular el concepto.

1.2. LOS CAMPOS CONCEPTUALES DE LAS ESTRUCTURAS ADITIVAS Y MULTIPLICATIVAS

G. Vergnaud distingue en los problemas, los ntimeros que designan estados, que
son numeros reales (positivos si designan estados-medida y positivos 0 negativos
si designan estados relativos), y los ntimeros que traducen una transformacion o
una comparacion (y que son reales positivos 0 negativos).

Asi, en el enunciado “Cloé tiene 57 estampas, le da 15 a Jeanne. ¢Cuéntas es-
tampas tiene Clo¢ ahora?’, el numero “57” designa un estado (el haber inicial de
Cloe¢), cuando Cloé da 15 estampas a Jeanne, se trata de una transformacion que
aqui es negativa y puede representarse por el niimero “-15”. La pregunta orien-
ta a la determinacion del estado final, es decir, el niimero de imagenes de Cloé
después de la transformacion de su haber.

Tomemos otro ejemplo: “Pedro tiene 27 canicas, Victor tiene 15 canicas mas
que Pedro, ¢cudntas canicas tiene Victor?”, el numero “27" designa un estado, es
el referente para la comparacion, la comparacion es positiva “+15”, se busca el
estado referido, es decir, el haber de Victor.

Para las estructuras aditivas, G. Vergnaud identifica seis relaciones basicas a
partir de las cuales es posible engendrar la casi-totalidad de problemas de adi-
cion y de sustraccion de la aritmetica ordinaria (véase el anexo 1).

Esta clasificacion muy fina se apoya a la vez en un analisis matematico de los
objetos en juego v de las relaciones entre esos objetos y en un anélisis psicolo-
sico de la tarea por efectuar para resolver el problema.

La clasificacion, que consiste en categorizar los problemas en funcion de si
la resolucion experta es una adicion o una sustraccion, hace caso omiso de los
dos andlisis anteriores para centrarse solamente en las escrituras matematicas
que traducen no el problema sino su solucion. De dicha clasificacion se deducia
—-de manera apresurada- que los problemas cuya resolucion implica una sustrac-
cion eran mas dificiles que los que requerian una adicion. El contraejemplo
sisuiente permite invalidar esta concepcion y mostrar que la dificultad de un pro-
blema esta esencialmente lisada a su estructura y al elemento de esa estructura
sobre el cual se plantea la pregunta.
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Asi el problema: “Paul tenia 105f (francos) en su portamonedas. Gastd 991,
‘cuanto dinero tiene ahora en su portamonedas?” no plantea grandes dificulta-
des a los alumnos, aunque se trata de una sustraccion. En cambio el problema
“Maria va de compras, gasta 150f. Ahora le quedan 200f en su portamonedas.
¢Cuanto dinero tenia Maria en su portamonedas antes de hacer las compras?” es
un problema dificil aunque la situacion sea familiar, aunque los ntimeros en jue-
g0 sean simples y aunque la operacion por efectuar (una adicion) sea elemental.

La aproximacion de G. Vergnaud permite poner en evidencia la necesidad de
simultaneidad del aprendizaje de la adicion y la sustraccion, permite conducir un
analisis a priori de las situaciones al precisar las relaciones matematicas aborda-
das v la tarea de los alumnos.

En lo que concierne a las estructuras multiplicativas, G. Vergnaud propone
cuatro clases: la comparacion multiplicativa, la proporcionalidad simple, la pro-
porcionalidad simple compuesta, la proporcionalidad doble (cf. anexo 2).

Desde un punto de vista didactico, esta tipologia permite re-visitar el problema
del momento del aprendizaje en el que se introduce la division abogando por un
acercamiento simultaneo con el de la multiplicacion, siempre y cuando se elijan
los problemas de manera pertinente.

Estas tipologias de problemas aditivos y multiplicativos permiten ayudar a los
profesores a identificar con precision, en los problemas que plantean, los objetos
matematicos en juego v sus relaciones, analizar la complejidad de la tarea que
proponen y, por tanto, a decidir, establecer secuencias para conducir a los alum-
nos a enfrentarse a situaciones variadas v construir evaluaciones en concordan-
cia con los aprendizajes efectuados.

Finalmente, se podra decir que un sujeto construyé el sentido de una opera-
cion si reconoce en cualquier situacion relevante del campo conceptual las es-
tructuras que corresponden a esta operacion, la estructura especifica de esta si-
tuacion vy, posteriormente, si la aborda de manera conveniente. Pero la cuestion
de saber como va a dar sentido el sujeto a un problema particular queda plan-
teado vy es esta cuestion la que vamos a examinar ahora.
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II. EL SENTIDO DE UN PROBLEMA, REPRESENTACION
Y TRATAMIENTO ASOCIADO

1.1 éQUE ES UN PROBLEMA?
Comenzaré haciendo una cita de J. Brun:®

Un problema generalmente se define como una situacion inicial con un ob-
jetivo por alcanzar, que le pide al sujeto realizar una serie de acciones o de
operaciones para alcanzar ese objetivo. Solo hay un problema en la relacion
sujeto-situacion, y solo cuando la solucion no esta disponible de golpe pero
es posible construirla. Esto significa también que un problema para un cier-
to sujeto puede no ser problema para otro, debido, por ejemplo, al distinto
nivel de desarrollo intelectual de ambos sujetos.

Dar sentido a un problema, o aun comprenderlo, requiere por lo tanto de la
articulacion de diversas competencias.

Comprender el problema es, por una parte, comprender que el enunciado
planteado relata una cierta situacion, la cual, en el caso de los problemas aritmé-
ticos de la escuela elemental, se obtiene con frecuencia de la vida real y, ademas,
que los datos que se proporcionan son va respuestas a preguntas que podria ha-
berse planteado un personaje ficticio que se encontrara en la situacion evocada.
Pero es también comprender que ese enunciado debe conducir a una “accion”
que implica una reflexion y tomas de decision, es decir que no se trata simple-
mente de un acto de lectura, sino de un texto especifico que contiene un pro-
yecto de respuestas a preguntas. Asi, Brousseau® propone una ingenieria para el
aprendizaje de la sustraccion que, escribe él, “se propone hacer pasar las pregun-
tas del dominio del profesor al dominio del alumno, ensenar tanto las preguntas
como las respuestas y, hasta donde sea posible, ensefiar los conocimientos con
su sentido”

Es por tanto indispensable que la lectura del enunciado evoque una situa-
cion que, si no es va conocida por el alumno, sea susceptible de ser construida
mentalmente por analogia o adaptacion de situaciones conocidas. De esta ma-
nera, el alumno puede construir una representacion mental de la situacion evo-

8 Jean Brun, Math-Ecole, num. 141.
9 Guy Brousseau (1989), Rom 9/3, La Pensée Sauvage, p. 327.
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cada y anticipar las que pueden ser preguntas relativas a dicha situacion. Puede
entonces leer ciertos datos como respuestas a ciertas preguntas, mientras com-
prueba que otras preguntas no estan planteadas en el enunciado pero podrian
estarlo manipulando los datos. Sin fase de anticipacion, es muy dificil “escoger la
operacion correcta”. A partir de esta representacion mental de la situacion y de
la anticipacion de preguntas y de respuestas, el alumno puede resolver el proble-
ma v no a partir de rasgos o de indices superficiales del texto o de la proximidad
temporal con nociones en proceso de aprendizaje.

1.2. LA CONSTRUCCION DE LAS REPRESENTACIONES

Los trabajos en psicologia cognitiva que se han realizado desde hace unos 20
anos han centrado la atencion en la cuestion de la construccion de las represen-
taciones del sujeto, tanto para fines de la comprension de fenomenos cognitivos
como para fines de ayudar al sujeto en casos de disfuncionamiento de los meca-
nismos cognitivos. El término de representacion se utiliza aqui en el sentido de
una representacion puntual y ocasional ligada a una situacion particular (en caso
contrario se habla de conocimientos o de concepciones, de conjuntos de conoci-
mientos y de creencias estables en la memoria de largo plazo, o de estructura
cognitiva si lo que interesa es su organizacion).

Estos trabajos toman en cuenta los conocimientos en juego, los problemas y
sus caracteristicas propias, intentan describir la actividad mental en términos de
procesos v estudian las representaciones.

Para dar una idea de estos trabajos, voy a hacer referencia en primer lugar a
J. Julo.10

En la resolucion de un problema, la actividad cognitiva se desarrolla en dos
vertientes, una relativa a la representacion, la otra relativa a la accion. Eviden-
temente estas dos vertientes estan estrechamente ligadas. En esta construccion
intervienen varios procesos que estan naturalmente concatenados y no son su-
cesivos:

* Un proceso de interpretacion y de seleccion

A partir del contexto semantico que se le propone, el sujeto realiza una
seleccion de las informaciones que le parecen pertinentes. Esta seleccion

101 Julo (1995), Représentation des problemes et réussite en mathématiques, PUR.
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estd, por supuesto, en relacion con sus conocimientos anteriores disponi-
bles en un doble movimiento, de los conocimientos disponibles hacia las
informaciones y de las informaciones hacia los conocimientos disponibles,
desencadenados por la consideracion de las informaciones.

* Un proceso de estructuracion
El contenido de las representaciones no es un conjunto de entidades dis-
juntas. Las representaciones estan fuertemente organizadas, su contenido
constituye “un todo” que tiene su funcionamiento v su logica propios. La
cuestion consiste en saber como se efectua la estructuracion de la repre-
sentacion. Intervienen varios factores: el contexto semantico vy los conoci-
mientos anteriores que éste permite movilizar, las analogias con otros pro-
blemas que ¢l induce (los problemas encontrados con anterioridad se
almacenan en la memoria y desempefian un papel de “esquemas de pro-
blemas” que forman parte de los conocimientos puestos en funcionamiento
por el sujeto en el momento de conocer el enunciado del problema), pero
también los procedimientos v las estrategias puestos en marcha progresiva-
mente conforme se van haciendo intentos de resolucion.

» Un proceso de operacionalizacion
Ya hemos visto que la representacion de la situacion en la resolucion de
un problema tiene como proposito permitirnos actuar para alcanzar el ob-
jetivo propuesto.

El proceso de operacionalizacion es el que permite el paso a la accion, ya sea
que se trate de una accion efectiva (hacer un calculo, un esquema..) o de una
accion mental (hacer deducciones, emitir una hipotesis...). Este paso a la accion
resulta de la aplicacion de los conocimientos operatorios que provienen de nues-
tra experiencia. Reciprocamente, el hecho de actuar va a tener, como lo hemos
sugerido va, una influencia sobre la representacion, especialmente sobre su es-
tructuracion, lo cual permitira también integrar nuevos elementos, va que, al
transformar la situacion inicial, la accion va a transformar el contenido de la re-
presentacion y también, sin duda, tendra una repercusion sobre el control de la
pertinencia de la representacion con respecto al objetivo por alcanzar. Este pro-
ceso de operacionalizacion se manifiesta especialmente en el tanteo.

La representacion puede ser mas o menos operacional, es decir, puede hacer
mas o menos facil la elaboracion de un procedimiento o de una estrategia.

La cuestion del paso de la representacion a la accion todavia no se conoce
bien, pero pueden citarse algunos casos en los que este paso parece facilitarse.
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El primero es el caso en el que los conocimientos operatorios se pueden po-
ner en movimiento de inmediato ya que hay un reconocimiento por parte del su-
jeto del tipo de problema. Este es el caso en particular de los problemas que son
objeto de un entrenamiento especifico.

El segundo es el caso de los problemas en los que es posible desarrollar una
oran cantidad de acciones, hacer numerosos ensayos, ya que en este caso la re-
presentacion inicial se enriquece v puede estructurarse.

El tercero es el caso mas frecuente en matematicas. Es el caso en el que los
conocimientos adquiridos anteriormente y que se pueden poner en movimiento
permiten modelizar la situacion y trabajar con el modelo mediante modos de re-
presentacion simbolicos mas operacionales que el lenguaje: esquemas, cuadros,
diagramas, escrituras aritméticas. En efecto, el proceso de modelizacion simplifica
la representacion, la vuelve considerablemente méas operacional y permite el con-
trol de la pertinencia.

Apovandose en el andlisis de los procesos cognitivos en juego en la actividad
de resolucion de problemas, . Julo propone una modalidad de accion didactica
para ayudar a los alumnos a enriquecer su representacion del problema v volverla
operativa o, dicho de manera mas simple, para ayudar a los alumnos a compren-
der el problema para poderlo resolver y luchar contra los disfuncionamientos. Esta
modalidad consiste en enriquecer el contexto que caracteriza el problema dado,
proponiendo simultaneamente varios enunciados de ese problema (misma pro-
blematica, mismos valores numéricos solo cambia el contexto seméantico) entre
los cuales el alumno escoge el que él quiere resolver, o bien, puede resolverlos
todos. Esta modalidad est4 orientada hacia la representacion y practicamente no
afecta el proceso de resolucion.

Las experiencias realizadas muestran una clara mejoria en el grado de éxito
de todos los alumnos, mejoria que puede explicarse por varios factores entre los
cuales cabe destacar un peso menor del contexto en la construccion de la repre-
sentacion vy, por ello, una posibilidad de estructuracion acrecentada, asi como un
aumento de la probabilidad de poner en movimiento esquemas de problemas v
de conocimientos operatorios.

I1.3. LAS ETAPAS EN LA CONSTRUCCION DEL SENTIDO DE UN PROBLEMA

La construccion del sentido de un problema se apoya en el paso de una repre-
sentacion de la situacion a una representacion del problema, es decir, a una re-
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presentacion de la situacion que integra la vertiente de la accion. Las modalida-
des de representacion evolucionan progresivamente.

En el caso de los problemas aritméticos, la evolucion puede dividirse en va-
rias grandes etapas o, mas bien, en varias modalidades grandes, ya que la evolu-
cibén no es necesariamente lineal.

A. Las modalidades de representacion icénicas, figurativas o analégicas

* La modalidad de las representaciones figurativas no operativas se encuen-

tran con frecuencia en el segundo ciclo y pueden estar todavia presentes
en algunos alumnos del tercer ciclo.
El nifio percibe la historia con personajes y objetos, y se construye una
especie de pelicula pero sin percibir todavia la trama numeérica. Si se le
pide que represente por escrito la situacion, hara dibujos que no permiti-
rfan un procedimiento de resolucion.

* La modalidad de las representaciones figurativas operativas.

El nifio sigue dependiendo mucho del contexto y de la realidad a la que
éste corresponde, pero puede organizarlo de manera operativa. Dibuja to-
davia de una manera figurativa, pero va toma en cuenta las informaciones
numeéricas, el dibujo puede, por tanto, servir como un soporte para la re-
solucion.

* La modalidad de las representaciones analogicas.

El nifio permanece todavia ligado al contexto, a la representacion de los
personajes v de los objetos, pero, por una parte, no conserva mas que
aquellos que son pertinentes para el problema, por otra parte, ya no in-
tenta fijar la realidad exactamente, puede simplificar los objetos, simboli-
zarlos con ruedas, taches, puntos, con sus dedos... y utilizar esas coleccio-
nes analdgicas para resolver el problema al menos parcialmente, con un
procedimiento probablemente muy “primitivo” v de alcance muy local.

B. Las modalidades de las representaciones simbolicas
El nifio se desprende de la representacion iconica para interesarse ahora solo en

las relaciones entre los objetos. Entre las representaciones simbolicas, se encuen-
tran modos de representacion esquematicos (diagramas de Venn, esquemas con
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flechas, cuadros, recta numerica, sesmentos, tablas de proporcionalidad, etc.). Es-
tos esquemas constituyen un medio para identificar con mayor claridad los ob-
jetos matematicos decisivos para la conceptualizacion. Constituye una modalidad
mas abstracta y mas rica en el plano operativo.

Encontramos finalmente las escrituras aritmeéticas que constituyen representa-
ciones simbolicas particulares. Traducir el enunciado de un problema a una escri-
tura numérica (del tipo ecuacion para los problemas aritméticos) es una modalidad
experta de representacion que permite dar la respuesta solicitada a un menor
costo. Esta modalidad supone la asimilacion de las modalidades anteriores, tra-
duce lo que normalmente se llama la adquisicion del sentido del problema.

Estas representaciones simbolicas representan un papel que podria designar-
se como “en espiral” se apoyan en categorizaciones primitivas de diversas situa-
ciones conocidas ya utilizadas, al mismo tiempo que posibilitan en el alumno el
desarrollo de competencias para categorizar las situaciones nuevas que encuen-
tra y, de esta manera, afinar las primeras categorias que sirven otra vez como
apoyo para enriquecer las diversas clases de situaciones.

A cada una de estas modalidades se asocia una modalidad de representacion
mediante el lenguaje cuya funcion es multiple: ayuda a la designacion que permi-
te la identificacion de elementos de la situacion y de sus relaciones, ayuda a la
anticipacion de los efectos v de las metas, ayuda al pensamiento, al razonamien-
to y a la inferencia, ayuda a la organizacion de la accion, planificacion y control.

11.4. DE LA REPRESENTACION DE LA SITUACION A LA PUESTA EN MARCHA
DE PROCEDIMIENTOS DE RESOLUCION

Descaves'! insiste en el hecho de que construir la representacion de un proble-
ma v calcular su solucion son dos fases de la resolucion que estan en interac-
cion, pero que no utilizan los mismos procesos mentales: proceso de categoriza-
cion para la construccion de la representacion, procesos calculatorios en el
segundo caso. Plantea la hipotesis de que ciertos registros semioticos (esquemas,
escrituras algebraicas) funcionan como interfases y pueden interpretarse primero
como modelizacion de la situacion y después como soporte que permite trans-
formaciones simbolicas de los problemas.

1A, Descaves (1999), “Introduction du symbolisme & la fin de I'école élémentaire et au dé-
but du college”, en Actes du 26 iéme Colloque de la Corirelem, Limoges, IREM du Limousin.
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A continuacion damos dos ejemplos que analiza A. Descaves para ilustrar lo
anterior, segiin si la representacion iconica de la situacion estd en concordancia
con la escritura aritmetica que traduce la solucion, o si no lo esta. Se trata del
problema de Paul, que tenia 105 francos y gastaba 99, v del de Maria a quien,
después de haber gastado 150 francos, todavia le quedaban 200 francos.

El problema de Paul es un caso de concordancia. En efecto, la escritura aritme-
tica que representa el problema es idéntica a la que da la solucion: 105 - 99 =7

El céalculo efectivo de la solucién depende por supuesto de los conocimien-
tos empleados por los alumnos. Los procedimientos pueden ser muy numerosos
y variados y pueden basarse en:

* la relacion de concordancia con la representacion mental iconica (figura-
tiva o analogica);

 la transformacion previa de la representacion iconica (reciprocidad de
transformaciones: lo que Paul tiene ahora, agregado a lo que ha gastado
es 105 francos, por tanto 99 + ? = 105);

* una transformacion de significado en el sistema aritmético del tratamien-
to (buscar a — b equivale a encontrar lo que hay que agregar a b para ob-
tener a);

* un sistema de transformaciones en el sistema de representacion aritmeti-
cala-b="(a+n) - (b+n) por tanto, para calcular la diferencia 105 -
99 se puede calcular la diferencia 106 - 100);

* la ejecucion de una técnica operatoria;

* transformaciones que operan sobre la representacion aritmética del proble-
ma y sobre los conocimientos de numeracion (<99 equivale a =100 + 1).

El problema de Maria es un caso de discordancia, puesto que la representa-
cion iconica es la de una disminucion y, por tanto, una escritura aritmética que
traduce este enunciado es del tipo ? - 150 = 200, en cambio, la escritura aritmeé-
tica experta que representa la solucion es 200 + 150 =7

Por consiguiente, aqui la discordancia implica necesariamente transformacio-
nes. Los procedimientos pueden basarse en diversos tipos de transformaciones:

* una transformacion previa que opera sobre la representacion iconica de la
situacion (bcuanto hubiera conservado Marfa si no hubiera ido de compras?);

* ¢l tratamiento que opera sobre una representacion esquematica del pro-
blema, por ejemplo:
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e uso de la reversibilidad de las transformaciones: =150, +105 en un es-
quema sagital,
-150
? > 200

* uso de la recta numeérica

* uso de segmentos puestos uno detras de otro que representan respec-
tivamente el gasto o lo que queda, etcétera.

* el reconocimiento de una situacion aditiva y el tanteo controlado, etcétera.

A partir de sus trabajos, A. Descaves propone una ayuda para pasar de la repre-
sentacion a la elaboracion de un procedimiento de calculo a través de un proceso
algebraizante. Puesto que la construccion del procedimiento de calculo requiere
una transformacion del significado dentro del sistema de representacion o en el
del tratamiento aritmético, Descaves plantea la hipotesis de que el hecho de poder
nombrar la incognita constituye en si mismo una ayuda tanto para la compren-
sion del problema como de para su tratamiento. Ademas, la introduccion vy la utili-
zacion de escrituras matematicas pueden tener, segiin él, un papel determinante
como ayuda para la categorizacion de los problemas. Asi, desde el CE2,'? intro-
duce una representacion en un cuadro como soporte para la automatizacion de
ciertas relaciones numeéricas, el cual permite imaginar en una coherencia casi for-
mal entre las tres escrituras: 6 + 4= 10, 10 -4 =6y 10 -6 = 4.

10

Se dan entonces varios problemas y varias escrituras matematicas, los alum-
nos deben vincular cada problema con las escrituras que lo traducen (un problema,
varias escrituras posibles), después deben asociar cada problema a uno de los dos
cuadros que le corresponden, lo que conduce a categorizar los problemas.

Por otra parte, si se parte de la hipotesis de que la modelizacion permite una
mejoria en el tratamiento del problema, la pregunta es si seria razonable propo-
ner a los alumnos un aprendizaje de la esquematizacion. A. Broner vy el equipo
de investigacion ERES de Montepellier realizan actualmente un estudio sobre esa
cuestion, apoyandose en las hipotesis siguientes:

2N de T: CE2 corresponde al tercer grado de primaria en Mexico.
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* Los esquemas desempeiian un papel de representaciones intermedias en-
tre el lenguaje natural y el simbolismo matematico.

* Los esquemas no son ni necesarios ni indispensables para una resolucion
exitosa del problema; sin embargo, constituyen una ayuda eficaz para la
representacion v la resolucion de problemas estandar dificiles o de proble-
mas complejos que el maestro podria dificilmente proponer en un nivel
escolar dado.

e Para ser eficaz, la esquematizacion supone una ensenanza en la que los
esquemas se integran como herramienta de ayuda junto con las herra-
mientas matematicas, una ensenanza donde el lugar v el estatuto deben
pensarse dentro de la progresion de aprendizaje v las situaciones propuestas.

Los primeros resultados parecen mostrar que si bien los alumnos que va lo-
oraban resolver problemas sin utilizar los esquemas no siempre los utilizan en la
resolucion de nuevos problemas después de la ensenanza especifica de la esque-
matizacion, algunos de los que no lograban desarrollar procedimientos de reso-
lucion antes de la ensenanza se apropian de este procedimiento con éxito.

En la Teoria de las Situaciones, G. Brousseau'® plantea la hipotesis de que
“el sentido de un conocimiento proviene en gran parte del hecho de que el alum-
no adquiere este conocimiento adaptandose a las situaciones didacticas que le
son devueltas” y admite también que “para todo conocimiento existe una familia
de situaciones susceptible de darle un sentido correcto”. Precisa que “en ciertos
casos, existen algunas situaciones fundamentales accesibles al alumno en un mo-
mento dado que le permiten construir, en relativamente poco tiempo, una con-
cepcion correcta del conocimiento (..)". A partir del ejemplo de la ensefianza de
la sustraccion, G. Brousseau!* propone una situacion fundamental, la cual, segun
afirma, permite construir a la vez el sentido correcto de la sustraccion y los pro-
cedimientos de resolucion. Se trata de “el juego de la caja”. Para describir esta si-
tuacion que se desarrolla en 17 sesiones, G. Brousseau empieza por insistir en
la necesidad de devolver a los alumnos no tnicamente el problema sino también la
pregunta, y muestra como pueden aprovechar las fases adidacticas en la situacion
didactica elaborada por el maestro, de manera que se logre que el alumno se
responsabilice del conocimiento que va a adquirir. La articulacion del sentido y
de la técnica se trata mediante la consideracion de los procedimientos empiricos

13 G. Brousseau (1998), Théorie des situations didactiques, La Pensée Sauvage, p. 73.
Y Ibid.
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utilizados por los alumnos en las fases de accion, mediante su evolucion a lo largo
de un periodo de tiempo largo, gracias a un juego sobre las variables de comando
que estan a disposicion del maestro, y mediante la institucionalizacion de una téc-
nica oficial cuando va se ha efectuado un trabajo importante sobre la cuestion.

Aqui el punto de vista de R. Douady sobre la herramienta dialéctica aporta
elementos interesantes para comprender el paso de los procedimientos de calculo
empiricos, en cuanto herramientas de resolucion, a la utilizacion de procedimien-
tos expertos de calculo reflexivo o algoritmizado, es decir, a objetos de saber.

Podemos mencionar también aqui las ideas de R. Brissiaud para ayudar a los
alumnos a establecer procedimientos de célculo expertos. Brissiaud concede es-
pecial importancia a las relaciones de concordancia o de discordancia entre la
representacion inicial de un problema y la economia de su resolucion numeérica.
Considera que se trata aqui de un fendbmeno que permite precisar los interjuegos
de la conceptualizacion aritmética v elaborar situaciones de aprendizaje. Bris-
siaud dice que hay concordancia en un enunciado como ‘Juan tiene 105 francos,
gasta 6 francos, ¢cuanto tiene ahora?”, puesto que el resultado de la operacion
105 - 6 puede determinarse por un conteo regresivo de manera econdmica vy,
por tanto, sin un procedimiento de calculo de la sustraccion. De la misma ma-
nera, el problema “un nifo compra tres chocolates a 50 francos cada uno, écudl
es el precio total?” es un caso de concordancia pues 3 x 50 puede calcularse de
manera econdmica, mediante 50 + 50 + 50. En cambio, hay discordancia en los
casos siguientes: “Juan tiene 105 francos gasta 67, icuanto tiene ahora?”, o bien,
“un nino compra 50 chocolates a 3 francos cada uno écudl es el precio total?”,
porque el procedimiento de calculo experto es econdmico con respecto a los pro-
cedimientos empiricos. Brissiaud plantea entonces la hipotesis de que, para que
haya aprendizaje, el primer encuentro con una operacion debe ser en una situa-
cion de discordancia y que, por tanto, conviene ensenar el procedimiento experto
en el caso de discordancia. Podria pensarse por el contrario que es precisamente
el juego sobre las variables numeéricas lo que va a permitir una evolucion de los
procedimientos empiricos hacia procedimientos mas elaborados, es decir exper-
tos, sin perdida de sentido, v que la utilizacion por parte del alumno de un pro-
cedimiento experto en un caso de discordancia podria ser una manifestacion de
la comprension de ciertas propiedades de la operacion.

Por otra parte el sentido de un problema no es el sentido de un concepto,
inferir la construccion del sentido solamente del primer encuentro es tal vez un
poco reductor de la manera en la que se puede construir el sentido de un con-
cepto. Estas cuestiones deben seguir siendo estudiadas.
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Las investigaciones de D. Butlen y M. Pezard" muestran el impacto de una
practica regular de céalculo mental sobre las competencias de los alumnos en la
resolucion de los problemas aritméticos. En efecto, si el calculo mental aporta de
manera natural un mejor dominio de los calculos e interviene como una herra-
mienta de prevision o de control, abre paralelamente un espacio de libertad en
la busqueda del modelo, permitiendo tomar cierta distancia con respecto a los
datos numeéricos y una exploracion mas comoda de las relaciones entre los datos.
Los autores concluyen: “el aporte de calculo mental se vincula con la heuristica
en la medida en que ayuda al alumno a adquirir estrategias de resolucion de pro-
blemas numeéricos’.

Finalmente tres tipos de tareas contribuyen a mejorar de manera significati-
va la resolucion de problemas aritméticos en el caso de muchos alumnos:

» El entrenamiento regular en la utilizacion de diferentes procedimientos de
calculo basados en diferentes significaciones de las operaciones.

* La adquisicion de automatismos en la produccion de relaciones numéricas.

* El entrenamiento para hacer explicitas las elecciones de las operaciones y
de los procedimientos de calculo empleados en la resolucion, esto con di-
ferentes registros de escritura.

1.5. EL PAPEL DEL MAESTRO

Desde un punto de vista practico, es muy compleja la tarea, delegada al maes-
tro, que consiste en seleccionar o construir clases de problemas que permitan a
los alumnos construir un concepto tal como el de una operacion aritmética. Para
intentar llevar esta tarea a buen término, es importante que el maestro tenga en
cuenta cierto ntimero de parametros sobre los cuales puede maniobrar. Algunos
de éstos han sido objeto de amplios comentarios en el presente texto, mientras
que otros solo se han mencionado. Desde nuestro punto de vista, el parametro
fundamental es la estructura del problema. El andlisis de esta estructura, la iden-
tificacion de la subcategoria dentro de la estructura dada, que es funcion del ele-
mento que se busca, permite ubicar con precision los conocimientos en juego,
entrever a priori los procedimientos de los alumnos vy, en consecuencia, preparar

15 D. Butlen y M. Pezard (2000), “Calcul mental et résolution de problémes numériques au
début du collége”, Revue Repéres Inter-IREM, Paris, pp. 5-24.
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las ayudas que puedan ser necesarias. Este andlisis permite construir una progre-
sion a mediano y largo plazo con el proposito de cubrir lo mas posible el campo
de problemas susceptibles de ser planteados v, por tanto, permite aproximarse al
concepto bajo sus multiples aspectos. Este andlisis, finalmente, lleva a proponer
evaluaciones adecuadas al trabajo ya efectuado con los alumnos.

Los valores numeéricos constituyen el segundo parametro fundamental, pues,
por una parte, haciéndolos variar, el maestro podrd adaptar el problema a sus
alumnos vy, por otra parte, podra propiciar la evolucion de sus procedimientos de
resolucion. El docente puede hacer elecciones con respecto a la naturaleza de
los numeros (enteros, decimales, fracciones), con respecto a sus caracteristicas
aritmeticas (paridad, divisores primos, relaciones con la base de numeracion, etc.),
con respecto a su tamaiio v a su tamano relativo y con respecto a la naturaleza
de las magnitudes que representan. Por supuesto, es fundamental un andlisis del
texto del problema, como texto escrito: las caracteristicas lingtiisticas del enun-
ciado (vocabulario, presencia de operadores semanticos, sintaxis, puntuacion), su
organizacion (isomorfismo o no, isomorfismo entre la estructura temporal del
enunciado vy la de la situacion evocada), el lugar de la pregunta, todo ello tiene
una incidencia importante en la construccion de la representacion del problema
por parte del alumno. Finalmente, la eleccion de contextos mas o menos vincu-
lados a campos de experiencia de los alumnos puede facilitar o, por el contrario,
dificultar esta construccion.

CONCLUSIONES

La aportacion de la teoria de campos conceptuales asociada a una reflexion so-
bre la organizacion didactica que tiene en cuenta, a la vez, las funciones episte-
mologicas de los conceptos, la significacion social de los dominios de experien-
cia a los que éstos hacen referencia, las interacciones entre los actores de la
situacion didactica y, en consecuencia, el contrato, es fundamental para llevar a
los alumnos a construir el sentido de las “operaciones”, proponiéndoles problemas
que cubren, tanto como se pueda, una gran variedad de categorias. Queremos
insistir en la fuerte imbricacion que hay entre la adquisicion del sentido de un
problema v los procedimientos de resolucion que los alumnos ponen en funcio-
namiento, va que hemos visto que las tentativas de resolucion tienen influencia
en la representacion del problema y, en consecuencia, que estos procedimientos,
aunque sean arcaicos, contribuyen a la construccion del sentido. Insistimos, igual-
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mente, en la necesidad de que el profesor juegue con las variables de las situa-
ciones para hacer evolucionar las técnicas empiricas hacia técnicas mas expertas
de calculo reflexivo o algoritmetizado. También quedo6 planteado el asunto del
peso respectivo del trabajo sobre el sentido y de éste sobre la adquisicion de téc-
nicas. Pero el sentido y el funcionamiento automatico de los conocimientos no
se oponen, todo lo contrario, es indispensable tener un funcionamiento automa-
tico sobre ciertos puntos para liberar espacio de trabajo en la memoria y abor-
dar asi objetos nuevos. Cuando el profesor decide poner orden en estas técnicas
diversas y pasar a una fase de institucionalizacion de una técnica convencional
oficial, es posible regresar al sentido, preguntandose por los mecanismos movili-
zados en la técnica y en su justificacion matematica; el funcionamiento automa-
tico que se alcanza con fines de aprendizaje necesita, a su vez, la puesta en marcha
de medios de control que se apoyen en el sentido.

Finalmente, solo se puede estar seguro, en términos practicos, de que un
alumno dispone de un concepto matematico con suficiencia de sentido, cuando
es capaz de movilizarlo sin ayuda en situaciones suficientemente complejas en
las que entra en juego el concepto, v de utilizar los diferentes teoremas asociados.
Esto requiere que el alumno haya tenido, con suficiente frecuencia, la ocasion de
tener que actuar bajo su propia responsabilidad sobre este tipo de problemas, y
que haya tenido que plantearse preguntas fundamentales en relacion con el sen-
tido del concepto. Solo a largo plazo se puede construir tal aprendizaje.

ANEXO 1
TiPoLOGIA DE G VERGNAUD'® RELATIVA A LAS ESTRUCTURAS ADITIVAS

En la escuela elemental, los problemas aditivos se localizan, esencialmente, en
las tres primeras estructuras:

*  Composicion de dos medidas
En esta familia se encuentran esencialmente los problemas de reunion o
de fraccionamiento de colecciones o de magnitudes medibles. Segtin que
se busque el todo o una de las partes, la operacion experta asociada es
una adiciéon o una sustraccion.

16 Tomada del libro Le moniteur de mathématiques, Résolution de problemes, bajo la di-
reccion de G. Vergnaud, Nathan (1997), p. 16.
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Relacion de transformacion de estados

Se trata de enunciados que describen situaciones que se desarrollan a
menudo en el tiempo, en las que se puede identificar un estado inicial y
una transformacion (positiva o negativa) que opera sobre este estado para
llegar a un estado final. Esta estructura permite definir seis categorias de
problemas, segtin si la transformacion es positiva o negativa vy si la bus-
queda lleva al estado final, a la transformacion o al estado inicial.
Relacion de comparacion aditiva

Dos estados relativos a dos magnitudes medibles o localizables se compa-
ran de manera aditiva, donde una de las magnitudes desempenia el papel
de referente de la otra. La relacion se enuncia mediante las expresiones
“de mas” o “de menos”. En esta familia se encuentran, igualmente, seis ca-
tegorias segun si la relacion es positiva 0 negativa, v si la pregunta lleva a
la busqueda del referido, de la comparacion o del referente.

Entre las otras estructuras se encuentran:

Las composiciones de transformaciones
Dos transformaciones o mas se aplican sucesivamente a estados descono-
cidos (porque si fueran conocidos, caerfan en la familia de “relaciones de
transformacion”). La transformacion unica, compuesta de estas transfor-
maciones, permite transformar el estado inicial en el estado final obteni-
do después de la aplicacion de todas las transformaciones implicadas.
En esta familia, el nimero de subcategorias depende del ntimero de
transformaciones compuestas; en el caso de dos, se pueden definir doce
subcategorias segtin si las transformaciones compuestas son del mismo
signo (dos casos), de signos opuestos (dos casos, segun si la composicion
es positiva 0 negativa), y si la pregunta lleva a la determinacion de la com-
posicion o de una de las dos transformaciones (tres casos).
Las composiciones de relaciones
Las comparaciones de transformaciones

Estos dos ultimos casos pueden describirse de manera analoga a los anterio-
res. No aparecen practicamente en ningiin problema planteado en la escuela ele-
mental.
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Cuadro de las relaciones aditivas
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Transformacion de estados
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Estado-transformacion-estado!
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| Composicion de relaciones |
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Comparacion de estados
Relacioén referido-

Composicion
de transformaciones

Composicion
de transformaciones

comparacion-referente

ALGUNOS EIEMPLOS DE PROBLEMAS ADITIVOS

Matilde gasté 149 F al comprar un casete de
68 Fy un libro. {Cudl es el precio del libro?

Composicién de dos medidas. Se conoce una
medida y la composicién, se busca la otra.

En el salon hay 42 mesas y 27 sillas. (Cuantas
sillas es necesario traer para que haya una si-
lla para cada mesa?

Transformacion de estados. Se busca la trans-
formacion necesaria para que del estado ini-
cial 27, se obtenga el estado final 42 definido
por el cardinal de una coleccion de referencia
(las mesas).”?

Kevin tiene 145 timbres en su coleccion. Victor
tiene 20 mas. éCudntos timbres tiene Victor?

Comparacion positiva entre dos estados. Se
busca el estado referido

Hoy hay 15° de temperatura en Paris, es decir,
12° menos que en Niza. ¢Cudl es la tempera-
tura en Niza?

Comparacion negativa entre dos estados. Se
busca el estado referente.

En un puesto de la feria, Laura probo suerte
dos veces seguidas. La primera vez, perdio 17
puntos. En total, gand 50 puntos. {Qué paso la
segunda vez?

Composicion de dos transformaciones, se co-
noce la primera transformacion (negativa) y la
composicion (positiva), se busca la segunda.

" R. Brissiaud define una categoria particular para este tipo de problemas que designa
“problemas de igualacion”. Por nuestra parte, consideramos que se trata de un caso particu-

lar de problemas de transformacion.
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ANEXO 2
TiPOLOGIA DE G. VERGNAUD RELATIVA A LAS ESTRUCTURAS MULTIPLICATIVAS
La comparacién multiplicativa de magnitudes

En esta categoria, se encuentran los problemas que utilizan una tinica magnitud
(medible o localizable) y dos estados relativos a esa magnitud, los cuales son ob-
jeto de la comparacion multiplicativa: uno representa el papel de referente del
otro. La relacion numérica de comparacion es entonces una relacion de naturale-
za escalar (sin dimension) que se enuncia mediante las expresiones “tantas veces
mas”, “tantas veces menos’, de las que se dice que son dificiles de comprender por
el hecho de que se yuxtapone un término que alude al dominio multiplicativo y
otro que remite al dominio aditivo.

Se puede pensar en seis subcategorias, segtin si la relacion multiplicativa se
define por un coeficiente mayor o menor que 1, y si la pregunta lleva a la bus-
queda del referido, de la comparacion o del referente.

La proporcionalidad simple

Las situaciones correspondientes a esta categoria pueden representarse mediante
tablas numericas y estan asociadas a una funcion lineal (funcion “multiplicar por”
o “dividir entre”), conducen a realizar ya sea una multiplicacion, una division, una
division cociente, o una “regla de tres”, es decir, buscan la cuarta proporcional.

En estos problemas se utilizan dos dominios de magnitudes y una relacion
funcional multiplicativa entre éstos. A menudo, en los problemas de esta cate-
gorfa parece que solo intervienen dos numeros, de hecho, también interviene la
unidad, aunque con frecuencia no aparece explicitamente como su numero
(“écudl es el costo de 8 cuernitos de 4F cada uno?).

Para resolver estos problemas, el razonamiento puede pasar por el coeficiente
de proporcionalidad entre las dos magnitudes; o por las propiedades de linealidad de
la funcion lineal asociada:'® multiplicacion por un escalar o propiedad de aditividad.

'8 Una funcion lineal fde R en R es una funcion que a todo ntimero real x le asocia el nu-
mero ax, que se obtiene multiplicando el nimero x por el coeficiente a llamado coeficiente de
la funcion lineal (corresponde al coeficiente de proporcionalidad).

Se llama propiedades de linealidad a las dos propiedades siguientes:
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Proporcionalidad simple compuesta

En estos problemas intervienen tres magnitudes; se definen dos relaciones de
proporcionalidad simple y la situacion conduce a componer estas dos relaciones
de proporcionalidad.

Este caso lleva a numerosos problemas segtin si los elementos se dan o se
buscan.

La proporcionalidad doble (o multiple)

Los problemas de proporcionalidad doble (o multiple) son problemas en los que
intervienen dos dominios de magnitudes (0 mas) que son independientes (no hay
ninguna relacion funcional entre ellos) y tales que una relacion asocia a una pa-
reja (0 a una n-ada) de medidas de cada magnitud una tercera (0 una n + 1-ési-
ma) magnitud llamada magnitud producto.

Entonces, es fundamental determinar la imagen de la pareja (o de la n-ada)
de las unidades de las dos (0 n) magnitudes. Esta imagen puede ser la unidad de
la magnitud producto u otra magnitud.

Las magnitudes pueden ser discretas o continuas.

El caso particular de la busqueda de la relacion entre el cardinal del produc-
to cartesiano! de dos conjuntos finitos y el cardinal de cada uno de ellos corres-
ponde a dos magnitudes discretas para las que la imagen de la pareja (1, 1) es
igual a 1. En esta categoria se encuentran los problemas del nimero de cuadra-
dos de una cuadricula rectangular y, de manera general, los problemas que co-
rresponden a una composicion multiplicativa de dos magnitudes discretas.

La relacion entre la medida del area de un rectangulo vy las de las longitudes
de sus lados pertenece isualmente a este caso. Aqui, las magnitudes son conti-
nuas v la imagen de la pareja (1, 1) es 1y, entonces, la de la pareja (x, v) es xy.

En el caso general, si la imagen de la pareja (1, 1) es el numero real o, la ima-
gen de la pareja (x, y) es oxy.

Para todo par (x, V) de numeros reales, f(x + 1) = f(x) + f ().

Para todo real x, v para todo escalar real A, f (Ax) = & f (x).

19 El producto cartesiano de dos conjuntos es el conjunto de todas las parejas posibles
cuya primera coordenada es un elemento del primer conjunto y la segunda, un elemento del
segundo conjunto.
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Cuadro de relaciones multiplicativas

1 I:l %
[]

| Comparacion multiplicativa |

| Proporcionalidad simple |

0, O
O | g | U

4 | |:|

[]

[]
[]

| Proporcionalidad simple compuesta |

| Proporcionalidad doble

EJEMPLOS DE PROBLEMAS MULTIPLICATIVOS

Un ciclista hace un recorrido en una pista de
350 m, si da 2 vueltas a la pista por minuto,
durante 25 minutos iqué distancia recorre?

Proporcionalidad simple compuesta

Para transportar 840 huevos, un mayorista uti-
liza 7 cajas en las que puede poner bandejas
de 24 huevos. (Cudantas bandejas pone en cada
caja?

Proporcionalidad simple compuesta

Un restaurante hace un pedido por 540 F de
botellas de agua mineral de 3 F la botella; las
botellas vienen en paquetes de 12. (Cuantos
paquetes recibird?

Proporcionalidad simple compuesta

Para disfrazar a un payaso se tienen 5 sombre-
ros y 12 trajes {de cuantas maneras diferentes
se puede disfrazar el payaso?

Caso particular de proporcionalidad doble: bus-
queda del cardinal de un producto cartesiano,
la imagen de la pareja (1, 1) es 1.

Un rectdngulo cuadriculado esta compuesto de
48 cuadrados, sobre su largo hay 8 cuadrados,
éCudntos cuadrados hay sobre su ancho?

Caso particular de proporcionalidad doble: bus-
queda del cardinal de un producto cartesiano,
la imagen de la pareja (1, 1) es 1.
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La pensién en un hotel es de 250 F por perso-
na y por dia. ¢Cuanto pagara un grupo de 5
personas por una estancia de 17 dias?

Proporcionalidad doble: la imagen de la pareja
(1, 1) es 250

Un terreno rectangular mide 120 m de largo y
47 m de ancho. (Cual es su area?

Caso particular de proporcionalidad doble: bus-
queda del cardinal de un producto de dos me-
didas, la imagen de la pareja (1, 1) es 1.

Para regar los arboles de su huerta, un produc-
tor de frutas utilizé6 560 litros de agua en 7
dias. Se necesitan 8 litros de agua por arbol
por dia. {Cudntos arboles hay en la huerta?

Proporcionalidad doble, la imagen de la pareja
(1, 1) es 8.

En una caja de chocolates, hay 6 chocolates
amargos y 3 veces mas chocolates con leche.
¢Cuantos chocolates con leche hay?

Comparacion multiplicativa

En el grupo A, hay 15 nifios, tres veces menos
que en el grupo B. (Cudntos nifos hay en el
grupo B?

Comparacion multiplicativa

Juan tiene 54 canicas y Pedro tiene 18, icuan-
tas veces menos que Juan?

Comparacion multiplicativa

Un objeto cuesta 18 F en el supermercado vy,
en la tienda del barrio, 27 F écuantas veces
mas que en el supermercado?
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