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Resumen: El presente trabajo expone algunas reflexiones acerca del uso de la hoja
de calculo como ejemplo concreto del lenguaje como herramienta psicoldgica. Se
origina en un curso de capacitacion de docentes en el uso de la Hoja de Calcu-
lo y del ambiente Mathematica® ofrecido por los autores y dirigido a profesores
del nivel medio superior y del primer ano del nivel superior. La discusion se cen-
tra en la hoja de calculo, porque su uso en la ensenanza de estos cursos ha sido
poco explorado. Se presentan ejemplos y se discuten algunas dificultades.

Palabras clave: Hoja de célculo, herramienta psicologica, zona de desarrollo
proximo (Zop).

Abstract: This paper poses some reflections around the use of the spreadsheet as
a concrete exampe of psicological tool. It is motivated upon a training course for
teachers on the use of the spreadsheets and the Mathematica® offered by the
authors addressed to lecturers teaching Calculus in the last semesters of highs-
chool and first years of graduate level. The discussion is focused on the spreads-
heet since its usage in this kind of courses has been little explored. We present
some examples and discuss some difficulties.

Keywords: Spreadsheet, psicological tool, zone of proximal development (zPD).

INTRODUCCION

Una de las grandes dificultades de los estudiantes que se inician en una nueva
disciplina del curriculo radica en el uso del lenguaje propio de la disciplina. El
alumno debe interpretar, traducir a su propio diccionario social, conceptualizar y
demostrar competencia en el manejo de simbolos, de sus relaciones logicas, v de
caracter de implicado a implicante, y en su nivel de generalizacion. El caso que
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nos compete hace referencia a los primeros cursos de calculo diferencial e inte-
oral; normalmente situados en el curriculo dentro del nivel medio superior (pre-
paratoria o bachillerato) y superior basico (primer afio.) Estas dificultades no son
exclusivas de esta disciplina, pues lo mismo ocurre en la practica docente de la qui-
mica, la lengua espaniola v la fisica, y forman parte del mismo fenomeno abstracto
de interpretacion de simbolos -ya sea en el terreno de la semiotica (Saussure,
1998), en el uso del lenguaje como herramienta psicologica (Kozulin, 1995). En
el caso particular del calculo, las dificultades epistemologicas son evidentes des-
de sus origenes: la nocion del continuo como contraposicion a lo discreto; del movi-
miento en contradiccion aparente con lo estatico; de la preservacion de propie-
dades verificables en un ntimero finito de argumentaciones al paso al continuo,
todas las cuales se pueden resumir matematicamente en las dificultades inheren-
tes al concepto de niimero en un campo completo. En el proceso de transposi-
cion didactica' del campo matematico para la esfera didactica pedagogica, gran
parte de esta dificultad se oculta en la manera eminente logica de su presenta-
cion en el aula. El diserio curricular pone especial atencion en la ilacion logica
de los conceptos antecedentes y subsecuentes. Este es el caso del concepto cla-
sico de continuidad,

funcién = limite = continuidad
que naturalmente se refleja en el manejo de simbolos
(v =), x € Dom f) = (lim  _, , fIx) =(im  _, , fx) = flx) & x, € Dom f)

sin embargo, historicamente los conceptos de limite, continuidad y funcion sur-
gen interrelacionados, asociados a la idea de completez de los niimeros reales

funcion + limite + continuidad = numero real,

' Chevallard (1985) denomina “de transposicion didactica” al conjunto de transforma-
ciones que sufre el saber cientifico antes de ser ensefiado. Este proceso va desde escoger el
saber a ser ensenado hasta su adaptacion al sistema didactico, incluye todo un proceso ge-
nerador de deformaciones, que va desde el establecimiento de la coherencia hasta la creacion
de nuevos conocimientos, y concluye con el saber escolar.

De acuerdo con (Cockroft, 1982), lenguaje es una parte esencial de la formacion y expre-
sion de las ideas matematicas vy, por ello, es importante que los alumnos sean estimulados a
expresar sus concepciones vy justificar sus estrategias y representaciones.

142 Epucacion MatemATIcA, vol. 15, num. 3, diciembre de 2003



Cristianne Butto Zarzar, Joaguin Delgado y Jerénimo Zamora

La necesidad de presentar una teoria matematica, en este caso el calculo,
dentro de una estructura logico-formal es innegable y surge de la exigencia de
minimizar las contradicciones légicas en todo sistema formal, o en todo caso ha-
cerlas evidentes (el teorema de Godel, la geometria de Lovachevski, por ejemplo).

En este sentido, el uso de la herramienta electronica proporciona nuevas ma-
neras de construir significados matematicos, e.g, procesos repetitivos que den
origen a un supuesto inductivo, una conjetura geométrica o analitica a partir de
ejemplos particulares. La computadora ofrece la posibilidad de establecer un len-
guaje comun a los actores del proceso de ensefanza-aprendizaje, esto es, una
plataforma comun de transmision de simbolos mediante la sintaxis -lenguaje de
programacion- propia del ambiente computacional.

La importancia del lenguaje como herramienta psicologica ha sido sefialado
ampliamente por Vygotsky (Kozullin, 1986; Mason et al, 1985). En este contex-
to, la computadora se puede considerar en parte como una herramienta mas del
lenguaje, no solo por su caracter externo como herramienta “manipulable”, sino
también por su influencia psicoldgica, pues conlleva al usuario a la reflexion de
su propia capacidad de pensar y de procesar el conocimiento, produciendo uno
diferente. Para que ello sea posible, segiin la teoria vygotskiana, se requiere un
andamiaje minimo de conocimientos y signos o simbolos que permitan a los par-
ticipantes de la propuesta inducir a la reflexion para una posterior evolucion con-
ceptual de los contenidos. Esto, sin duda también requiere operativamente de un
redisefio curricular de los perfiles de los actores (profesores y alumnos), propor-
ciona diversas alternativas de trabajo pedagogico. Requiere, concretamente, un
uso eficiente como un elemento mas del lenguaje.

El uso de la computadora para la ensenanza de las matematicas ofrece una
alternativa pedagogica distinta y novedosa en temas que tradicionalmente ofre-
cen dificultades conceptuales o mecénicas, construyendo una realidad capaz de
ser “tocada” desde la interfase del ambiente computacional propio, ya sea me-
diante listas, graficos, controles de parametros, de la animacion virtual o con el
acercamiento al proceso logico-formal de la herramienta?

Al combinar el uso de ambientes computacionales con la discusion en el salon
de clases como metodologia de trabajo, se pueden explotar aspectos tales como las
diversas interacciones entre estudiantes, profesor y canal mediatizador (discurso,
computadora); el contexto del conocimiento matematico, las funciones cognitivas

2 Inclusive en la simulacion de procesos de pensamiento o decision mas elaborados, como
logica difusa, borrosa o sistemas expertos.
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comunicativas como escuchar y hablar. De acuerdo con Balacheff y Laborde,
1984), en el proceso del habla construimos significados, reconstruimos lo que
decimos, v las contradicciones, una vez superadas, cambian el entendimiento.
La incorporacion de la computadora a la ensefianza se puede lograr desde
distintos modelos de discurso, vgr, 1) Modelo para la mediacion en pareja, 2)
Aprendizaje colaborativo, 3) Modelo tutorial en pareja (O'Donnell y King, 1999).
Para esto, no basta solo con tener diversos ambientes conformados con la pre-
sencia de una computadora y los software destinados especialmente a los temas
que se pretenden aprender y ensefiar. El aula debera convertirse en un ambien-
te adaptado y adaptable a los nuevos requerimientos de quienes participan en el
proceso de aprendizaje v a los objetivos de los modelos que se utilizaran.

y
(

MARCO TEORICO

De acuerdo con Kozulin y Presseisen (1995), para Vygotsky las funciones supe-
riores son exclusivas de los seres humanos y estan mediadas por herramientas y
sistemas de signos: el lenguaje, la escritura o los sistemas de numeracion, entre
otros. Al referirnos a la perspectiva vygotskiana, tomaremos solamente la relacion
entre pensamiento y lenguaje, que se explica mediante la relacion entre herra-
mienta externa (la computadora en este caso) y herramienta psicologica (lengua-
je). Desarrollaremos brevemente esta idea para comentar posteriormente como
el lenguaje computacional puede potencializar habilidades matematicas y un len-
guaje mas cercano al lenguaje formal matematico.

Una de las propiedades de las herramientas psicolégicas es definir niveles de
desarrollo que son progresivamente mas complejos, asi como la explicitacion de
su naturaleza social. Aqui ocurre también lo que denominamos accion media-
da, que parte de la accion humana general y se concreta en herramientas exter-
nas y herramientas psicologicas (lenguaje). La mediacion se da a traves de la in-
clusion de signos, la incorporacion de los instrumentos externos vy la inclusion de
las herramientas psicologicas que influyen en las funciones mentales y determi-
nan la estructura de un nuevo acto instrumental, mediante las relaciones entre
pensamiento y lenguaje, conforme lo ilustra la figura 1.

Ciertamente, asumir la actividad cognitiva como una actividad socialmente
mediada por herramientas externas y psicoldgicas implica necesariamente con-
siderar el lenguaje v su uso como un instrumento en el cual desempenan un pa-
pel importante, por ejemplo, los sistemas de signos y el uso de los ambientes
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Figura 1

Herramienta psicologica: Herramienta externa:

lenguaje computadora

Cambio de la
capacidad cognitiva

Un signo es siempre, originalmente, un instrumento usado para fines sociales, un instrumento pa-
ra influir en los demas, y sélo mas tarde se convierte en un instrumento para influir en uno mismo.

Wagoltsky

computacionales. De éste, su propia estructura obliga a replantear o crear nue-
vas estrategias de solucion de un problema o un concepto dado. En suma, el uso
de la herramienta modifica el propio proceso de pensamiento.

EL USO DE AMBIENTES COMPUTACIONALES

De manera mas precisa, un ambiente computacional es un conglomerado de
programas interconectados que conforman:

una interfase (intérprete de comandos),

un lenguaje de alto nivel compatible con el ambiente,
un asistente (menu de ayuda),

rutinas de graficacion, y

un editor de texto.

Ol o=

La eleccion de un ambiente computacional es importante desde el punto de
vista didactico y operativo. Al principio, conviene distinguir entre ambientes compu-
tacionales y de calculadora: por definicion, el primero tiene una interfase grafica
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de alta calidad de definicion y color y es capaz de soportar distintos sistemas
operativos e intérpretes con ayuda de software, y es de uso general; en contrapo-
sicion, el ambiente de calculadora soporta, a lo mas, moédulos que amplian un
modulo basico; el lenguaje computacional es de mediano nivel y no es estandar,
sino que depende del fabricante; es de uso especifico. El costo no es va la ma-
yor ventaja de un ambiente de calculadora sobre uno computacional y es mera
cuestion de objetivos, costos v funcionalidad.

Entre la variedad de programas y ambientes computacionales disponibles co-
mercialmente, hemos tomado la hoja de célculo Excel para ejemplificar concre-
tamente su utilidad como herramienta del lenguaje: ademés de su uso comun
en el trabajo administrativo y de contabilidad, disponible dentro del paquete
MSOffice® y es de bajo costo relativo. Aqui exploramos sus posibilidades, porque
en muchas ocasiones no se dispone de paquetes mas sofisticados, y una hoja
electronica es de facil acceso si se cuenta con una computadora de tipo comer-
cial. Asi, es posible contar con una hoja de célculo a partir de plataformas de
hardware basadas en procesadores 386 o superiores. Esto también presenta la
viabilidad de un proyecto de ensenanza o capacitacion basado tan solo en equi-
po reciclado v de bajo costo.

BREVE DESCRIPCION DE LA HOIJA DE CALCULO

La hoja de calculo es un arreglo de filas, numeradas consecutivamente, y colum-
nas, ordenadas en orden alfabético (A, B, C). Una fila y un renglon determinan
una celda, a cuyo contenido se tiene acceso desde su direccion, por ejemplo, B3,
A25. Las celdas pueden contener texto, nimeros o férmulas, que pueden hacer
referencia a funciones que dependen de una o mas celdas a partir de su referen-
cia. Las formulas se distinguen por el simbolo “=” en la ventana de estado. Las
referencias a las celdas pueden ser absolutas o relativas; $B$3 es una referencia
absoluta, B3 es una referencia relativa, y $B3 es una referencia mixta. Esta dife-
rencia entre referencias es una de las caracteristicas mas importantes v a ella de-
be su eficiencia la hoja de calculo; aquélla, a la vez, presenta un primer obstacu-
lo de lenguaje: por un lado la sintaxis estd muy alejada de la notacion funcional
mas comun de matematicas (veremos méas adelante como puede superarse esta
dificultad con el uso de nombres); por otro, el signo “=” tiene un significado asi-
meétrico: “asigne la expresion al contenido de la celda”. Expresiones largas pue-
den ser dificiles de leer, como se muestra en el siguiente ejemplo:
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Expresion funcional Expresiones equivalente en hoja de calculo Observacién
C =RAIZ($C$1*AT*B1/(A1*A1+B1*B1)) $C$1 contiene el valor
Xy constante C
X%+ y?
10 =1 $C$1 contiene el valor
qu CATSCS1 de la razén g. El valor
k=0 1 se guarda en la cel-

Ctrl-¢; Ctrl-v da Al
(copiar y pegar)
=suma(AL:A10)

Las referencias absolutas en una formula apuntan al contenido de la celda
referida en relacion con un origen absoluto (digamos la celda Al), en tanto que
una referencia relativa apunta al contenido de una celda referida a la posicion
relativa con otras celdas. Esta estructura sintactica basada en celdas y referencias,
constituye la base de la hoja de calculo, la cual esta enriquecida por elementos
o funciones colaterales que complementan esta funcionalidad: estructuras de
control e inclusion de objetos como gréficos o texto.

Los siguientes ejemplos muestran desde los aspectos mas elementales del
uso basico del simbolismo de Excel hasta los mas complejos que mimetizan la
notacion funcional clasica mediante el uso de nombres en Excel. Preferimos ha-
cer una discusion mas especifica a partir de ejemplos que plantear un analisis
general de la simbologia de la hoja de calculo.

EJEMPLOS
1. CAIDA LIBRE

Encontrar la distancia recorrida por un objeto en caida libre, durante los prime-
ros 10 segundos, si inicialmente se parte del reposo.

La formula de Galileo afirma que si d es la distancia recorrida y t el tiempo
entonces d ="'/, g ¢ donde g = 981 m/seg”. La columna A contiene el tiempo en
intervalos de 1 segundo hasta diez. La celda A2 continene la formula que incre-
menta en uno la celda Al (referencia relativa). Al copiar y pegar en la columna
B, la referencia Al se actualiza y tiene el significado de variable “valor de la cel-
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da inmediata superior relativa a la celda actual”. Esto puede verse claramente si
se observa el contenido de la celda Al1 en la ventana de contenido

| Ventana de contenido |

Copiar Pegar
=Al+1 =Al+1 =A10+1
A B A B A B
1 0 1 0 1
- 2 | et z
3 3 3
4 4 4
5 5 5
6 6 6
7 7 7
8 8 8
9 9 9
10 10 10
11 11 11 | =Al10+1

La primera distancia recorrida se calcula en la celda B1, introduciendo la formu-
la (= 0.5*$CS1*Al). La celda Cl1, referida absolutamente aqui, significa el valor
constante de g. El significado de Al en la formula de la celda B2, cuando se copia
v pega en el resto de la columna B, adquiere el significado de “valor de la celda
inmediata a la izquierda de la celda actual”, en este caso el tiempo (véase p. 145).

La accion de “copiar y pegar” en Excel equivale a resolver explicitamente una
relacion de recurrencia con dato inicial. Aqui aparece una primera dificultad en el
uso de la hoja de célculo, pues antes de experimentar con una relacién funcio-
nal y = f(x), es necesario definir las relaciones de recurrencia x| = &(x), v, =
n(y,), éstas pueden ser tan elementales como una serie aritmética: x,, , = a + rx,
por ejemplo para definir el dominio de la variabe x € [a,bl, para después dispo-
ner de los valores y, = f(x,).
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Distancia inicial Copiar Pegar
=0.5*$C$1*A1 C=05*$C$1*A1 C=05*$C$1*A10
A B C A B C A B C
1 0 H 9.81 0 9.81 1 9.81
2 1 1 2
3 2 2 3
4 3 3 4
5 4 4 5
6 5 5 6
7 6 6 7
8 7 7 8
9 8 8 9
10 9 9 10
11| 10 10 11 | =05*$C
$1*A10
Discusion

El ejemplo de la caida libre ilustra una de las ventajas pocas veces explorada de la
hoja de célculo: el uso de nombres y el simbolismo funcional. Un nombre es una
cadena que representa el contenido de toda una columna o fila. La asignacion
de un nombre se hace marcando la(s) columna(s) o fila(s) e incluyendo al prin-
cipio de lals) fila(s) o columnal(s) el nombre de ésta(s), y seleccionando del menu
principal: Insertar — Nombre — Crear. En la ventana de didlogo se pedira confir-
mar si las primeras filas o columnas se tomaran como los nombres de las columnas.

En el ejemplo de caida libre se asignan el nombre t a la columna que con-
tienen el tiempo ($A1:$A11) y el nombre g a la celda $C$1. En la celda B, don-
de se calcula la distancia inicial, se puede usar ahora la formula ( = 0.5*g*t*t),
que se copia y pega en el resto de la columna B (p. 146).

El uso de nombres, ademas de acercar al alumno a la notacion funcional
matematica clasica, le permite construir su propio significado de variable; los
nombres son ahora objetos que representan columnas (o renglones) completos,
independientemente de como se hayan generado v la relacion entre variables se
expresa mediante una relacion algebraica 1 a 1 que incluye constantes, variables
y parametros, en vez de posiciones relativas de celdas.
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=05t
A B C

O| o N o Ul & W[ N —
O| o | oo U | W[ N = O

—_
o

11
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o

2. EL TRIANGULO DE PAscAL

Como es bien conocido, el desarrollo binomial de (a+b)” admite la formula ge-
neral

(a+b) = iCn,k = a"p*
k=0

donde

n!
C =—
"R (n— k)

son los coeficientes binomiales. La formula que se usa para generar la tabla se
basa en la propiedad

Cn,k =Gk T Cm,k (1)

Los coeficientes arreglados en forma de triangulo se verian asi:
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Donde las lineas marcan la relacion recursiva (1). Este arreglo se puede “tra-
ducir” en la hoja de calculo como un arreglo de filas y columnas, como se mues-
tra enseguida:

= A2+B1
A[B[C]|D A[B[C [D
1 [ 1|1 [1]1 1 [ 11 1 |1
2 [ 1 1R 2 [ 1]2 3 [4
3 |1 3/1[3[6 |10
4 |1 4 11 ]4]10]2

El contenido de la celda marcada B2 se puede calcular ahora sumando el
contenido de las celdas vecinas, usando la formula de Excel ( = A2+ B1). Si se
usan referencias relativas, es muy facil completar la tabla, pues entonces basta
copiar la celda B2 en el resto de la tabla.

Después de haber completado la tabla, se hace evidente la simetria respecto
de la diagonal. Esta observacion es facilmente comprobable para un niimero ra-
zonablemente grande de casos, v esta es la ventaja principal de haber usado la
hoja de calculo, lo que nos permite conjeturar la relacion

C .=C

n, nn-k

Traducida en la identidad

n! n!
K(n—k)! (n—KkIk!

Discusion

Varios autores han enfocado el uso de la hoja de calculo hacia el descubrimien-
to de patrones numericos (Mason et al, 1985; Kieran, 1999) como una ruta ha-
cia el pensamiento algebraico; en este ejemplo se usa en el mismo sentido, pero
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en un nivel preuniversitario, es decir, como antecedente a la idea de induccion
matematica.

3. LA AGUIA DE BUFON

Se hace una simulacion del experimento clasico de Bufon: se lanza repetidamen-
te una aguja sobre un enrejado de lineas paralelas. Calcular la probabilidad de
que la aguja cruce una de las lineas del enrejado.

Planteamiento: Se supone que la aguja vy la separacion entre las lineas hori-
zontales es una unidad. El espacio de eventos se puede parametrizar por d, la
distancia de la linea mas cercana al punto medio de la aguja, v 0, el angulo que
forma la aguja con la horizontal.

Figura 2

rl/Z sen 0

/d

El espacio de eventos se representa por

E={0,de [0x] x [0,1/2]}].

(en este caso son indistinguibles la punta y la cola de la aguja).
El conjunto de eventos favorables viene dado por el conjunto

F={© de [On] x [0,1/2] 1 d< !/, sen 0 )}.
Luego la probabilidad es
P = Area (F)/Area (E).

Ya que
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Area (F) = J.1/2 sen(0)do = 1, Area (E)=m/2,
0

se sigue que
n=2/P

Esta ultima relacion se puede usar para “redescubrir” el nimero  probabi-
listicamente, vgr. a partir de la nocion de probabilidad clasica v de la nocion de
area. Un camino obvio conduce a reproducir el experimento, v éste puede ser
muy provechoso, pues se presta a asignar tareas o combinar estrategias; por
ejemplo, un alumno puede arrojar la aguja, mientras otro llevar el conteo, situacio-
nes criticas donde un “evento favorable” no sea claro (por ejemplo, si la aguja cae
entre las rendijas, 0 “casi la toca”). La otra opcion es usar la hoja electronica, y
se puede comparar el tiempo para realizar una simulacion y el experimento.

Para codificar el programa, Excel dispone de la funcion RANDOM, que gene-
ra numeros aleatorios (pseudoaleatorios en un sentido matematico estricto, pe-
ro para fines practicos se pueden considerar asi), y la funcion logicas SI que per-
miten distinguir un evento favorable. En la figura 3, se muestra una sesion en
Excel sin muchos detalles, donde se usaron nombres y funciones de libreria co-
mo CONTAR o SUMAR.

Fig ura 3 E2Microsoft Excel - bufon [Sélo lectura]
(2] Archivo Edicion Ver Insertar Formato Herramientas Defos Verkana 2 Traduccion =121 x|
W N e -H-AYDSHS SR B 0BT AT o -7 2
F2 j = =2*CONTAR{theta)/SUMA(exitos)
A B c D E F G H | =
1 n theta D exitos Pl
12| 185 05644052 03698291 1} IZBBSB?DS?!

192477127 019720855 1
0.87950176  0.39082034 0 o

51 12 agnja mide 1 unidad, al igual quelaseparacidn entre las rendijas, entonces se considera
n éxito cuando la distancia de la rendija mas cercana al centro de la aguja, D, satisfaga, D

g | [¢=(1/2) sen(theta). En latabla siguiente n es el nimero de simulaciones de tirar laagujaenla

iduela, theta y D representan los valores de la simulacién ca rulados mediante la funcion de

3
4
; [La aguja de Buffon. @ Joaguin Delgado, Jerdnimo Zamora
7
8

10
11 [Excel ALEATORIOD) que generaun nimero al azar entre 0y 1
12 theta = PIO* ALEATORIO() ; D = (1/2)*ALEATORIO! )
13 [Alas columnas n, theta, D se les ha asignado el nombre que se indica en negritas. Para asignal
14| mnnombre a una columna se marca con el ratdn, ¥ se selecciona [nsertar del Meni
15| [Principal, Nombre, Crear, de la ventana de didlogo se escoge la oprion “ Crearnombres” en
16| [Fila Superior. Parala columna de éxitosseusa la firmula
17 =8I D <= (1/2)*SENOtheta), 1,0),
después se copia al resto de las filas de la columna. Para aproxzimar el nimero pi se usa la
formula explicada anteriormente

= 2*CONTAR (theta)/s UM A(exitos)
5 [La funcién CONTAR(theta) cuenta el ndmero de filas no vacias de la columnatheta, es decir
23 otal de casos posibles, SUMA(exitos) sumalos ceros yunos de la columna exitos, dando el
24 [pimero total de eventos favorables

47 41» [\ Hoja1 £ Hajs2 £ Hajs3 £ Hojad £ Hojs5  Hojss £ Hoja? £ Hojad /£ Hajsd £ Hojato { b [« il

Dibjo ~ [} adoformas - SN WO OE 48 &-2-A-=SE=E00a0 -
nico|| A€ WBGEASESOREDDEE | JEE | BeRed DEEHSmEe 1

EpucacioN MatemATnica, vol. 15, nim. 3, diciembre de 2003 153



Ejemplos del uso de la hoja de calculo como herramienta didactica

Discusion

La discusion de este problema presupone una “plataforma comun de conoci-
miento”, como se menciona en la teoria vygotskiana, en este caso, la nocion de
area entre regiones curvilineas y la de probabilidad clasica trigonomeétrica. Las
ventajas de la simulacion de un ntimero arbitrariamente grande de experimen-
tos es, sin lugar a dudas, una ventaja que permite motivar desde un enfoque dis-
tinto el concepto de nimero, de area y de probabilidad. Este ejemplo cae pro-
piamente en el terreno de la modelacion matematica (véase también Molyneux
et al, 1999, donde se propone un modelo de difusion molecular). Ya de inicio,
el concepto de espacio muestral presenta dificultades epistemologicas profundas,
pues existen paradojas que surgen de asociar diversos espacios muestrales al
mismo experimento; asi, ante esta reflexion mas profunda, la hoja de calculo no
ofrece una respuesta definitiva, pero si la posibilidad de experimentar rapidamen-
te con el modelo.

4. EL MODELO DE CRECIMIENTO LOGISTICO

Una poblacion de tamario x, (densidad de poblacion) crece en unidades discretas
de tiempo n a una tasa de crecimiento autorregulada siguiendo el modelo logistico

Xy =m(1-x) %,

n+ 1
Estudiar el comportamiento cualitativo de la evolucion de la poblacion con-
forme al parametro m.
Este es uno de los primeros ejemplos de sistemas dinamicos que han sido
estudiados y presentan distintos tipos de comportamiento, monotono, desde pe-
riodico hasta cadtico en el rango 1< m < 4 (Devaney).

El uso de controles

Los controles son botones o barras de desplazamiento (técnicamente llamados
controles Active X) que permiten modificar el contenido de una celda. Cuando
el contenido de una celda controlado por un boton Active X es el valor de un
parametro, es posible rehacer rapidamente un calculo o simulacion completa, si
la hoja de calculo contiene referencias relativas ligadas al parametro.

154 Epucacion MatemATIcA, vol. 15, num. 3, diciembre de 2003



Cristianne Butto Zarzar, Joaguin Delgado y Jerénimo Zamora

=A2*0.1 E 9 -1 |
. [ archivo Edicion Ver Insertar Eormato Hemamientas Datps Veptana I =18 x|
% » e 5
A B |Bamra de des. -] =
A B F G H ] =
—_ * 1 =
1| =A2*0.1 3
3 o o
2 1a4)f of
5 0
3 [Formato de control H
7
] Tamaio | Proteger | Propiedades | wen  Control |
9
ﬁ' valor actual [0
E Valor minimo: [0 =
14 Valor méxima |100 El:
15 Treremento: [1 =
15 contio depsgnas [10 =
18
19 ¥incular con la celda: [z &
20
21
o ¥ sombreado 30
23
24 d
25 -
FIEI0 I« il
Dibujo [“hceptr | cocolr [F=EB@E -

Hicio| ASNBEGBOSHEOCHURIEG 7 o |®a|[En. @] B BN BN 1508

La sucesion x, se puede construir mediante una formula recurrente, al igual
que en el calculo de la distancia recorrida en el ejemplo de caida libre. Si el va-
lor del pardmetro m esta referido a la celda Al, por ejemplo mediante una cel-
da auxiliar, ésta se liga primero a una celda auxiliar, digamos A2, para controlar
la sensibilidad del boton, es decir el incremento y valor inicial del parametro. El
contenido de la celda A2 se puede entonces controlar con un boton ActiveX me-
diante el Ment de Formularios de la barra de herramientas.

En la simulacion presentada en la figura 4, se ha hecho uso de controles pa-
ra modificar el valor del parametro m del modelo. Es interesante ver como un
simple deslizamiento de la barra permite dar una idea general del comporta-
miento del sistema dinamico en relacion con el parametro. Los graficos se han
hecho con base en los menus de graficos propios de Excel.

Discusion

Este ejemplo muestra las posibilidades de alcanzar un nivel de comprension ra-
zonable, aun para un primer encuentro, del concepto de sistema dinamico, de
sucesion y convergencia (por ejemplo, con las gréficas a la izquierda en las pan-
tallas que aparecen en la figura 5), estabilidad y atraccion. La importancia de los
puntos fijos f(x) = x de la aplicacion logistica f(x) = m (1-x) x, se resalta con los gra-
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ficos de “telarafia” (a la derecha en las pantallas que aparecen en la figura 5); v
como la estabilidad depende del valor de la derivada en el punto fijo, sin mayor
dificultad el alumno podria realizar el diagrama correspondiente para los doble-
mente periddicos como puntos fijos de la aplicacion f2(x) = f(f(x) v el proceso de
bifurcacion, es decir, del mecanismo de aparicion de dos puntos periodicos cuan-
do se varia el parametro m. Por supuesto que estos conceptos se deben definir,
v las propiedades que se puedan conjeturar se deben probar rigurosamente.

El mapeo logistico fue uno de los primeros en ser estudiados, pues presenta
el fenomeno de caos en sistemas deterministicos. La hoja de célculo ofrece la
posibilidad de estudiar otros sistemas, como los definidos por un “mapeo tienda”
(su grafica presenta un solo maximo en el intervalo [0,1], sin ser necesariamen-
te diferenciables), que se puede definir mediante una funcion lineal a trozos, por
ejemplo. Los conceptos de orbita, punto fijo, punto periddico y estabilidad pue-
den muy bien ilustrarse mediante cualquiera de los dos gréaficos: el de telarafia o
el de la sucesion x,,

El interés pedagogico de este ejemplo se da también en dos direcciones por
un lado, se presenta el problema de como definir una sucesion recurrente para
calcular una orbita, como variar solo el valor del parametro, como ejecutar la se-
cuencia de comandos necesarios para realizar el despliegue grafico, asi como el
modo de hacer la simulacion eficiente (con el uso de botones). En la otra direc-
cion, el interés radica en como interpretar los resultados de la hoja de calculo:
¢como distinguir un punto periodico a partir de la secuencia numeérica o del gra-
fico?; ¢como distinguir una solucion “caotica™; ¢de qué caracteristicas geométri-
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cas de la grafica de f(x) depende la estabilidad?, etc. En suma, se presenta al es-
tudiante el reto de construir un andamiaje minimo conceptual de un sistema di-
namico.

RESULTADOS

Algunas de las practicas en el ambiente de la hoja de calculo fueron presenta-
das en un curso de diplomado orientado a profesores de ensenanza media su-
perior (CEBTIS) y superior de los primeros trimestres (UAM-, UPN), encargados de la
ensenianza de cursos basicos como Calculo Diferencial e Integral, Ecuaciones
Diferenciales, o Farmacologia. El interés principal de los participantes fue la ca-
pacitacion orientada a la preparacion de material didactico en dos ambientes
especificos: la hoja de calculo y Mathematica. En este trabajo, se han discutido
solamente los aspectos relevantes de la hoja de calculo, reflexionando sobre su
uso como lenguaje en el sentido de herramienta psicoldgica, asi como algunos
aspectos técnicos poco discutidos en la literatura. La aceptacion de los partici-
pantes fue buena, sobre todo entre los docentes de ciencias experimentales (farma-
cologia y carreras técnicas), para quienes el uso de la hoja de calculo se orienta
frecuente y principalmente al calculo numeérico. Los participantes de cursos ini-
ciales de Calculo Diferencial y Ecuaciones Diferenciales mostraron una preferencia
marcada por el ambiente que ofrece Mathematica, principalmente por las sinta-
xis funcional y la organizacion logica de los documentos (Notebooks) disponibles
en distintos estilos.

Presentamos dos ejemplos del tipo de practicas que los participantes realiza-
ron como provecto final en ambiente de hoja de calculo.

LA DERIVADA COMO LIMITE DE RECTAS SECANTES

En esta practica se ilustra la derivada como limite de rectas secantes para una
familia de funciones de la forma v = ax(x - j)(x - k). Se incluyeron botones de
control para modificar los valores de las raices j, k asi como el factor de escala
a. La recta secante se traza a partir de los puntos con abscisas x, x, que tam-
bien se pueden controlar. La practica se muestra en la figura 6 y fue elaborada
por uno de los participantes del nivel superior.
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ORDEN DE REACCION. EL CASO DE LA 2,4-DINITROFENILCICLOHEXILAMINA

En esta practica se grafican datos experimentales de absorbencia de cierto far-
maco a ciertas temperaturas, de donde, a partir de la pendiente de la grafica, se
puede determinar el orden de la reaccion. El autor introdujo ligas de hipertexto
de los datos a los graficos correspondientes que, dentro de la practica, estan si-
tuados en distintas hojas de trabajo.
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