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Resumen: Este trabajo presenta un estudio sobre la transicion de la aritmética al
dloebra, basado en un modelo de ensefianza que incorpora fuentes de significados
relacionados con el razonamiento proporcional numérico y geométrico, aspectos de
la variacion proporcional y procesos de generalizacion. En dicho modelo se utiliza
el ambiente Logo, que hace explicita la vinculacion entre dominios matematicos.
El estudio piloto que aqui se presenta forma parte de una investigaciéon mas ex-
tensa y se realiza con dos nifios de 10-11 anos de edad de una escuela primaria
privada; incluye la aplicacion de un cuestionario inicial, trabajo experimental con
parejas de nifios en ambiente Logo y un cuestionario final. El andlisis de los resul-
tados muestra que los nifios transitan de un pensamiento de tipo aditivo a uno
de tipo multiplicativo con dificultades para percibir la diferencia entre secuencias
aritmeticas v geométricas, asi como para expresar relaciones funcionales. Sin em-
bargo, se observaron logros al final del trabajo experimental en cuanto a la percep-
cion de patrones generales y de su expresion en lenguaje natural o en lenguaje
de programacion Logo; este tltimo, basado principalmente en el trabajo de los
ninos con tablas numeéricas de variacion.

Palabras clave: &lgebra temprana, pensamiento algebraico, dlgebra con Logo,
razonamiento proporcional y algebra, procesos de generalizacion.

Abstract: This paper reports a study on the transition to algebraic thinking, ba-
sed on a teaching model that incorporates meaning sources related to proportio-
nal reasoning (numerical and geometrical), aspects of proportional variation and
generalization processes. The Logo environment is introduced here, and links
between mathematical domains are explored. The pilot study is carried out on
10-11 vear-olds children of a private primary school and it involves the applica-
tion of a pre-questionnaire, experimental works in Logo environment with pairs
of children and a post-questionnaire. The analysis of the pilot study results shows
that children transit trough additive and multiplicative strategies, showing a diffi-
culty to understand the difference between arithmetical and geometrical sequen-
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ces, as well as in expressing functional relationships. Nevertheless, significant
achievements were observed after the experimental work in the direction of per-
ceiving and expressing general patterns, which be attributed to the proficient use
of variation numerical tables by children.

Key words: early algebra, algebraic thinking, algebra with Logo, algebra and
ratio and proportion, generalization processes.

INTRODUCCION

La transicion de la aritmética al algebra es un paso importante para llegar a ideas
mas complejas dentro de las matematicas escolarizadas. Sin embargo, presenta
obstaculos que la mayoria de los adolescentes encuentran muy dificiles de superar.
Esto se debe, en parte, a que este contenido matematico se ensefia por lo gene-
ral a partir de fuentes limitadas de significados; usualmente se toma como base el
dominio numérico (simbolizacion numerica), dejando de lado ideas importantes
que se interconectan con otros dominios matematicos, como, el geométrico.

Por otra parte, los acercamientos al algebra que buscan otros puntos de par-
tida, como la nocion de ntimero racional, cuando solo se limitan a considerar
significados como la relacion parte-todo, pueden resultar insuficientes para la
transicion hacia conceptos mas abstractos como los de relacion funcional y re-
lacion entre variables.

El acercamiento mas tradicional empieza por ensenar la sintaxis algebraica,
haciendo énfasis en sus aspectos manipulativos. En ese abordaje se empieza por
ensefar las expresiones, ecuaciones y toda la manipulacion alrededor de ellas, y
se termina con la resolucion de problemas mediante la aplicacion del contenido
sintactico aprendido. En cuanto a las dificultades que enfrentan los estudiantes
que trabajan con dicho abordaje, la principal critica es que se introduce al nifio en
un simbolismo desprovisto de significado y de sentido, siendo que los nifios vie-
nen de trabajar con la aritmética, donde todos los simbolos poseen significados
v los contextos de los problemas determinan mucho la manera de resolverlos.

En otro orden de ideas, esta comprobado que los tiempos didacticos para el
aprendizaje del algebra son prolongados y parece oportuno llegar a ese pensa-
miento a edades tempranas (7-11 anos), aprovechando las fuentes de significa-
dos que estan presentes en los contenidos de la primaria.

En respuesta a sefialamientos como el anterior, se han llevado a cabo estu-
dios para investigar dicha transicion, desde diferentes perspectivas, como: la aritme-
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tica generalizada (Mason, 1985); la evolucion por rupturas (Filloy y Rojano, 1989);
la reificacion (Sfard y Linchevski, 1994); el sentido de las operaciones (Slavit,
1999); la interpretacion de los simbolos (Kieran, 1992; Matz, 1980; y Booth, 1984);
el tratamiento de las operaciones v las funciones (Carraher, Schliemann y Brizuela,
2000; Kaput y Blanton, 2000); en relacion con la generalizacion vy la formaliza-
cion progresiva v el algebra como una herramienta de representacion y resolu-
cion de problemas (Da Rocha Falcao, 1993). Todos esos estudios han demostra-
do que dicha transicion ofrece obstaculos que han de ser superados por los
alumnos para llegar a las nociones del algebra simbolica.

Algunos estudios pretenden ayudar a los nifios a llegar al pensamiento alge-
braico a temprana edad v justifican que muchas de sus dificultades en la escuela
secundaria se deben, en parte, a la introduccion tardia de este contenido mate-
matico. En sus estudios, Carraher, Schliemann y Brizuela (2001) comentan que se
ha retrasado la introduccion escolar al &lgebra por concepciones errbneas acerca
de la naturaleza de la aritmética, del &lgebra v de la capacidad de los ninos para
tratar con ella. Afirman que la aritmética es algebraica, porque proporciona ele-
mentos para construir y expresar generalizaciones (aritmeética generalizada). A
partir de esa afirmacion, desarrollan, con nifios de nueve arios, un estudio de ini-
ciacion temprana al pensamiento algebraico en la escuela primaria, centrado en
la idea de lo desconocido vy utilizando la notacion algebraica para representar las
relaciones con problemas aditivos. Los nifos operan con lo desconocido y son
capaces de entender que las relaciones funcionales que involucran lo descono-
cido permanecen invariables para todos los valores posibles que una entidad
puede tomar. Los autores afirman que los nifios pueden razonar sobre las varia-
bles contenidas en los problemas. Comentan y critican la creencia, por parte de
los educadores matematicos, de que la aritmética debe preceder al dlgebra por-
que la primera trata de las operaciones que involucran niimeros particulares y el
algebra trata de ntimeros generalizados, variables v funciones. Estos autores ha-
cen referencia a estudios realizados por Filloy y Rojano, Kieran, y Linchevski acer-
ca del aprendizaje del algebra con adolescentes y de la separacion entre la arit-
mética y el algebra. Algunos de ellos afirman que el razonamiento algebraico esta
muy relacionado con el desarrollo cognitivo de los estudiantes: dicho razona-
miento y los conceptos requieren un grado de abstraccion y una madurez cog-
nitiva que la mayoria de los estudiantes de primaria no tienen.

Sin embargo, el trabajo de Carraher et al. proporciona pruebas de que es posi-
ble alguin tipo de iniciacion antes de enfrentar a los nifos a los obstaculos cla-
sicos del aprendizaje del algebra en la escuela secundaria. Este tipo de estudios
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no dejan de provocar controversia en didactica del algebra. Por ejemplo, Radford
(2001) comenta el trabajo de Carraher, Shliemann y Brizuela (2001) y arsumenta
que la idea de operar con lo desconocido ha sido refutada experimental e histo-
ricamente desde mucho tiempo atras. También se opone a la idea de que las
operaciones aritméticas conducen al significado algebraico v que el contacto
temprano con el dlgebra puede ayudar a construir significados dentro de la arit-
meética de los nifos. Para defender dicha postura, Radford analiza tres puntos ba-
sicos: menciona algunos estudios historicos y contemporaneos sobre operar con
lo desconocido; plantea que éste no es un problema intrinseco que surge en la
transicion de la aritmética al algebra, y alesa que adoptar una vision tradicional
en la que el algebra se relaciona solamente con la aritmética la restringe a un
solo campo del desarrollo y pierde de vista algunas expectativas importantes para
incorporar conceptos aritmeéticos de otros campos, como el de la aritmética geo-
metrizada. Por tltimo, comenta que, a pesar de que Carraher et al. (2001) no re-
chazan los prerrequisitos del desarrollo para el aprendizaje del algebra, parecen
renuentes a aceptar que la razéon por la que los nifios no logran operar con lo
desconocido en algebra sea la brecha de los niveles de desarrollo.

Radford, Carraher et al refutan la idea teleoldgica del desarrollo, y esto genera
un determinismo dirigido a la perspectiva antropoldgica segtin la cual, la condi-
cion vy el desarrollo conceptual son elementos inseparables del contexto, si éste
se ve desde el abordaje en el cual el desarrollo bioldgico aparece dialécticamente
relacionado con algunas lineas culturales. Advierten que, desde el punto de vista
de la historia de las matematicas, operar con lo desconocido en un momento de
la historia no equivale a operar con lo desconocido en un periodo diferente, y
cuestionan la idea de que los conceptos matematicos estan formados por mo-
dos culturales de conocimiento (por ejemplo, la matematica griega).

Segtin Radford, adoptar la vision tradicional de que el algebra se relaciona
solamente con la aritmética reduce la vision del camino vy estrecha las posibilida-
des de seguir con lo que es mas importante: la inclusion de nuevos significados de
la aritmetica. Este autor argumenta que el algebra es mucho mas que una arit-
meética generalizada v que lo que conocemos pertenece a la geometria. En segui-
da, senala algunos episodios de las actividades realizadas con los nifios; por
ejemplo, trabajar con la letra N como lo desconocido. Dice que esta actividad no
fue precedida de un acto individual voluntario de los nifios, sino sugerida. Ob-
serva que, para los estudiantes, no existe una diferencia muy clara entre cualquier
numero y uno desconocido y que no presentan la operacion con lo desconocido.
Agrega que tales experiencias son imposibles de alcanzar dentro de la aritmeéti-
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ca, a pesar de que parece inadecuado infundir significados desde la aritmética;
pero advierte que, en el estudio presentado, se demuestra como el aprendizaje
de la aritmética estad realmente enganchado a esa cuestion, v que ésta apovya la
iniciacion temprana al algebra.

Tall (2001) analiza el trabajo de Carraher, Schliemann y Brizuela (2001), a fin
de verificar qué tipo de algebra estan aprendiendo los nifios. Tall y otros presen-
tan la teoria del desarrollo simbolico, que revela una bifurcacion en el desempeiio
de la aritmética entre el procedimiento para contar y aquellos que desarrollan un
pensamiento proconceptual que involucra el uso flexible de simbolos. El autor
arsumenta que hay informes en la literatura sobre la conceptualizacion de los
ninos respecto a la igualdad y que, en ese estudio, la senalan como operacion, no
como igualdad entre dos expresiones. Tall menciona que, en el abordaje usado por
Carraher, Schliemann vy Brizuela (2001), los nifios no operan con lo desconocido
en el sentido de la manipulacion simbolica, observan operaciones y simbolismos
aritmeticos, vy que este aspecto esta empezando a ser explorado en este estudio,
a pesar de que la manipulacion algebraica necesita ser vista como parte de un
largo desarrollo.

Por otro lado, en relacion con el trabajo de Carraher, Schliemann y Brizuela,
Linchevski (2001) hace el siguiente cuestionamiento: écuando la ensefianza de un
tema a una cierta edad debe tomar como base algunos requisitos de desarrollo y
cuando se trata simplemente de recurrir a un tipo de acercamiento de ensefianza?
Linchevski (2001) afirma que para Carraher et al. esta pregunta no es importante,
pues para ellos, las potencialidades que los estudiantes no desarrollaron totalmen-
te pueden ser las causas que retardaron su introduccion. Estos autores creen que
la razon de las dificultades conceptuales futuras reside en su introduccion tardia.

Por su parte, Carraher et al. afirman que los informes de la investigacion que
separa el pensamiento aritmético del algebraico (Filloy y Rojano, 1989) y “las lagu-
nas cognoscitivas entre la aritmetica y el algebra” (Herscovics y Linchesvki, 1994), as
como otras dificultades bien documentadas en &lgebra temprana (Kieran, 1992;
Sfard y Linchesvki, 1994), han desempeiiado un papel importante en la decision
de los educadores para introducir el algebra solo en los grados mas altos.

Otro estudio que aborda el acceso temprano al algebra es el que llevd a cabo
Slavit (1999). Este autor observa que ha aumentado la importancia y el sentido
de las operaciones aritméticas en el pensamiento algebraico a edades tempranas,
que este tema requiere soporte teorico y/o empirico v que el sentido de las opera-
ciones apova la transicion hacia el pensamiento algebraico. El marco teorico de-
fine el sentido de las operaciones con un enfoque particular en la adicion: se
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identifican las areas de entendimiento algebraico que conforman la investigacion
v que emergen para dar sentido a las operaciones de la adicion, y se sefialan los
ntcleos del pensamiento algebraico que pueden ser presentados en un entendi-
miento de desarrollo numeérico y aritmético.

Otros estudios desarrollados en esta misma area confirman que los estudian-
tes de 6 v 7 anos pueden valorar alternativas de resolucion de problemas y hacer
oportuna la comunicacion de su pensamiento (Fuson, 1997, y Frank, 1997, cita-
dos en Slavit, 1999); por lo tanto, los estudiantes de la escuela primaria son ca-
paces de avanzar hacia las nociones aritméticas que transcienden dentro del do-
minio algebraico y darles sentido.

De acuerdo con Fuson (1992, citado en Slavit, 1999), los nifios por lo regular
desarrollan actividades aditivas utilizando varios métodos de conteo; finalmente
usan una técnica mas refinada hacia métodos mas eficientes. La tarea de adicio-
nar 5 + 3 podria ser desarrollada inicialmente por un conteo de 5 vy después de 3,
uniendo los tres grupos y contando el resultado. El conteo permite a los ninos
comenzar desde 5. Esta accion significa que la etapa de reificacion comienza con
el numero 5, mas adelante necesitan verificar el proceso de conteo vy, finalmente,
entender que 5 + 3 es igual a 8 sin ninguna referencia inmediata al modelo de
accion. El desarrollo proporciona un ejemplo de una construccion en cadena, en
la que el ciclo de reificacion podria ser indeterminable. Una vez que un proceso
es verificado para el grado que puede ser como objeto matematico, entonces
puede concebirse una siguiente operacion en el nuevo objeto v, posteriormente, el
objeto es reificado por ¢l mismo. El ciclo de la reificacion debe ser una herra-
mienta en el analisis del desarrollo a largo plazo de la comprension matematica.
Los autores comentan que la nocion de objetos mentales puede servir para ex-
plicar el sentido de las operaciones. La operacion es esencial para el conocimiento
y puede estar asociada al entendimiento algebraico. Para ello, se desarrolla una
base tedrica que podria ser ttil en la discusion de las operaciones matematicas
de manera general; la utilidad de los estudiantes acerca de la operacion v el uso del
entendimiento de cémo los nifios tienen competencia en aritmética pueden ser
vistos como una raiz para la comprension algebraica.

La base para el sentido de las operaciones podria involucrar la habilidad para
utilizar la operacion como el tltimo conjunto de objetos matematicos; por ejem-
plo, la habilidad para sumar uno o dos enteros, pero esto es una conceptualiza-
cion minima. El sentido de las operaciones involucra varios tipos de operaciones
flexibles que pueden ser interrelacionadas por el alumno. Esas concepciones in-
volucran el entendimiento de la estructura de las operaciones, el uso v las rela-
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ciones con otras operaciones matematicas y estructuras y generalizaciones po-
tenciales. De acuerdo con Fuson (1992, citado en Slavit, 1999), tales caracteris-
ticas incluyen el establecimiento de propiedades que las operaciones poseen vy
cOmo se relacionan éstas con otros procesos.

La conceptualizacion de los componentes de base en el proceso involucra la
habilidad para descomponer la operacion en sus componentes; por ejemplo, in-
cluye la adicion como conteo, la multiplicacion como adicion repetida y funcio-
nes coordinadas por conteo coordinado. Esto empieza como una dindmica de
comprension, donde las operaciones son pensadas inicialmente como accion. La
familiaridad con las propiedades de las operaciones disponibles es fundamental
para el sentido de las propiedades de grupo de las operaciones, si es que existen,
y de éstos la importancia primaria es una conciencia de la habilidad para invertir
la operacion. El acto de deshacer proporciona un mapeo de regreso y puede ayudar
a hacer mas claro el resultado general de los procesos originales. Otras propie-
dades, como la conmutatividad vy la asociatividad v la existencia para identificar
pueden ser una caracteristica de la operacion dada, pero en ningin caso ayuda-
ran a aclarar el resultado.

Nuestra posicion acerca de los estudios citados es que la introduccion tem-
prana al pensamiento algebraico es viable, partiendo de la suposicion de que el
desarrollo de dicho pensamiento es un proceso largo, pues los nifos ciertamente
enfrentaran dificultades tanto en el campo de la aritmética como en el algebra,
y es necesario no solo tener conciencia de dichos obstaculos, sino también co-
nocer su origen. Pensamos que muchas de estas investigaciones, que en primera
instancia parecen carecer de cierto sentido matematico desde el punto de vista
historico y cognitivo, necesitan ser abordadas de otra manera; es decir, es nece-
sario realizar investigacion basica para conocer los procesos cognitivos que los
estudiantes desarrollan cuando se enfrentan con contextos familiares y no fami-
liares, las estrategias de solucion de problemas que desarrollan y por qué; cudl es
la relacion que existe entre los contenidos matematicos que logran aprender en la
escuela v los que no logran entender. Por otro lado, las condiciones empiricas
dadas en estos estudios sugieren abordar de distinta manera estos contenidos y
las formas de tener acceso a ellos, lo que ciertamente implica otro modo de ver
y resolver una situacion problema.

Consideramos que alcanzar al pensamiento algebraico para desarrollar algu-
nas ideas vy alcanzar la formalizacion algebraica son actividades cognitivas distintas.
La formalizacion algebraica requiere, ciertamente, un proceso mucho mas largo
y complejo, pero tener acceso al pensamiento algebraico en edades tempranas
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por diversas rutas nos otorga indicios empiricos y teoricos para analizar esta ac-
tividad matematica con una perspectiva epistemologica v didactica.

Por ultimo, sostenemos que la aportacion de este estudio se dirige a la pri-
mera posicion expuesta antes (desarrollar ideas algebraicas), con el objeto de es-
tudiar en detalle los procesos cognitivos involucrados en dicha introduccion: cog-
nitivos, porque se realiza una investigacion que pretende buscar sustento para
una introduccion temprana al pensamiento algebraico en la escuela primaria.
Ademas, partimos de un contenido matematico (razonamiento proporcional arit-
metico y seomeétrico) que dio origen al pensamiento algebraico en la antigtiedad,
no con el proposito de seguir los pasos de la humanidad en la construccion del
conocimiento matematico, sino como un punto importante para tener acceso a
dicho contenido matematico, ademas de la familiaridad que éste posee en la es-
cuela primaria (razonamiento proporcional).

El estudio que aqui se presenta recurre a fuentes de significados que son rele-
vantes para las primeras construcciones de las ideas algebraicas. Dichas fuentes
de significado son tratadas como formas, contenidos matematicos v contextos para
llegar al pensamiento algebraico, basados en la historia de las primeras ideas al-
gebraicas; por ejemplo, el razonamiento proporcional. Estas fuentes de significado
pretenden convertirse en fuentes de aprendizaje para los nifios cuando lleguen
a las primeras ideas algebraicas.

Esta propuesta se ubica al final del curriculo de la escuela primaria, en la
franja del pensamiento prealgebraico, cuando aun no se introduce a los alumnos
en la sintaxis algebraica. Se presentan las ideas algebraicas en dos versiones: pre-
simbolica (percepcion de la idea de la variacion proporcional) y simbolica (encontrar
y expresar una regla general e incorporarla en un lenguaje Logo) por medio
de la resolucion de problemas propuestos en una secuencia de ensenanza. Para
alcanzar ese objetivo proponemos dos rutas para llegar al algebra: el razona-
miento proporcional y los procesos de generalizacion. La eleccion de la primera
se fundamenta, en primera instancia, en la familiaridad que los nifios tienen con
ese contenido matematico en la escuela primaria y especificamente en ese
srado escolar (52 ario de primaria) cuando aun estan en transicion del pensa-
miento aditivo al multiplicativo, y examina el hecho de que ese contenido matema-
tico se conecta conceptual e historicamente (Radford, 1996) a la idea de variacion
funcional.

La via de acceso de los procesos de generalizacion implica involucrar a los
estudiantes en la deteccion de patrones y ayudarlos a que sean capaces de ex-
presar tales patrones; esto nos lleva al pensamiento algebraico a través de activi-

120 Epucacion MatemaATica, vol. 16, num. 1, abril de 2004



Cristianne Butto y Teresa Rojano

dades que involucren el razonamiento acerca de patrones en gréaficas, patrones
numeéricos v figuras, detectando similitud, diferencias, repeticion, recurrencia. La
generalizacion o pensamiento en términos de ntimero general puede ser vista
vendo de lo general a lo particular y viceversa.

Nuestro objetivo es desarrollar una ruta alterna a las tradicionales que permita
al estudiante hacer el transito al pensamiento algebraico a partir de la incorpo-
racion de fuentes de significados; por ejemplo, el razonamiento proporcional
(aritmetico y geomeétrico), aspectos de la variacion funcional y los procesos de ge-
neralizacion hacia la construccion de un modelo de ensenanza, en el cual los
alumnos puedan construir fuentes de significados relacionadas con la historia de
las primeras ideas del pensamiento algebraico.

PROPOSITOS DEL ESTUDIO “INTRODUCCION TEMPRANA
AL PENSAMIENTO ALGEBRAICO Y ENFOQUE TEORICO”

El estudio que aqui se presenta pretende:

* Investigar la factibilidad de la iniciacion temprana al algebra a partir de
contenidos matematicos como el razonamiento proporcional, la variacion
funcional y los procesos de generalizacion.

 Utilizar la percepcion visual intuitiva y diferentes contextos (numéricos y
geomelricos) para relacionarlos con los conceptos algebraicos.

»  Observar diferentes tipos de interaccion social durante el aprendizaje tem-
prano de ideas algebraicas y los aspectos cognitivos, efectos v relaciones
con otros dominios matematicos.

El enfoque teorico de este estudio utiliza el Modelo Teorico Local (MTL) pro-
puesto por Filloy (1999), que ofrece una metodologia para la investigacion y desen-
trafia las relaciones de los componentes que entran en juego en la matematica
educativa. Se caracteriza por la interconexion entre sus cuatro componentes: mo-
delo de los procesos cognitivos, modelo de ensefianza, modelo de comunicacion
y modelo de competencia formal. Es recursivo, pues se orienta al significado da-
do por el uso, desde el cual se mira el problema original con una nueva perspec-
tiva: se parte de la problematica, se plantea el MTL que se va a desarrollar en la
experimentacion y los resultados de ésta inciden en la manera como se va a obser-
var la problematica y a replantear el MTL. Es local porque, sin pretender ser una
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teoria con un caracter universal ni replicable a cualquier fenomeno educativo, sir-
ve para explicar fenomenos sobre la base de un analisis fenomenologico: tal ana-
lisis consiste en describir los fenomenos para los cuales este sistema matemaético
de simbolos (SMS) es un modelo de organizacion en su relacion actual con esos
fenomenos; aqui los SMS se consideran como productos cognitivos y sus relacio-
nes con los fenomenos son las ya establecidas; la fenomenologia pura se com-
plementa con una fenomenologia historica, pues es indispensable considerar los
fenémenos para cuya organizacion se cred el concepto en cuestion y como se
extendio a otros fenomenos. Asi se define el componente formal. Se continua el
analisis, ademas, con una fenomenologia diddctica, que implica conocer los pro-
cesos de ensenanza y aprendizaje, los fenomenos presentes en el mundo de los
estudiantes v lo que se propone en las secuencias didacticas de ensenanza. Los SMS
se tratan como materia de ensefianza que va a ser aprendida por ellos. Asi se
define el componente de modelo de ensenanza. Por tltimo, es también una feno-
menologia genética, pues los fenomenos se consideran con respecto al desarrollo
cognitivo de los ninos, y asi se define el componente de los procesos cognitivos.

En cada uno de los componentes se hace referencia a modelos teoricos. El
MTL interrelaciona cuatro componentes:

* modelo de ensenanza,

* modelo de los procesos cognitivos,
* modelo de competencia formal y

* modelo de comunicacion.

De acuerdo con Filloy (1999), considerar estos cuatro componentes en un MTL
sirve para explicitar observaciones, experimentos v resultados del estudio, otor-
gandole al modelo una confiabilidad por el manejo de ciertos fenémenos que
ocurren en la matematica educativa.

A continuacion, se presentan los componentes del MTL para el caso especifi-
co del estudio “Introduccion temprana al pensamiento algebraico”.

MODELO DE ENSENANZA

Este componente sirve para estudiar como se disefian los modelos de ensefianza
y las dificultades enfrentadas en los procesos de ensefianza y aprendizaje que son
inherentes a la organizacion curricular. El estudio en marcha se dirige hacia una
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iniciacion temprana al algebra via aspectos de la proporcionalidad numeérica y
geomeétrica, variacion proporcional y procesos de generalizacion. Se pretende de-
sarrollar una secuencia de ensenanza que vincule aspectos numeéricos, geome-
tricos y algebraicos en edades tempranas, con el proposito de introducir dichos
contenidos matematicos de manera significativa en los Gltimos aiios de la escue-
la primaria.

La hipotesis de trabajo es que la iniciacion temprana al pensamiento alge-
braico puede ocurrir a través del razonamiento proporcional, pues éste ofrece una
vinculacion de la aritmética con el algebra mediante la orientacion de aspectos
numéricos y geometricos hacia ideas algebraicas tales como la variable, la rela-
cion funcional y el numero general.

MODELO DE COMPETENCIA FORMAL

Este componente comprende tanto el propio dominio mateméatico como su co-
rrespondiente sistema matematico de signos (sMs). En este componente estudia-
remos los conceptos matematicos que se desarrollan en la secuencia didactica
seglin se muestra en el mapa conceptual 1.

MODELO DEL COMPONENTE DE LOS PROCESOS COGNITIVOS

Este componente esta formado por procesos de pensamiento que nos permiten
describir como el alumno procesa su conocimiento y las dificultades que enfren-
ta, v caracterizar las estrategias de resolucion de problemas. También ayuda a
describir las acciones de los sujetos observados al realizar tareas relacionadas en
un contenido matematico. En ese proceso, los alumnos pueden comprender mas
acerca de su propio pensamiento denominado “meta cognicion”, asi como afinar
progresivamente su percepcion al respecto.

En este componente se analizan las formas de pensamiento matematico y su
comunicacion durante la interaccion (nifo-mediadores-entrevistadora), tomando
como referencia teorica la propuesta vygotskiana de aprendizaje, la cual afirma
que el aprendizaje de los individuos es mediado por el contexto social en el que
estan involucrados (Vygotsky, 1978). También estudiaremos las ideas de Vygotsky
acerca de la zpp, que se da mediante el uso de instrumentos o de signos (como
el lenguaje).

EbucACiON MATEMATICA, vol. 16, num. 1, abril de 2004 123



Introduccion temprana al pensamiento algebraico: abordaje basado en la geometria

|euoDUN UOIRJAI JesAIdX]

uoneq

_LJ

SODLWNU SAI0[BA 3P B[R]

PONRWIUE RPUINDAS

_ eOURWO6 BPUANIAG

_ seinby teredwo)

_ |e2UI| UQDRLIRA _ EIGEIEN opezi[e1auab oswnN

_|_|_

enedldniny

Sal10|eA _EMQEOU

uomiodoid ap sejqe]

eneluen)

uopeledwo)

_ ezuefowas

e2URIWO3H LIUINDAG

PONRWILE BPUNDAS

_ S00URWO03H sopadsy

sodrelgable sopadsy

uopezi|e1auab ap s0sa01|

sodNRULE sopadsy

pepijeuoniodold

odleigable ojuaiwesuad [ 0sa00e p seiny T edepy

Epucacion MatemaATica, vol. 16, num. 1, abril de 2004

124



Cristianne Butto y Teresa Rojano

MODELO DE LA COMUNICACION

Este componente trata del intercambio de mensajes entre sujetos de diversos
orados de competencia en el uso de los sms. Los modelos de comunicacion sir-
ven para describir las reglas de competencia comunicativa, formacion y decodifi-
cacion de textos. Este intercambio entre sujetos ocurre a través de la interaccion
social. Aqui el lenguaje tiene un papel importante, va que es el vehiculo que co-
necta y negocia significados matematicos entre los agentes que participan en las
actividades propuestas.

En la secuencia didactica, este componente también es estudiado a través de
la interaccion social en parejas de estudiantes, destacando principalmente el apren-
dizaje colaborativo en pareja (Kieran, 1992). En particular, se analizan las dificul-
tades enfrentadas en la negociacion de significados matematicos.

DOS RUTAS DE ACCESO AL PENSAMIENTO ALGEBRAICO

Como se ha sefialado en las secciones anteriores, para este estudio se eligieron
dos rutas de acceso temprano al algebra. En seguida, se pasa a hacer un breve
analisis de cada una de ellas.

RAZONAMIENTO PROPORCIONAL

Razon y proporcion ha sido uno de los temas mas investigados en el campo de
la educacion matematica y existe una literatura muy extensa al respecto. Aqui solo
se hara referencia a aquellos trabajos que se relacionan directamente con la po-
sibilidad de explotar aspectos de razon y proporcion para desarrollar ideas alge-
braicas de variacion y generalizacion, asi como las posibles dificultades que los
ninos de primaria puedan encontrar en las rutas que aqui se proponen.

Varios autores han estudiado diferentes aspectos del razonamiento propor-
cional. Los estudios de Inhelder y Piaget (1958) acerca del razonamiento proporcio-
nal lo caracterizaban como una habilidad propia del estadio de las operaciones
formales (12 a 14 afios de edad), pero otros autores contradijeron tal postura,
arsumentando que dicho razonamiento no es una habilidad propia de las ope-
raciones formales v que puede ser desarrollado en edad temprana. Los estudios
realizados con ninos de 4 a 6 anos comprueban que estos ninos comprenden la
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idea de mitad y tienen un juicio perceptual y empiezan a comparar razones de
cantidades antes de tener cualquier experiencia con razones numéricas. Esto com-
prueba, por otra parte, que el juicio perceptual (seométrico) es una habilidad que
puede ser desarrollada a temprana edad. Pero Piaget también describe estadios
tempranos en el pensamiento utilizado en las correspondencias cualitativas y se-
riaciones, el llamado estadio intermediario para sumar compensaciones de dos
razones 2:1 y el estadio avanzado en el que se aplico el razonamiento proporcio-
nal para valores numeéricos con los datos y sus razones, v concluye que puede
haber un entendimiento temprano de algunos conceptos matematicos, como por
ejemplo, el concepto de proporcionalidad.

Uno de los argumentos mas solidos que defienden esta postura hace referencia
al tipo de pensamiento caracteristico de estas edades, el pensamiento aditivo,
que esta fuertemente influido por la instruccion escolar que privilegia el trabajo
en torno de las estructuras aditivas, dejando para mas tarde el desarrollo de las
estrategias de tipo multiplicativo.

Noelting (1980) estudio el razonamiento proporcional con problemas de com-
paracion numérica y los resultados indicaron que los estudiantes mostraban un
mejor desempeiio en situaciones donde una cantidad de una razon completa era
un multiplo entero de la cantidad correspondiente de la otra razon. Cuando los
multiplos ya no eran enteros, los alumnos empleaban estrategias aditivas. En su
teorfa de la reestructuracion adaptativa, hace la distincion acerca del tipo de
comparacion que el sujeto realiza cuando resuelve un problema, formando asi el
abordaje que denomina “entre estrategias”.

Por otra parte, los estudios desarrollados por Karplus y Peterson (1970) ca-
racterizaron las respuestas de los nifios agrupandolas a partir de un nivel de
comprension. Las categorizaciones desarrolladas por estos autores son muy im-
portantes, pues distinguen diferentes métodos para la respuesta correcta y co-
mentan que no todos los ninos tienen una estrategia de tipo aditivo.

Varios autores han comentado las dificultades que los nifos enfrentan al re-
solver problemas de proporcionalidad. Tourniaire y Pulos (1985) hablan acerca
de los estudios desarrollados y presentan distintas metodologias y tareas. Aqui se
destacan dos pares de métodos utilizados: la comparacion versus valores v expli-
caciones contra una sola respuesta. Las tareas son variadas y con intervenciones
individuales.

Los autores referidos también comentan acerca de las variables que afectan
el desempenio del razonamiento proporcional y que son importantes para el fu-
turo desarrollo de secuencias didacticas v examinan de qué manera interfieren
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en el desempeno de los estudiantes. Mencionan que existen diversas variables
que intervienen en la comprension de problemas de proporcionalidad, tales co-
mo: complejidad numeérica, estructuras de las variables, contexto de las variables,
género v edad, intelisencia, modelos de instruccion e intervencion individual.

Algunas de esas variables se consideran en el disefio de las actividades de la
secuencia didactica utilizada en este estudio. Las variables consideradas son: la com-
plejidad numeérica, la estructura de las variables, el contexto de las variables y los
modelos de instruccion escolar. La complejidad numeérica se refiere al uso de los nu-
meros v a las razones, a la presencia de la unidad y a problemas de comparacion
y de razon. La estructura de las variables puede ser usada para definir una se-
cuencia jerarquica de razonamiento proporcional y algunos estudios utilizan la
variacion de problemas de contexto. El contexto de las variables en muchos es-
tudios varia la estructura de los problemas usados en dicho contexto y los mode-
los de instruccion se refieren al tipo de instruccion escolar recibida v a los efectos
que ésta tiene en el aprendizaje del razonamiento proporcional.

Por otra parte, Hart, Johnson, Brown, Dickson y Clarkson (1982) desarrollaron
un proyecto de ciencias y matematicas para la ensefianza de la secundaria de-
nominado CsMS, que posteriormente dio lugar a otro proyecto de investigacion
denominado “Estrategias y errores en la matematica de secundaria” y en este
proyecto se hace referencia al topico de razon y en particular al de razon y pro-
porcion, que es uno de los temas de la matemética de la escuela secundaria.

El analisis de los resultados de la preentrevista revela que los nifios usaban
términos tales como “similar” o “algunos” para describir el ntimero de lados, vgr:
“alouna area”. En el poscuestionario los nifios entrevistados mostraron diferentes
respuestas en términos del reconocimiento de los factores de escala v utilizaron
el centro de aumento o la idea de pares de lineas para resolver los problemas.
El andlisis integral de los resultados reveld que los nifios utilizaban estrategias
aditivas y de area para la descripcion de las diferentes estrategias. La variacion
en el desemperio puede atribuirse a aspectos de la instruccion escolar. Los profe-
sores se concentraron en la produccion de esquemas particulares para el traba-
jo, isnorando los prerrequisitos y habilidades para el trabajo durante las clases.

Los resultados de esos trabajos nos revelan que los nifos ven el concepto de
razon como una operacion esencialmente aditiva y no multiplicativa y que repiten
la adicion como sustitucion de la multiplicacion. Otros aspectos de la ensenanza
fueron los angulos v su invariancia ante el aumento. Esto ayudo a explicar la va-
riacion en el desempeno de los nifios en relacion con las partes regulares e irre-
gulares de figuras.
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Otro asunto importante es el contexto de los problemas vy el papel que de-
sempena la naturaleza de las relaciones numéricas que acaban por influir en la
dificultad del problema; pero estos aspectos pueden comprenderse mejor si los
profesores varian las relaciones numéricas y el contexto de los problemas sobre
pensamiento proporcional.

Estos estudios influyeron en la manera como fueron disenadas las activida-
des para el estudio que aqui presentamos, asi como la manera en que se anali-
zaron las producciones de los estudiantes al enfrentar tareas de razonamiento
proporcional. Posteriormente, esos antecedentes resultaron fundamentales en el
analisis de actividades que ponen de manifiesto las dificultades de los estudian-
tes para el transito de las estrategias aditivas a las multiplicativas.

Finalmente, Streefland (1985, citado en Hart, 1982) sugiere que el aprendi-
zaje de razon y proporcion es un proceso que empieza con la comparacion cua-
litativa, v argumenta que no deberfan introducirse tan de prisa la formalizacion
y la ensefianza de algoritmos, pues la proporcion inicialmente es percibida por
los nifios en situaciones realistas. A partir de estos estudios, se pretende condu-
cir a los alumnos al pensamiento algebraico a través de la exploracion de la per-
cepcion proporcional intuitiva v de aspectos de comparacion cuantitativa y cua-
litativa, apoyandose en tablas de proporcion.

PROCESOS DE GENERALIZACION

De acuerdo con Mason (1985), el &lgebra no se debe ensefar como parte sepa-
rada del programa de aritmética y geometria, pues trazar una linea divisoria entre
ambas no es recomendable, ya que el conocimiento algebraico se relaciona con
todo el conocimiento matemético. Con base en estas ideas, se propone la incorpo-
racion de un modelo de ensenanza que tenga en cuenta los aspectos cognitivos,
el uso de distintos lenguajes (numérico, geométrico y algebraico) vy la organizacion
de situaciones que incorporen aspectos significativos para el alumno. En este
sentido, las situaciones significativas tienen un caracter diferente al comuinmen-
te usado; aqui importa crear situaciones que hayan sido debidamente organiza-
das a partir del conocimiento que los alumnos va adquirieron y también sobre
el conocimiento de las dificultades que enfrentan en el aprendizaje escolar.

La comunidad internacional de didactas del algebra reconoce cuatro enfo-
ques (Bednard, Lee y Kieran, 1996) de ensefianza: la generalizacion de patrones
numeéricos y geometricos v de las leyes que gobiernan las relaciones numeéricas;

128 Epucacion MatemaATica, vol. 16, num. 1, abril de 2004



Cristianne Butto y Teresa Rojano

la modelizacion de situaciones matematicas y de situaciones concretas, y el estu-
dio de situaciones funcionales vy la resolucion de problemas.

Segun Mason (1985), la generalidad es fundamental para el pensamiento
matematico vy algebraico. La generalizacion en algebra es algo primario hacia la
abstraccion matematica y puede ser desarrollada a partir del trabajo con patro-
nes o regularidades que favorecen la articulacion de la generalizacion en situa-
ciones cotidianas. Por consiguiente, para aprender el lenguaje algebraico, es im-
portante que el alumno tenga algo que comunicar, para ello necesita percibir
un patron o una regularidad y después intentar expresarlo y comunicarlo a al-
suien. Para el referido autor hay cuatro etapas para trabajar la generalidad en
el salon de clases:

a. Percibir un patréon

b. Expresar un patrén

¢. Registrar un patron

d. Probar la validez de las formulas

a. Percibir un patrén

Se puede percibir un patréon a través de la sucesion de figuras y, entonces, pue-
den surgir preguntas matematicas, como por ejemplo: écudl seria una regla para
reconocer el patron? Se hace necesario el uso de técnicas matematicas para ge-
nerar los nimeros o patrones, vgr, recursividad, la induccion. Una de las ideas
centrales es que un primer encuentro con el dlgebra pueda realizarse partiendo
de la identificacion y comunicacion de patrones o de relaciones, las cuales se
pueden establecer con ejemplos particulares para que los ninos perciban lo que
es comun en esas situaciones, v decir v registrar lo que ellos percibieron.

b. Expresar un patrén

El siguiente paso es expresar el patron. Es necesario decir y registrar un patréon
para que posteriormente pueda hacerse una reflexion sobre él. Este tipo de
actividad puede facilitarse mediante un trabajo colaborativo en el salon de cla-
ses, en el que los alumnos puedan trabajar en equipo y puedan comunicar sus
resultados a los otros, preguntando y cambiando sus percepciones, hasta llegar
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a un acuerdo. Aqui, el profesor actiia como un mediador de la actividad, hacien-
do preguntas que lleven a los estudiantes a reflexionar sobre sus propias ideas.

¢. Registrar un patrén

Registrar un patrén hace posible la verificacion de la regla. Esta actividad puede
ser apoyada por dibujos o palabras, para posteriormente describir las variables
clave de un problema.

d. Probar la validez de las formulas

Para que una formula tenga validez, debe probarse de diferentes formas, como
por ejemplo, a través de su aplicacion en otros casos donde se pueda dar una
respuesta por otros medios o haciendo célculos; dibujando; contando o verifican-
do su consistencia. Pero también es importante que la regla sea correcta y, para
eso, se necesita tener una nocion de lo general, lo cual involucra la idea de co-
mo un ejemplo particular puede mostrar lo general. Para mostrar lo general es
necesario reestructurar el ejemplo particular y sefialar caracteristicas generales,
lo cual se logra observando caracteristicas especificas en cada caso v haciendo
notar que, a pesar de que cambien, lo hacen de manera regular.

A diferencia de lo que propone Mason con respecto a la ultima etapa para
trabajar los procesos de generalizacion, la prueba de la validez de las férmulas,
Ursini (1993) observd en un estudio realizado con nifos de secundaria (12-13
afos de edad), que los alumnos tenian dificultades para reconocer patrones si no
cubrian las cuatro etapas mencionadas por Mason. De esa manera, se destaca la
importancia de que la ensenanza cubra dichas etapas, a fin de que los alumnos
puedan comprender y utilizar adecuadamente el lenguaje algebraico.

El trabajo con patrones también esta recomendado en los estandares curri-
culares y de evaluacion del Consejo Nacional de Profesores de Matematicas
(NcT™, 1989). En este documento se recomienda el uso de patrones desde muy tem-
prana edad (lo equivalente a la ensefianza preescolar) con extension hasta los
orados superiores, va que sefiala que el trabajo con procesos de generalizacion
puede, inicialmente, desarrollarse de manera intuitiva, al observar la regularidad
y desarrollar un trabajo con patrones. De acuerdo con este documento, en la
educacion preescolar, que equivale a los niveles 5-8, el trabajo con matematicas
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debe incluir la exploracion de patrones y de funciones para que los estudiantes
sean capaces de:

*  Descubrir, extender, analizar y crear una amplia gama de patrones.

* Describir y representar relaciones con tablas, graficas y reglas.

e Analizar relaciones funcionales para explicar de qué manera un cambio
en una cantidad provoca un cambio en la otra.

o Utilizar patrones y funciones para representar y resolver problemas.

En el curriculo mexicano, este contenido (el de patrones y generalizacion) no
aparece con un gran énfasis en la escuela primaria; sin embargo, hay una pre-
sencia extensa del razonamiento proporcional. A partir de esto, se asignan signi-
ficados de la comparacion cuantitativa y cualitativa de cantidades. La idea de va-
riable y de relacion funcional se introducen en una etapa mas avanzada que
conduce, a su vez, hacia los procesos de generalizacion.

De acuerdo con Pegg (1990, citado en Duran Ponce, 1999), el descubrimien-
to de patrones requiere el trabajo en tres procesos a seguir:

» Experiencias de actividades con patrones numéricos.

» Expresar las reglas que caracterizan patrones numéricos particulares me-
diante oraciones, involucrando a los estudiantes para que hagan aclara-
ciones y precisiones.

» Propiciar que los estudiantes expresen en forma abreviada dichas reglas.

Para este autor, la parte mas compleja de la introduccion al algebra requiere
el trabajo con patrones numeéricos hasta llegar a la descripcion de esos patrones
utilizando la notacion algebraica, y recomienda las siguientes actividades:

* Desarrollar por escrito las reglas que caracterizan un patron numerico.

» Comparar diferentes alternativas correctas y que son originarias de un
mismo patron.

* Generar patrones numeéricos a partir de una regla dada.

* Encontrar varias reglas para un mismo patron.

»  Socializar con los estudiantes el surgimiento de patrones numéricos.

* Explicar la creacion de reglas que caracterizan patrones numericos.
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Los estudios desarrollados por MacGregor y Stacey (1993) con estudiantes
australianos revelan que, cuando se trabaja con patrones numéricos, los nifos
presentan dificultades para describir y expresar algebraicamente dicho patron.

El estudio desarrollado por Duran Ponce (1999) con estudiantes de 62 ano
de primaria revela que, con el programa de ensenanza que se utiliza, los ninos
consiguen avanzar conceptualmente respecto al reconocimiento de patrones en
secuencias numeéricas y de figuras. Esto se manifiesta cuando usan inicialmente
un procedimiento de tipo recurrente para el uso de la relacion horizontal. Alsunos
alumnos tenian un desempeiio menor cuando trabajaban solos que cuando lo
hacian con ayuda de un experto.

Reggiani (1994) afirma que la generalizacion es un término utilizado en las
matematicas para indicar el paso de lo particular a lo general y ver lo general en
casos particulares. Para la autora, el trabajo con la generalizacion constituye un
aspecto indispensable para el desarrollo del pensamiento algebraico.

Varios estudios con alumnos de 11-14 aiios sobre el aprendizaje del lenguaje
de programacion han resaltado la coexistencia de dificultades especificas conec-
tadas al ambiente de la programacion con la dificultad relacionada con el requi-
sito de la formalizacion. Esta conexion aparece en el uso de cualquier idioma
formal y con dificultades mas profundas conectadas a la conceptualizacion de
las estructuras involucradas. Estas ultimas podrian atribuirse a dificultades de ge-
neralizacion. Las investigaciones describen algunas limitaciones en habilidades
espontaneas para pasar de lo particular a lo general y recomiendan que los ni-
nos sean estimulados con procedimientos dirigidos. En estos estudios se afirma
que el trabajo en edades tempranas requiere ser estimulado por una intervencion
externa, a fin de que el nino pueda pensar en términos prealgebraicos, va que la
generalizacion es un proceso gradual y, como adquisicion continua, esta conec-
tada al conocimiento algebraico. Los resultados revelan que la generalizacion no
es una adquisicion estable y el papel de la verbalizacion escrita desempena un
papel importante en la discusion en el salon de clases. En este sentido, el es-
tudio piloto que aqui se presenta pretende ofrecer a los nifios de 10 a 11 anos
una secuencia didactica mediante la cual puedan generalizar situaciones, a fin
de poder ir desarrollando el pensamiento algebraico. Por otro lado, los estudios
realizados por Hoyles y Sutherland (1989) en el proyecto Logo Math revelaron
que el trabajo con la generalizacion era un camino importante y que su in-
vestigacion con el ambiente Logo mostraba evidencias importantes acerca de la
contribucion del trabajo en parejas cuando los nifos programaban en este am-
biente.
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A partir de los estudios sobre generalizacion descritos brevemente con ante-
rioridad, se advierte que el trabajo necesita ser dirigido por alguien mas experto
y que es necesario ofrecer a los estudiantes situaciones problema donde no so-
lo puedan reconocer patrones, sino que también puedan expresarlos adecuada-
mente. En este sentido, se considera oportuna la elaboracion de una secuencia
didactica en esta direccion, la cual esta conectada a la proporcionalidad aritme-
tica y geomeétrica; con el proposito de conferir significados a los procesos de ge-
neralizacion en edades tempranas, como un camino alterno de tener acceso al
pensamiento algebraico.

CONSIDERACIONES METODOLOGICAS
CARACTER CUALITATIVO DE LA INVESTIGACION

La presente investigacion es de tipo cualitativo, estudia los fenémenos que ocu-
rren durante los procesos de ensenanza y aprendizaje como un conjunto de di-
versas variables que se deben considerar a partir de una vision mas dinamica,
con el proposito de comprender los procesos, los significados v la naturaleza social
del aprendizaje, asi como el papel que el investigador puede asumir en un estudio,
por ejemplo, en el diseno y ejecucion de una secuencia de ensenanza.

El papel del investigador en el estudio es de caracter participativo, pues inter-
viene para promover la discusion en el grupo, otorgando a los estudiantes infor-
macion necesaria para que puedan avanzar conceptualmente.

EL PAPEL DE LA COLABORACION (INTERACCION NINO-MEDIADORES-INVESTIGADORA)

Las practicas pedagdgicas mas tradicionales y conservadoras sitiian a los actores de
los procesos de ensefianza y aprendizaje en papeles asimétricos: por una parte, el
profesor es el tnico emisor de informacion, mientras que el estudiante mantiene
un papel pasivo de receptor. En cambio, los nuevos modelos de ensenanza promue-
ven el aprendizaje colaborativo, donde el conocimiento se construye mediante la
interaccion social entre alumno y profesor (Butto, Delgado, Zamora et al, 2002).
El informe de Cockeroft (1982, citado en Hoyles y Sutherland, 1989) afirma
que el lenguaje es una parte esencial en la formacion y expresion de las ideas
matematicas. Es importante que los ninos sean estimulados a exponer sus con-
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cepciones, justificar sus estrategias y representaciones. Al usar la discusion en el
salon de clases como una metodologia de trabajo, se pueden explotar varios as-
pectos, tales como la interaccion entre alumnos, el contexto del conocimiento
matematico y las funciones cognitivas y comunicativas como escuchar y hablar.
De acuerdo con Balacheff y Laborde (1984, citado en Hoyles y Sutherland,
1985), cuando hablamos, construimos significados, reconstruimos lo que deci-
mos, v las contradicciones otorgan un incremento importante en los niveles de
comprension. En este sentido, el concepto de micro mundo —Logo world— pue-
de propiciar la discusion en el salon de clases, donde los alumnos pueden probar
y modificar sus ideas y cambiar los niveles de representacion, partiendo de un ni-
vel mas concreto hacia un nivel mas abstracto v viceversa; estimula a los alumnos
para que hagan suya la actividad, estimula la demanda sistematica de recordar
yverificar lo que hacen, reconsiderando el proceso y confrontando dificultades y
concepciones (Hoyles v Sutherland, 1989).

MONTAIE EXPERIMENTAL

Se trabajo con una pareja de ninos de 52 ano de primaria de una escuela particu-
lar del Distrito Federal. Las sesiones de trabajo se realizaron en las instalaciones
del Departamento de Matematica Educativa del Cinvestav. Los nifios estaban
acostumbrados a una ensefianza tradicional de las matematicas. Se trabajo en
pareja con la colaboracion de la entrevistadora.

A fin de alcanzar los objetivos expuestos, hemos dividido el estudio en cua-
tro etapas: cuestionario inicial, sesiones experimentales, cuestionario final y en-
trevista clinica. A continuacion se hace una breve descripcion de cada una de las
etapas.

Cuestionario inicial

En esta etapa se aplican y analizan dos cuestionarios iniciales (razonamiento
proporcional y procesos de generalizacion), cuyo objetivo es identificar posibles
dificultades y competencias matematicas en los dominios que son explorados en
la secuencia didactica: razonamiento proporcional v procesos de generalizacion,
como se muestra en los cuadros 1y 2.
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Cuadro 1 Descripcién del cuestionario inicial de razonamiento proporcional

Numero de
pregunta Ideas matematicas Planteamiento de la pregunta

1 Percepcion visual intuitiva sobre | Se pide observar un dibujo y marcar la que

proporcionalidad-figura simples. | es fotografia del dibujo anterior.
Explicitar en qué se fijé para escoger
la fotografia.

2 Proporcionalidad geométrica: Se pide hacer un dibujo reduciendo las medidas.
significado de “mitad".

3 Proporcionalidad geométrica: Se pide hacer un dibujo aumentando dos
significado de “dos veces ma- | veces las medidas del modelo dado.
yor'. Se da la escala.

4 Proporcionalidad geométrica: Se pide hacer un dibujo aumentando tres
significado de ‘tres veces ma- | veces mas las medidas del modelo dado.
yor'. Se pide descubrir la escala.

5 Proporcionalidad aritmética. Se pide llenar un cuadro para distintas
proporciones entre la cantidad de litros de
agua y cantidad de personas. En seguida,
se pide transformar el cuadro en una grafica
y responder cual es la proporcion de agua por
cantidad de personas.

6 Proporcionalidad geométrica. Se pide observar una serie de figuras de
distintas proporciones y escribir las medidas
que faltan.

7 Escala geométrica y graficaciéon | Se pide encontrar la relacion entre las

en el plano. medidas del mapa de la isla y su equivalente
en pasos.

Sesiones de trabajo

Esta etapa corresponde a la realizacion, por parte de los alumnos, de una se-
cuencia tematicamente dividida en dos partes: razonamiento proporcional y pro-
cesos de generalizacion. El trabajo es realizado por los nifos en pareja y en dos
ambientes alternadamente (lapiz y papel, y ambiente Logo).

En las actividades de la primera secuencia, se exploran ideas de proporciona-
lidad numérica y geométrica, se parte de la comparacion de segmentos con dife-
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Cuadro 2 Descripcion del cuestionario inicial de los procesos de generalizacién

Ndmero de
pregunta Ideas mateméticas Planteamiento de la pregunta
1 Secuencia aritmética con Se pide completar series aritméticas con
ndmeros enteros positivos numeros enteros positivos y negativos
y negativos.
2 Secuencia geométrica. Se pide completar series geométricas
3 Variable: relacién funcional. Se pide observar las tarjetas y completar la
tabla con los valores que aparecen en cada
tarjeta (entre peso y edad) y se les pregunta
qué se puede decir entre el peso y la edad
y los anos de Fabio.
4 Variable: relacion funcional Comparar el numero de plastico producido
lineal. y el numero de maquinas; encontrar relacion
entre ambos y encontrar una regla general.
5 Progresion geométrica Se pide observar 4 edificios que estan siendo
y relacién funcional. pintados y se pregunta cuantos pisos deberian
ser pintados en el 52 edificio. Se pide comple-
tar un cuadro, transformar los datos en una
grafica y encontrar una regla general.

rentes medidas, y se forman partes de una progresion geométrica creciente, 30,
60, 120 con una regla de construccion. Enseguida, se contintia con la compara-
cion cuantitativa de longitudes numeéricas, sus multiplos y submultiplos como do-
ble, triple y mitad; posteriormente, se sigue el trabajo con secuencias numéricas
y seomeétricas, con razones no enteras o reciprocas de enteras (1/2, 1/3, etc.) has-
ta llegar a la idea de variacion funcional.

En la segunda parte de la secuencia didactica, se trabaja en dos ambientes
simultaneos (Iapiz v papel, y ambiente Logo). En esta parte, se utilizaron activi-
dades que exploraron comandos del programa Logo en modo directo v sintético
en el contexto de figuras geomeétricas, para posteriormente explorar procesos de
generalizacion en la percepcion de secuencia aritméticas y geomeétricas; la per-
cepcion, expresion y registros de patrones, niimero generalizado, variable y varia-
cion funcional.
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Cuestionario final

Se aplica un cuestionario al término de la etapa experimental, con el propoésito de
verificar el desempeiio de los ninos en la secuencia didactica y analizar su evo-
lucion hacia el pensamiento algebraico, contrastando los resultados con los del

cuestionario inicial.

A continuacion damos ejemplos de las actividades que fueron exploradas en

las secuencias.

Primera etapa: los estudiantes son llamados a comparar medidas de figuras
en la pantalla, comparar los datos de las tablas y responder a algunas preguntas
(actividad 1). En otra actividad, los estudiantes deben comparar las medidas de una
silla y de una mesa en la pantalla, comparar valores de la silla y de la mesa en
la tabla y responder algunas preguntas (actividad 2).

Actividad 1

Ficha de trabajo con LOGO
Nombre:, —
Fecha:___/__/

Observa la figura de la silla. Dibuja una silla en la misma proporcion
usando los comandos que aprendiste.

para tu silla

Ficha de trabajo con LOGO
Nombre.
Fecha: r

1) En qué te fijaste para hacer el dibujo de la silla?

2) (Qué encuentras al comparar los tres dihujos de la silla?

3) (En qué se parecen las dos primeras sillag y la que ti
dibujaste? N

Ahora, llena la tabla con los siguientes datos de cada silla

Alturadela [Medida del [Medida dela [Medida dela
silla asiento pata otra pata

8) (Qué observas entre la altura de las sillas?

b) (Qué observas entre las patas de las sillas?

¢) Qué observas entre los asientos de las sillas?

d) ¢Podrias escribir lo que observas entre las cuatro sillas?
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Actividad 2
Ficha de trabajo con LOGO Ficha de trabajo con LOGO
. Nombre:
;lomb.re. . S Fecha: I
echa:_, e
1) Cada pata de la silla debe ser mitad de cada pata de la mesa. Dibuja una Ahora llena la tabla con las medidas de la mesa
silla.
Mesas Pasos de la tortu;
Altura )

.

Ancho

Ahora llena la tabla con las medidas de la silla

Altura
Asiento ]
Patas

‘ Sillas [Pasos de la tortuga

i Ahora compara las medidas de la mesa y de la silla y responde-a las
siguientes preguntas:

a) (Cuaél deberia ser la altura de la silla?

[ b) (Cul deberia ser el tamafio de las patas dc la silla?

¢) (Cuaél deberia ser el tamaiio’del asiento de la silla?

d) ¢(En qué te fijaste para responder a las preguntas anteriores?

) (Podrias escribir en que se parecen la silla y la mesa?

Sequnda etapa: en esta actividad se pide a los alumnos que observen una
secuencia numérica con la letra “E” y reproduzcan la figura (cuarto y quinto ele-
mento de la serie de la actividad numero 1); enseguida se pide a los nifios que
llenen una tabla numérica con las medidas de las figuras dadas v las producidas
por ellos y se les pregunta cudles serian las medidas de un décimo elemento de
la serie, para intentar descubrir un patron. A continuacion, los estudiantes deben
completar el patron de la secuencia aritmeética (cuadrado blanco) y de la secuen-
cia geometrica (cuadrado azul, actividad 2). Los estudiantes llenan la tabla con
el nimero de mosaicos azules y blancos, nimero de mosaicos azules y ntiimero
de mosaicos blancos; responden acerca de como se obtienen las diferentes se-
cuencias y deben encontrar una regla para relacionar mosaicos azules v blancos.
Por tltimo, los estudiantes llenan una grafica con el numero de mosaicos azu-
les en funcion de los mosaicos blancos y se les pregunta cuales varian y cual nt-
mero crece mas rapido.
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Actividad namero 1

Ahoravamos atrabajar con Logol! Ahorg, flena lo siguente tabla para cada figura de la serie
Observa laserie de figuas:
ilelra  |Medida  |Medidadels [Medidade [Medidade o
i delalinea {ineadelcentro|loineade |¥nea
dearrba  |horzontal (pt) |abajo Vertical
horizontal horizontal |(pt)
. ®h (7]
100 o Nt ™ 2% ™ | 50
s [LF) {
N3 :
400 N T
50 150 NS i

35

5 ¢Hay algunarelacion al comprar las medidas de cada letra?

225
T
sof ¢ Trata de contestor la siguente pregunta sin dbyjar
50 Sicontinios dibyjando ka figura nimero 10
Is ¢Cudles serion las medidas de \a letra E (de \as ineas horgontales y

verticales?

Ahora, dbyata Uty St figuwa deloserie.

Ahora, haz un programa que pueda dibyjar tod
) as
cualquier otra E con otras medidas. Y s by

RESULTADOS DEL ESTUDIO
CUESTIONARIO INICIAL

Las respuestas al cuestionario inicial fueron categorizadas en niveles de compren-
sion conceptual. Las dimensiones de analisis consistieron en estrategias aditivas/
multiplicativas para el razonamiento proporcional y estrategias aritméticas/preal-
gebraicas para los procesos de generalizacion.

En el primer cuestionario (razonamiento proporcional), los nifios fueron agru-
pados en dos niveles: estrategias de tipo multiplicativo y estrategias de tipo inter-
medio (este tipo de estrategias se caracteriza por mezclar dos estrategias: aditiva y
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Actividad nimero 2

Observa los siguientes aberc.as c.on sus bordes Llena la tabla con los siguientes datos:

Nimero Namero Nimero Numero
de total de de de
albercas [mosagicos [Mosaicos |Mmosaicos
azules y azules blancos
bloncos
% Alberca
n#l
o o
Abercan® | Albercan2 Aberca Alberca ne
2
Albbercan®
3
Albercant
Ahorg, dbyja la aberca que sigue: M

1) ¢Como vas obteniendo elnumero de mosaic.os blancos?

2) ¢Como vas obteniendo el nimero de mosaicos azules?

3) ¢Qué hay mas? ¢Mosaicos azules o mosaicos biancos?

u) ¢Como encueniras einimero de mosaicos biancos si
conoces ellado de la
alberca?.

5) ¢Como encuentras etnimero de mosaicos azules si
conoces ellado de la
aberca?.

multiplicativa). En el segundo cuestionario (procesos de generalizacion) los nifios
fueron clasificados en distintos niveles de comprension conceptual: nivel arit-
meético y nivel prealgebraico. Este tipo de clasificacion se mantuvo en el poscues-
tionario con algunas variaciones, como por ejemplo, una nifa presentd mayor
claridad para percibir la existencia de un patréon en la secuencia aritmética y geo-
metrica.

Los resultados del cuestionario de razonamiento proporcional revelan que los
ninos no presentaban una dificultad inicial para descubrir la percepcion visual
intuitiva sobre proporcionalidad. En una de las actividades propuestas, se les pre-
sentaron figuras ampliadas y reducidas y no tuvieron dificultad para escoger la figu-
ra que era la fotografia del modelo dado. Cuando se les pide identificar la propor-
cionalidad geometrica con el significado doble o tres veces mayor (escala dada)
encuentran gran dificultad, pero en el mismo problema, cuando se les pide que
descubran la escala, les resulta sumamente dificil. En preguntas donde se les pide
resolver problemas que incluyen la idea de proporcionalidad aritmética, compa-
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rar datos en una tabla v verificar cudl es la proporcion existente, no encuentran
dificultades.

En el segundo cuestionario inicial sobre procesos de generalizacion, encuen-
tran dificultades para percibir las secuencias geomeétricas. Sin embargo, cuando
se pide a los alumnos que completen secuencias aritméticas de figuras, escriben
los valores correspondientes a cada figura de manera correcta, incluso cuando
deben colocar valores fraccionarios.

Cuando se les pide que describan por escrito y que aborden en la tabla la rela-
cion funcional (peso y edad) relacionada con la propia organizacion del problema,
al parecer esta dificultad se incrementa, porque les resulta dificil ordenar los datos
del problema para poder dar una respuesta. Sin embargo, uno de los alumnos lle-
ga a responder que la relacion entre peso v edad va aumentando y disminuyendo.

En el problema en el que se les pide observar cuatro edificios que estan sien-
do pintados vy se les pregunta cuantos pisos deberian ser pintados en el quinto
edificio, los ninos entrevistados encuentran que existe una progresion geométri-
cay responden correctamente. En seguida, se les pide completar una secuencia de
edificios pintados, ast como encontrar la relacion entre el niimero de edificio y los
pisos pintados v hacer una grafica para explicitar la relacion funcional existente.
Los nifios son capaces de completar una secuencia geomeétrica de edificios pin-
tados, hacen la grafica de manera correcta y, cuando deben encontrar una relacion
entre el nimero de pisos pintados en un edificio y el nimero de pisos pintados
en el siguiente edificio, dan como respuesta el doble del edificio anterior.

Conclusiones del cuestionario diagnostico

Una vez analizados los cuestionarios diagnostico, se observa que el razonamiento
proporcional y los procesos de generalizacion no son necesariamente contenidos
matematicos que se complementan entre si. Al contrario, los resultados hacen
evidente que se trata de comprensiones que ocurren de manera separada. En el
cuestionario diagnostico de razonamiento proporcional, por ejemplo, los ninos
no presentan dificultades en aumentar figuras al doble o al triple, cuando la es-
cala esta dada, pero no ocurre lo mismo cuando deben descubrir la escala. A pe-
sar de que llegan a la respuesta correcta, lo hacen con dificultad, pero consiguen
descubrir la escala y resolver el problema presentado. Cuando se les presenta el
cuestionario diagnostico de procesos de generalizacion, muestran tener dificulta-
des para resolver secuencias geométricas; no encuentran, por ejemplo, que la re-
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lacion es multiplicativa y la resuelven como si fuera una secuencia aritmética, es
decir, sumando. Pero cuando se les presenta otro problema que involucra una
progresion geométrica, esa dificultad no es tan evidente y resuelven el problema
satisfactoriamente. Esto parece indicar que el pensamiento de los nifios a esas
edades pasa por una transicion entre estrategias aditivas y multiplicativas.

SECUENCIA DIDACTICA (RAZONAMIENTO PROPORCIONAL)

Los nifios transitaban entre estrategias de tipo aditivo, premultiplicativa y multi-
plicativa. Algunos alumnos reconocian una relacion aditiva en casos multiplica-
tivos, pero no siempre las extendian a otras situaciones.

En otras ocasiones, el alumno reconocia y establecia una relacion entre los
segmentos v los valores numéricos, multiplicando ambas relaciones y encontran-
do que la relacion proporcional era una relacion de tipo multiplicativo.

En actividades introductorias (hacer un cuadrado en Logo) se les pedia que
construyeran un cuadrado del triple del modelo dado, los nifios descubrian que si
el ordinal es 45 de lado, entonces deberian construir un cuadrado de lado 135
v se daban cuenta de que no cabia en la pantalla, entonces tomaban como uni-
dad 90, buscaban y descubrian que 90 es divisible entre 3, luego la tercera par-
te (que es 30) puede obtenerse restando sucesivamente tres veces la tercera parte
v luego verifican que 90 es el triple de 30. También comprobamos que los nifios
son capaces de invertir una relacion proporcional muy simple y = 2x, x = (1/2) y
reconocen que un cuadrado debe tener los cuatro angulos iguales; en el lengua-
je, siempre utilizan una proporcion entera “el doble de”, aunque en el calculo
usan una proporcion fraccionaria (la mitad).

En otra actividad (en Logo), se pide a los alumnos que comparen segmentos
cuyas medidas estan en una progresion aritmetica, dando los primeros tres ele-
mentos de la progresion vy se les pide que calculen el doble del segundo elemento:
2 x 60 = 120 que coincide excepcionalmente con el cuarto elemento de la pro-
oresion. En el segundo item, llenan una tabla y se les pide que reflexionen; los
nifos pudieron reconocer el patréon de la serie y calcular el quinto elemento de
la serie. Esto indica que poseen ambos acercamientos, aditivo y multiplicativo, y que,
incluso, son capaces de plantear explicitamente la relacion algebraica (1) al reco-
nocer el orden del paradito (n) como “variable independiente” y el valor del paradi-
to (paradito) como “variable dependiente”. La relacion (1) puede interpretarse
también como que los nifios manejan la idea de funcion o correspondencia.
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En otra actividad en Logo (dibujar una mesa), al reproducir esa figsura en la
pantalla, los nifios tuvieron que fijarse en las medidas de todos los segmentos de
la mesa vy, a partir de esas medidas, encontrar una relacion equivalente para las
medidas que se usaran en la pantalla. Solo después de eso, los nifios percibie-
ron la relacion proporcional entre los segmentos de la figura producida vy la ta-
bla con los valores de cada segmento; los comandos en Logo los auxiliaba para
percibir mejor la relacion proporcional.

Secuencia diddctica (procesos de generalizacién)

Los nifios fueron clasificados en las categorias de relacion premultiplicativa vy re-
lacion multiplicativa, lo que ciertamente indica que comprenden algunas ideas
importantes, pero que necesitan recurrir a la comparaciéon numeérica para poder
avanzar conceptualmente. Esto nos da indicios de que atin estan apegados al
campo de las estructuras aditivas y que tienen dificultad para percibir el patron
de las figuras producidas. Existe una necesidad de comparar valores numeéricos v
solo logran relacionar las secuencias geométricas con los valores numeéricos des-
pués de compararlos; antes, les resulta una tarea muy dificil y necesitan el apoyo
arafico.

En una de las actividades se presenta una secuencia geomeétrica con dibujos
(actividad en lapiz v papel) y se les pide que dibujen un cuarto elemento de la
serie. Inicialmente, los nifios responden que las figuras van aumentando y com-
pletan la tabla con los valores de cada elemento de la serie. Cuando se les pide
decir cuantos elementos tendria un décimo elemento de la serie, al principio no
perciben que, para responder esta pregunta, deben encontrar un patrén o una
regla, sino que van haciendo cada elemento de la serie, uno a uno, y asi llegan
al resultado.

En otra actividad, se les dio una secuencia geométrica de la letra E (actividad
en Logo) conforme a la figura de abajo y se les solicitd que dibujaran el cuarto
y quinto elementos de la serie en pasos de la tortuga (letra E). Inicialmente, los
ninos dibujaron la letra E en 1&piz y papel vy descubrieron que habia una relacion
proporcional entre los segmentos que la formaban. Esto también se les facilito
cuando compararon los valores de las medidas de cada letra en la tabla.

En otra actividad (en lapiz y papel), se les pidio observar el dibujo de tres al-
bercas y se les dijo que utilizaran y describieran una relacion funcional. Aqui, los
ninos deberian fijarse en el numero total de mosaicos, los azules y los blancos, y
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descubrir la relacion existente entre ellos. Aqui también debian observar esa rela-
cibn en una grafica y responder de qué manera varian. En esta tltima respuesta,
donde los nifios deberian responder en qué relacion variaban el ntimero de los
mosaicos azules vy el de los mosaicos blancos, tuvieron dificultad y no pudieron
encontrar dicha relacion.

DISCUSION

Una introduccion temprana al algebra con las caracteristicas aqui descritas parece
plausible y en correspondencia con perspectivas de naturaleza historica y curricu-
lar. Los primeros resultados del estudio senalan algunas competencias y algunas
dificultades especificas de las edades de los nifios participantes. Los ninos percibie-
ron la relacion proporcional entre los segsmentos de la fisura producida, la tabla
con los valores de cada segmento y los comandos en Logo los auxiliaron para
percibir mejor la relacion proporcional. Ademas, fueron capaces de invertir una
relacion proporcional muy simple y = 2x, x = (1/2) y reconocer que un cuadrado
debe tener los cuatro angulos iguales, en el lenguaje verbal, siempre utilizaron
una proporcion entera “el doble de”, aunque en el calculo usaron un factor frac-
cionario (la mitad). También manejaron la idea de funcion o correspondencia.

La mayor dificultad se present6 cuando, en la segunda parte de la secuencia
didactica, los nifios tuvieron que trabajar con secuencias geomeétricas en contex-
tos distintos, supuestamente deberian interconectar dicho contenido con otra si-
tuacion y eso no fue tan evidente para ellos. Aqui los nifos encontraron muchas
dificultades y solo las superaron cuando se les presentd una tabla numeérica y tu-
vieron la oportunidad de comparar valores numeéricos. El vinculo entre lo numé-
rico y lo geométrico esta ausente muchas veces en la instruccion escolar. Por otro
lado, esto nos permite verificar que tales vinculaciones son importantes (aritme-
tica y geométrica), ya que ambas pueden ofrecer mas significado para el alumno.
En este sentido, el apoyo grafico y numeérico del ambiente Logo parece tener
efectos satisfactorios.

Al relacionar el razonamiento proporcional con las primeras ideas algebraicas
empezaron a aparecer algunas dificultades, principalmente para reconocer una
secuencia geometrica o aritmética y, en ellas, la percepcion de un patron que las
organiza. En actividades posteriores, cuando tuvieron que tratar con una relacion
funcional y percibir como varian los datos en una situacion particular, no les fue
posible hacerlo, a pesar de que creemos que es factible ofrecer actividades donde
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la relacion funcional sea vista como una relacion esencialmente proporcional,
donde el nifio tenga la oportunidad de verificar como varian las cantidades.

En una etapa posterior del estudio se pondra énfasis en el transito entre las
estructuras aditivas y multiplicativas, asi como también en el anélisis simultdneo
de dichas estructuras. Nuestro propdsito es verificar si, con una secuencia didac-
tica adecuada, los nifios son capaces de superar los obstaculos encontrados v si la
conjugacion de diferentes mediadores (Logo y lapiz v papel) posibilita un cambio
en el nivel conceptual capaz de superar la transicion del pensamiento aditivo al
multiplicativo y la discriminacion entre sistemas multiplicativos y aditivos.

Creemos que llegar al algebra, a través del razonamiento proporcional y los
procesos de generalizacion, es un camino viable, pero ciertamente los nifios en-
contraran muchos obstaculos que tendran que superar, tales como el transito de
las estructuras de tipo aditivas hacia las de tipo multiplicativo, pues al abordar
secuencias geometricas v la relacion funcional, el nino deberd pensar en términos
multiplicativos y no aditivos. En este sentido, creemos importante interconectar
tres dominios matematicos: el aritmético, el geomeétrico y el algebraico. Estudia-
remos dicha transicion (del campo de las estructuras aditivas a las multiplicativas)
en los diversos instrumentos de investigacion que seran utilizados en una si-
suiente etapa del estudio (cuestionario diagnostico, secuencia didactica, discurso
producido durante las sesiones de trabajo vy, especificamente, en las entrevistas
clinicas con ensefanza), con el proposito de observar detenidamente tales obs-
taculos y caracterizarlos, a fin de poder ofrecer a los alumnos actividades que les
permitan remontar esos obstaculos en su evolucion hacia los conceptos v compe-
tencias planteados como metas de aprendizaje.

NOTA

El contenido de este articulo corresponde al estudio piloto que forma parte del
proyecto de investigacion “Introduccion temprana al pensamiento algebraico:
abordaje basado en la geometria”, desarrollado dentro del programa de Doctora-
do en Ciencias (Especialidad en Matematica Educativa) del Cinvestav del .
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