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Resumen

En este trabajo presentamos una division en pasos ideales del Método de Resolucion de la Hoja
Electronica de Calculo y analizamos las dificultades propias del método que su uso plantea al
resolutor. También mostramos los resultados de un estudio exploratorio realizado con alumnos
de primer curso de secundaria en el que pretendiamos observar como resolvian problemas en
el entorno de la hoja de célculo y como se enfrentaban a las dificultades propias del método.

Abstract

In this work we show a division in ideal steps of the Spreadsheet Resolution Method and
analyze the difficulties of the method itself the use of which raises to the solver. We also show
the results of an exploratory study made with students of first course of secondary in which we
tried to observe the way they solved problems in the spreadsheet environment and how they
faced the difficulties of this method itself.

INTRODUCCION

Como sefialan Bednarz y Janvier (1996) los conceptos y procedimientos de origen aritmético,
que seran la base sobre la que se construird el conocimiento algebraico, pueden actuar como
obstaculos en el uso del algebra para resolver los problemas verbales. Nuestro proyecto de
investigacion pretende determinar el caracter mediador del Método de Resolucién de la Hoja
Electrénica de Calculo (MHEC), sefialando qué aspectos del método fomentan la evolucion
hacia el pensamiento algebraico y cuales pueden intervenir como obstaculos en el proceso.

En esta comunicacion expondremos la division en pasos ideales del MHEC, analizaremos las
dificultades que su uso puede plantear al resolutor y mostraremos algunas observaciones de
cémo los estudiantes se enfrentan a una de estas dificultades.

MARCO TEORICO Y METODOLOGICO
Nuestro marco teérico y metodoldgico ha sido el que Filloy (1999) denomina “Modelos

Teoricos Locales”, que venimos utilizando desde hace afios en los trabajos de nuestro grupo
(Fernandez, 2001; Nassar, 2001 y Puig, 1996).
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ANTECEDENTES

A partir de los trabajos de Dettori, Garuti y Lemut (2001), Rojano (1996) y Rojano y Sutherland
(1991, 1993a, 1993b, 1997) hemos realizado un catalogo de las actuaciones de los estudiantes
cuando resuelven problemas verbales en el entorno de la hoja de calculo, que nos ha permitido
elaborar el modelo de cognicién del modelo tedrico local.

Rojano y Sutherland (1993a) sefialan que el uso de la hoja de célculo favorece la evolucién del
pensamiento aritmético hacia el pensamiento algebraico. Los estudiantes de entre 10 y 11 afios,
a los que se les plantea la resolucién de problemas en el entorno de la hoja de calculo, tienden
inicialmente a pensar con ejemplos especificos y tienen dificultad en aceptar el trabajar con
cantidades desconocidas como si fueran conocidas (Rojano y Sutherland, 1993a). Tras recibir
instruccidn en la resolucién de problemas verbales en este entorno se observa:

e Un aumento de la percepcion de todas las relaciones entre valores conocidos y
desconocidos.

e El uso del simbolismo de la hoja de calculo para expresar relaciones generales.

e La aparicion de estrategias de prueba y error cuando los alumnos trabajan en un entorno
no informatico.

e La integracion de los métodos no algebraicos parte-todo y de prueba y error en un
método de la hoja de célculo.

e Una evolucion hacia un “método mas general y algebraico” consistente en ir de lo
desconocido a lo conocido.

(Rojano y Sutherland, 1993b)

Algunos estudios previos han realizado analisis no exhaustivos de las limitaciones que el
entorno de la hoja de célculo plantea a la ensefianza del algebra. Dettori, Garuti y Lemut (2001)
sefialan, entre otras, las siguientes:

e La ecuacion nunca puede ser explicitamente expresada. El signo igual en la hoja de
calculo significa asignacion de un valor calculado a una celda, mientras que en algebra
significa relacion. La incapacidad de escribir relaciones en una hoja de célculo indica
gue no es posible usarla para manejar modelos algebraicos.

e Las manipulaciones formales no se pueden llevar a cabo en el entorno de la hoja de
calculo, s6lo podemos asociar significado a los simbolos.

e Otro aspecto del lenguaje algebraico que tampoco se puede plasmar es la lectura de una
relacion en cualquier direccién ya que las relaciones en si mismas no estan presentes en
la hoja de calculo.

LA DIVISION EN PASOS IDEALES DEL METODO DE RESOLUCION DE LA HOJA
ELECTRONICA DE CALCULO

La divisién en pasos ideales del MHEC supone el catalogo de aquello que debemos hacer
cuando resolvemos problemas verbales algebraicos en el entorno de la hoja de célculo, sin que
ello suponga un orden estricto.

e El primer paso es una lectura analitica del enunciado del problema que lo reduce a una
lista de cantidades y de relaciones entre cantidades.
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e El segundo, la eleccion de las celdas que van a representar a las cantidades, ya sean
conocidas o desconocidas, y qué celda, representante de una cantidad desconocida,
servira de referencia en el paso siguiente. A esta celda, que debe ser Unica, la
llamaremos “celda de referencia” ya que todas las celdas que representan cantidades
desconocidas haran referencia directa o indirecta a ella.

e El tercero, representar ciertas cantidades mediante expresiones en la forma superficial
de la hoja de célculo que describen la relacién (aritmética) que esas cantidades tienen
con otras. En esta fase puede ser necesario resolver una lista de dificultades que pueden
surgir y que expondremos mas adelante.

e EIl cuarto, el establecimiento de una ecuacion, lo que se hace igualando explicita o
implicitamente dos celdas que representan la misma cantidad. La igualacion explicita se
hace usando una funcién booleana (=Celdal=Celda2) que implementa la hoja de
calculo® y que da VERDADERO cuando el valor contenido en las celdas igualadas es el
mismo, 0 FALSO cuando no lo es. De manera implicita la comparacion la hace el
usuario.

e EIl quinto paso serd la variacion del valor presente en la celda de referencia hasta
conseguir que se verifique la igualdad.

e En el tercer paso las decisiones que tome el resolutor pueden provocar la aparicién de
dos dificultades asociadas a las limitaciones del entorno:

e El exceso de colisiones.
e Las referencias circulares.

Llamamos “colision” a la presencia de dos celdas que representan la misma cantidad. EI exceso
de colisiones se produce cuando al poner el problema en la hoja de calculo aparece mas de una
colisidn. Esto conlleva la existencia de méas de una celda de referencia y de mas de una igualdad
en el segundo y cuarto paso, respectivamente. Para evitar el exceso de colisiones debemos
modificar las formulas generadas a partir de las relaciones involucradas en las colisiones hasta
gue el nimero de éstas se reduzca a una.

Las referencias circulares surgen cuando en una celda encontramos una formula que depende
del valor de otra celda y en ésta aparece una segunda formula que depende, de manera directa o
indirecta, del valor de la primera celda. Para resolver una referencia circular hemos de duplicar
una de las dos cantidades y reestructurar el problema (evitando la aparicion de exceso de
colisiones) para que estas dos celdas, que representan la misma cantidad, sean la condicién que
plantee la ecuacion.

LOS GRAFOS

Para representar la estructura de relaciones entre cantidades en los problemas utilizamos una
representacion en forma de grafo, evolucionada a partir de los grafos trinomiales (Fridman,
1990). Estos grafos, a diferencia de los estudiados por la teoria de grafos, pueden tener mas de
dos vértices en una arista. Cada arista representa una relacion entre cantidades y cada vértice
situado sobre la arista representa a una de estas cantidades. Las cantidades conocidas se
representan por vértices oscuros y las desconocidas, por vértices claros.

Cuando la lectura del problema se plasma sobre la hoja de calculo, las relaciones entre
cantidades se expresan como operaciones aritméticas. Hemos modificado los grafos con la
finalidad de que puedan representar la estructura de cantidades y relaciones de los problemas y
dar cuenta del proceso de solucion en el entorno de la hoja de célculo. A los grafos que
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representan las operaciones entre las cantidades les llamaremos grafos orientados. Orientar una
arista de un grafo es indicar con una flecha el vértice que representa a la cantidad resultante de
realizar la operacién con los otros vértices de la arista, a los que Ilamaremos antecedentes. Si la
operacion es conmutativa?, el orden de los antecedentes es intrascendente. Si la operacién no es
conmutativa (Unicamente consideraremos relaciones ternarias), el primer antecedente sera el
vértice mas alejado del que representa la cantidad resultante.

En la Figura 1 se muestra el uso de los grafos orientados para identificar los dos tipos de
colision que se pueden producir al resolver un problema en el entorno de la hoja de célculo. La
colision sobre vértice oscuro obligaria a dedicar dos celdas a la misma cantidad, una para el
valor conocido y otra para el resultado de operar los antecedentes. La colision sobre vértice
claro también exigiria dedicar dos celdas a la misma cantidad, una para cada uno de los valores
obtenidos de operar con los antecedentes de las dos aristas.

e ®

Colisién en vértice oscuro Colisién en Vértice claro

Figura 1. Tipos de colision.
LA EXPERIMENTACION
LOS SUJETOS

Hemos seleccionado 12 alumnos de primer curso de secundaria del Col-legi Sant Bertomeu de
Godella elegidos entre los que tenian mejor historial académico en matematicas. El test inicial
se administré individualmente, mientras que el estudio de casos se realiz6 agrupando a los
alumnos por parejas por las razones descritas en Schoenfeld (1985) y Puig (1996). Tanto en la
secuencia de ensefianza como en el estudio de casos a cada pareja se le asigné un ordenador que
disponia de la hoja de célculo Microsoft Excel 2000. Los estudiantes debian resolver los
problemas planteados utilizando esta hoja de célculo.

EL DESARROLLO DE LA EXPERIMENTACION

Se aplicé un test individual que evaluaba las habilidades previas en la lectura e interpretacion de
enunciados y que permitié determinar que los esquemas utilizados por los estudiantes en la
solucion de los problemas eran aritméticos (incluso en aquellos problemas del test que se
resolvian habitualmente de manera algebraica®).

A continuacion se desarrollo la fase de ensefianza en el aula de informatica del centro a lo largo
de ocho sesiones de cincuenta minutos. En ella podemos diferenciar dos partes: la
familiarizacion del estudiante con el entorno de la hoja de célculo y la aplicacion de un modelo
didactico basado en la division en pasos ideales del MHEC.

Por dltimo se llevd a cabo un estudio de casos que consistid en observar las actuaciones de los
estudiantes cuando se enfrentaban a una prueba formada por cuatro problemas. Estos se
eligieron con la finalidad comin de observar cémo aplicaban el MHEC, qué dificultades
encontraban y qué errores cometian. La recogida de datos se realiz6 mediante grabaciones en
video y anotaciones del investigador, a partir de las cuales se obtuvo la transcripcion de las
sesiones. Por tratarse de una investigacion que pretende observar la resolucién de problemas,
tomamos la decision de que el investigador tuviera un grado de intervencién muy bajo.
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ANALISIS DE LAS ACTUACIONES EN EL ESTUDIO DE CASOS

Analizaremos cémo los estudiantes se enfrentaron a dos problemas que fueron seleccionados
con el propdsito concreto de observar como actuaban ante la presencia de un exceso de
colisiones. El problema 1 presenta dos colisiones sobre vértice oscuro (ver Figura 2); mientras
que en el problema 2 se observa una colisién en vértice claro y otra colision en vértice oscuro
(ver Figura 3).

Problema 1. En una granja, entre gallinas y conejos hay 20 cabezas y 52 patas. ¢Cuantos
conejos y cuéntas gallinas hay en la granja?

C Pc Tpc
[—e—»]
Numero de cabezas = Nc = 20.
NUmero de patas = Np = 52.
Conejos =C.
Gallinas = G. . G Pg Tpg
Numero de patas por conejo = Pc = 4. ] - M
Numero de patas por gallina = Pg = 2.
Numero de patas de los conejos = Tpc.
Numero de patas de las gallinas = Tpg.
! 4
Nc ©@ Np

Figura 2. Grafo del problema 1.

Problema 2. Tres muchachos ganaron novecientos sesenta euros. Luis gand veinticuatro euros
menos que Joan y la décima parte de lo que gand Roberto. ;Cudnto gan6 cada uno?

Dinero total ganado = T = 960.
Dinero ganado por Luis=L.
Dinero ganado por Joan = J.
Dinero ganado por Roberto = R.
Cantidad que resta = S = 24.
Cantidad que divide = D = 10.

Figura 3. Grafo del problema 2.
LAS ACTUACIONES EN EL PROBLEMA 1

El problema 1 se abordé mayoritariamente de manera aritmética y ninguna pareja consiguio
resolverlo correctamente. Unicamente la pareja formada por Angel y Javier utilizaron las
cantidades desconocidas como conocidas, pero no tuvieron en cuenta todas las relaciones
presentes en el problema.

La actuacion de Angel y Javier.
Presentamos un fragmento del dialogo que mantuvieron en el que observamos como Angel

percibe la necesidad de duplicar la cantidad Nc con la finalidad de establecer una ecuacion.

Angel: iAh! Pero es que te dice cuantos conejos y cuantas gallinas. ¢No seria nimero
de conejos y nimero de gallinas? O sea total de conejos y gallinas. ;Sabes?

Javier: Si.

Javier: Seria total de conejos y gallinas...
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Angel: Total de conejos y gallinas. (Escribe en la celda A5 “total de conejos y
gallinas”.)

Javier: Veinte.

Angel: Si, pero podriamos hacer de otra manera.

Javier: {Como?

Angel: Poner B1 més B2.

Javier: Si

(Angel escribe en la celda B5 “=B1+B2".)

Angel: Y ahora... jMadre mia! Hay dos sin numero y tendria que haber una.

(Inaudible). No sé me he liao... Es que lo de las patas seria ...

La constatacion de que “hay dos sin nimero” nos indica que Angel se ha dado cuenta de que
para resolver el problema mediante el MHEC es necesario que haya una unica celda de
referencia (una unica celda sin nimero). En lugar de seguir buscando relaciones en el problema
para conseguir una Unica celda de referencia, prefirieron intentar resolverlo aritméticamente sin
Ilegar a la solucion correcta.

LAS ACTUACIONES EN EL PROBLEMA 2

Para resolver el problema 2 los estudiantes utilizaron mayoritariamente el MHEC vy tres de las
parejas que emplearon este método consiguieron dar la solucién correcta. Mostramos a
continuacion tres fragmentos en los que se observa como los estudiantes identifican la doble
colisién y como se enfrentan a ella.

La actuacion de Manel y Jorge.

En el fragmento de didlogo que presentamos se observa como esta pareja se centrd en la
relacion entre las cantidades L y R para evitar la doble colision.

Manel: Luis veinticuatro euros menos que a Joan. (Escribe en la celda B2 =B3-24)

Jorge: Luis la décima parte de lo que gana Roberto... (Silencio.) También dice que tiene

veinticuatro euros menos que Joan, entonces no se pueden poner los dos... la décima

parte... al revés serd igual que por diez.

Manel: Si.

Jorge: Esto es igual a esto por diez. (Escribe =B2*10 en la celda B4 al tiempo que habla)
La estructura de relaciones y cantidades que acabaron representando en la hoja de calculo se

muestra en la Figura 4, donde entre paréntesis se especifica la celda o celdas que representan
cada cantidad.

T (B, B5)

Figura 4. La representacion del problema 2 en la hoja de calculo segun Manel y Jorge.
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La actuacion de Clara y Lucia.

Lucia elaboré un plan para deshacerse de la doble colisién en el que podemos identificar las
siguientes partes: establecer como celdas de referencia las celdas que representan a las
cantidades J y R; eliminar la cantidad T, y con ella la relacion que producia la colisién en
vértice oscuro; y duplicar la cantidad L, aquélla en la que se produce la colisién sobre vértice
claro.

Clara: Ya esta. A ver. Luis gané veinticuatro menos que Joan.
Lucia: Vale pues. Es igual...
Clara: A esto menos veinticuatro. (Introduce =B3-24 en la celda B2)
Lucia: Y...
Clara: Joan gano la décima parte... (Silencio)
Lucia: Pues vamos a poner dos libres.
Clara: Esto es igual... No.
Lucia: Espérate. Vamos a hacer una cosa. Vamos a quitar de aqui el total y vamos a
poner Luis. (Eliminan la etiqueta de la cantidad T y la sustituyen por otra etiqueta para la
cantidad L.)
Lucia: Y tenemos que es igual también...
Clara: A la décima parte de Joan. (Al mismo tiempo que hablan escribe =B4/10 en la
celda B1)

J(B3)

.
L (B1, B2)
T (B5)

Figura 5. La representacion del problema 2 en la hoja de célculo segln Clara y Lucia.

Esta pareja continud en su empefio de obtener la solucién del problema aun sin haber tenido en
cuenta todas las relaciones del problema (ver Figura 5). En coherencia con la decision de “poner
dos celdas libres” (dos celdas de referencia), generaron dos secuencias iguales de posibles
soluciones para las cantidades J y R. En el fragmento de didlogo que se presenta a continuacion,
Clara se da cuenta de que el hecho de que las dos secuencias de valores sean iguales equivale a
introducir una relacion entre las cantidades J y R que no aparecia en el problema.

Clara:  Pero entonces ;qué se supone?, ;,que Joan y Roberto tienen los mismas?

Lucia:  No tienen los mismos. O sea no tendrian que tener las mismas. Vale me he
dado cuenta; pero es que aungue salga la misma cantidad no tiene por qué
(inaudible)... O sea...

Profesor: Queréis hablar un poco mas alto. Aunque sea la misma cantidad, ¢qué?

Lucia:  Que aunque sea la misma cantidad, si el resultado de Luis no es el mismo, es
imposible que sea... Vale, y no va a dar bien.

La actuacion de Jaume y Miquel.



160 DAVID ARNAU y LUIS PUIG ESPINOSA

En el fragmento de didlogo entre Jaume y Miquel se observa que evitan la doble colisidn
centrando su atencion en la relacion existente entre las cantidades L y R y entre las cantidades L

yJ.

Jaume: Dinero de Joan igual a dinero de Luis mas veinticuatro. (Escriben =B2+24 en
la celda B3.)

Miquel: A mi no me cuadra esto. Yo creo que seria...

Jaume: Espera, espera. Y dinero de Roberto... (Vuelve a leer en voz alta parte del
enunciado.) Luis gané veinticuatro euros menos que Roberto y la décima parte
que Joan.

Miquel: Por eso. Seria Luis igual a dinero de Joan menos veinticuatro.
Jaume: Y dinero de Roberto seria igual a dinero de Luis...
Miquel: Correcto.
Jaume: ... por diez.
Miquel: Dinero de Luis por diez.
En la Figura 6 se muestra la estructura de relaciones y cantidades que acabaron representando

en la hoja de célculo, en la que se observa como utilizaron como celda de referencia la celda que
representaba la cantidad L.

J(B3)

L (B2)
T (B1, B5)

Figura. 6. La representacion del problema 2 en la hoja de célculo segin Jaume y Miquel.

CONCLUSIONES

Como conclusiones teoricas destacamos que hemos elaborado una division en cinco pasos
ideales del MHEC y hemos identificado las dos dificultades propias del método que su uso
plantea al resolutor: el exceso de colisiones y las referencias circulares. También hemos
definido y utilizado los grafos orientados para analizar la estructura de los problemas verbales
cuando se resuelven en el entorno de la hoja de calculo.

Tras la ensefianza del MHEC hemos constatado que los estudiantes utilizan elementos propios
de la resolucién algebraica al enfrentarse a problemas verbales; ya que son capaces de
considerar las cantidades conocidas y desconocidas como si fueran conocidas y de utilizar la
igualdad como comparacion de dos cantidades. Ademas se aprecia una tendencia a trabajar con
las relaciones generales que se establecen entre las cantidades de los problemas.

Respecto a las actuaciones de los estudiantes ante la presencia de colisiones, hemos de indicar
que el problema 1 no proporcioné informacion, ya que ningun estudiante lo resolvié mediante el
MHEC. La Unica pareja que lo intent6 no consiguid establecer la relacion no explicitada entre el
naimero de conejos y gallinas, el nimero de patas por conejo y por gallina y el total de patas. Sin
embargo, de las actuaciones del problema 2 podemos concluir que los estudiantes, ante la
necesidad de resolver una colision sobre vértice claro o una colision sobre vértice oscuro,
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prefieren eliminar (o se muestran mas competentes al eliminar) las colisiones sobre vértice
claro.
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! En contra de lo afirmado por Dettori, Garuti y Lemut (2001) la hoja de calculo si que dispone de un
igual comparador.

2 La conmutatividad de la que hablamos no es la de la operacién aritmética abstracta sino la del
significado en la situacion de las cantidades que se operan. Por ejemplo, en una situacion de cambio, la
adicion no es conmutativa.

% Evitamos referirnos a los problemas como algebraicos ya que lo que puede considerarse aritmético o
algebraico es el proceso de resolucién, la lectura analitica o la ecuacién que traduce el enunciado; pero no
el problema (Puig y Cerdan, 1990).





