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Resumen: En este trabajo se mira la clasificacion desde diferentes puntos de vista:
desde los niveles iniciales, desde las matematicas y desde la ensenanza de las ma-
tematicas. Con el estudio teorico realizado se aporta la estructura en la que se
encajan una gran variedad de situaciones/problemas relativos a la clasificacion en
el mundo de los solidos. Se presenta una propuesta para tratar la clasificacion
con estudiantes de magisterio (futuros profesores de nifios de 6 a 12 afios), ela-
borada utilizando resultados que provienen de analisis teoricos y de la experi-
mentacion. Se analizan los diferentes tipos de clasificacion que contempla esta
propuesta, precisando sus caracteristicas fundamentales v, para algunas clasifica-
ciones, se indica la actividad geométrica que se puede desarrollar a partir de ellas.
Asimismo, se apuntan algunas respuestas de estudiantes que informan, por un
lado, de una manera de tratar la elaboracion de definiciones de conceptos en esta
propuesta vy, por otro, del comportamiento de los estudiantes cuando resuelven
alsunas actividades planteadas al implementar la propuesta.

Palabras clave: clasificacion, definicion, ensefianza de la geometria de los so-
lidos, formacion del profesorado, dificultades.

Abstract: In this research we look at classification from different points of view:
from the first stages of learning, from mathematics and from the teaching of mat-
hematics. The theoretical study carried out in this research provides the structure
in which a great variety of situations/problems related to the classification in the
world of solids fit in. We present a proposal in order to deal with the classifica-
tion with teacher training college students. This proposal has been elaborated
using results that come from theoretical analysis and experimentation. We analy-
se the different types of classification considered in this proposal, specifying its
main characteristics. Moreover, for some classifications we indicate the geometri-
cal activity which can be developed from them. Furthermore, we add some ans-
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wers by students that tell us how to handle the elaboration of definitions of con-
cepts and which also tell us about the behaviour of students when they solve so-
me of the activities set when implementing our proposal.

Keywords: classification, definition, teaching of the geometry of solids, tea-
chers’ training, difficulties.

INTRODUCCION

La mayoria de las investigaciones realizadas en educacion matematica relativas
a la clasificacion se han desarrollado en el marco del modelo de Van Hiele y se
refieren a la clasificacion de algunos tipos de poligonos. Cabe senalar las que han
sido especialmente importantes en nuestro estudio por el andlisis teorico que
realizan del papel y funcion de la clasificacion jerarquica en matematicas (De Vi-
lliers, 1987, 1994) y las que han evaluado si los estudiantes pueden identificar y
explicar relaciones entre subclases de poligonos (cuadrilateros o triangulos) (Bur-
ger y Shaughnessy, 1986; Corberan y otros, 1994; Fuys, Geddes y Tischler, 1988).
Otros trabajos que también se han contemplado en el estudio que presentamos
en este articulo se han desarrollado desde el punto de vista de la ensenanza
(Castelnuovo, 1963, 1979; Craine y Rubenstein, 1993 Fielker, 1986, 1987; Ma-
raldo, 1980); se refieren a la clasificacion de cuadrilateros o hexagonos v las cues-
tiones que plantean, sus comentarios v “modo de hacer” se pueden trasladar a
las clasificaciones que se hacen en el mundo de los prismas o de las piramides.

La clasificacion en el mundo de los solidos ha sido menos investigada; entre los
estudios realizados consideramos, por un lado, los que ponen de manifiesto anali-
sis teoricos que se han realizado del proceso de clasificar o han proporcionado se-
cuencias de actividades para trabajar la clasificacion en el mundo de los solidos or-
sanizadas segun el modelo de Van Hiele (Guillén, 1991, 1997); por otro, los que
sefialan modelos de respuestas de estudiantes de magisterio para las tareas de
identificar y enumerar ejemplos de subfamilias de prismas, juzgar, enunciar y justi-
ficar relaciones entre ellas, y representar estas relaciones mediante un diagrama, es-
tudios que ademas subrayan algunas dificultades con las que se enfrentaron los
estudiantes cuando resolvieron las tareas mencionadas (Guillen, 1999, 2001).

En el trabajo que corresponde a este articulo, del que va hemos publicado
una primera parte (Guillén, 2004), nos situamos en el marco del modelo de Van
Hiele, considerando su evolucion como consecuencia de la investigacion realizada
en el Instituto de Freudenthal. Esta evolucion la describimos brevemente en Gui-
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llen (2004). En este marco de referencia, uno de los objetivos de la ensefianza
de la geometria es desarrollar el nivel de razonamiento de los estudiantes y que se
avance en la progresiva matematizacion a través de la practica matematica. Como
indicamos en Guillén (2004), al entender como razonamientos 16gicos procesos
matematicos como andlisis, clasificacion, definicion, conjetura, generalizacion y
demostracion, en nuestro estudio nos fijamos en las acciones que corresponden
a describir, clasificar, definir y demostrar, como componentes de la practica ma-
tematica, para avanzar en la progresiva matematizacion; en el articulo citado se
prestaba atencion a la descripcion v andlisis de objetos geométricos v en este ar-
ticulo nos centramos en la clasificacion.

Aqui, vamos a introducirnos en el tema con algunas cuestiones relativas a la
clasificacion y continuamos realizando un andlisis de este proceso matematico;
esto es, delimitamos diferentes tipos de clasificacion y diferentes enfoques para
la ensefanza. Hacemos hincapié en que nos podemos aproximar a la clasifica-
cion a través de diferente tipo de actividad matemaética y también consideramos
dificultades que pueden subyacer cuando se ensena-aprende la clasificacion. Pre-
sentamos una propuesta para ensenar-aprender la clasificacion con estudiantes de
magisterio, elaborada a partir de la experimentacion en este ambito de estudio
de propuestas previas organizadas segin el modelo de Van Hiele. Nos centramos
en los diferentes tipos de clasificacion que contempla nuestra propuesta y para
cada tipo indicamos sus caracteristicas fundamentales. Por ultimo, para un tipo
de clasificacion de los que hemos delimitado, analizamos con detalle la actividad
matematica que se puede abordar al ensenar-aprender ese tipo de clasificacion
e indicamos algunas respuestas de estudiantes de magisterio que informan, por
un lado, una manera de aproximarnos en esta propuesta a la formacion de con-
ceptos! v, por otro, del comportamiento de los estudiantes cuando resuelven al-
ounas actividades planteadas al implementar la propuesta.

Puesto que la investigacion que se presenta en este articulo tiene como ob-

I'En este estudio se ha tomando como marco de referencia el trabajo de Freudenthal (1983)
y utilizamos la “jerga” que introduce. Asi, distinguimos concepto y objeto mental. Puig (1997) in-
dica que “en una primera aproximacion, la contraposicion objeto mental-concepto que plantea
Freudenthal puede verse como la consecuencia de considerar a las personas que conciben o usan
las matematicas frente a las matematicas como disciplina o conjunto de saberes historica, social
o culturalmente establecidos”. Apunta que “podemos partir pues de una imagen inicial: la contra-
posicion objeto mental-concepto es una contraposicion entre lo que esta en la cabeza de las per-
sonas -los objetos mentales— vy lo que esta en las matematicas como disciplina: los conceptos”.
Asimismo, en este trabajo se ha tomado de Vinner (1983) la manera de entender los concep-
tos; cuando se habla del concepto consideramos el concepto que se deriva de su definicion
matematica.
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jetivo incidir de alguna manera para que en las clases de primaria y secundaria
mejore la situacion actual de la ensefianza-aprendizaje de la clasificacion, para
finalizar este apartado subrayamos nuestra concepcion de la ensefianza de las
matematicas como actividad. Siguiendo a Fielker (1986, 1987), nos aprovechamos
de sus ideas para precisar esta concepcion. Las matematicas se conciben como
un gigantesco juego en el que podemos decidir nuestras propias reglas y cual
juego vamos a jugar, donde la tinica condicion es que todo debe ser consisten-
te por si mismo y también debe producir la sensacion de que la cosa vale. No
hay definiciones dadas previamente: podemos decidir por nuestra cuenta. Y po-
demos darselas a lo que nos parezca. Se tiene que dar la oportunidad a los es-
tudiantes de que sientan la sensacion del poder, inherente a las matematicas de
alterar las variables, examinar las consecuencias, recrear las definiciones, hacer
elecciones, entretenerse con clasificaciones y crear nuevas definiciones para re-
conciliar los sentimientos propios ante las nuevas situaciones.

LA CLASIFICACION. ALGUNAS PREGUNTAS

Vamos a comenzar con algunas preguntas sobre la clasificacion, que pueden sur-
oir al reflexionar sobre el conocimiento que se tiene de este proceso matemati-
co y considerando que este proceso puede ser un contenido de la ensenanza pri-
maria o secundaria.

1. ¢Queé se entiende por clasificacion? ¢Como se percibe la clasificacion?

2. ¢Cudles elementos estan implicados?

3. ¢Clasificaciones particiones o clasificaciones inclusivas en el comienzo del
aprendizaje-ensefianza de la geometria?

4. (Cudles problemas pueden ser interesantes para incluirlos en modelos de
ensenianza propuestos para estos niveles?

5. ¢En el contexto de la geometria plana? ¢En la geometria de los solidos?
¢En las matematicas?

6. Los diferentes tipos de clasificacion ése retoman en diferentes contextos y
en tiempos diferentes?

En el trabajo que sigue se abordan estas cuestiones; si bien los apartados so-
lo hacen referencia a alguna de ellas, se puede notar que el andlisis realizado
aporta también respuestas para otras.
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éCOMO SE PERCIBE LA CLASIFICACION?
UN ANALISIS DESDE DISTINTOS PUNTOS DE VISTA

LA CLASIFICACION DESDE LOS NIVELES INICIALES. ALGUNAS PREGUNTAS

La clasificacion tiene unos usos en distintos contextos cotidianos. También se
utiliza en otras areas; por ejemplo, en la biologia, la quimica, etc. Estos usos que
se hacen de la clasificacion proporcionan unos significados que llevan a que en la
ensenanza, al introducir el estudio de la geometria, podamos aproximarnos de di-
ferentes maneras. ¢Como se percibe la clasificacion al comenzar el estudio de la geo-
metria? ¢Es una tarea de organizar? ¢De hacer grupos incluidos? ¢O es una tarea de
separar? ¢O es una tarea de buscar todos los objetos de una familia? ¢Es una tarea
de buscar los que se parecen? ¢Es una tarea de buscar parecidos v diferencias?

LA CLASIFICACION DESDE LAS MATEMATICAS. TIPOS DE CLASIFICACIONES

Cuando la clasificacion se mira desde las matemadticas (como contenido mate-
matico) y uno se centra en los componentes implicados en el proceso (el univer-
so objeto de clasificacion vy el criterio utilizado para clasificar) y en el tipo de cla-
sificacion que se establece, de nuevo surgen algunas cuestiones: ¢Se considera
todo el universo (por ejemplo, el mundo de los poliedros) o solo un trozo (por
ejemplo, en alguna familia de poliedros)? éCudles criterios cabe utilizar para se-
parar en clases? ¢Hay criterios para separar en clases que no se basan en obser-
vaciones/percepciones? ¢En qué aspectos inciden? éQué tipos de clasificacion se
pueden establecer?

Un andlisis del contenido matemético de la clasificacion puede llevar a dis-
tinguir la clasificacion a priori v la clasificacion a posteriori. De Villiers, (1994,
p. 14) precisa ideas para estas clasificaciones: En una clasificacion a posteriori, la
clasificacion de los elementos de una familia (por ejemplo, la de los paralelepipe-
dos) se considera después de que se conocen durante algun tiempo los cubos,
ortoedros, etc, y se han examinado minuciosamente sus propiedades. En gene-
ral, la funcion mas importante de una clasificacion a posteriori es organizar con-
ceptos. Por clasificacion a priori se entiende que los procesos de generalizacion
y especializacion se utilizan deliberadamente para producir nuevos conceptos que
se colocan inmediatamente en relaciones jerarquicas o en particion con los otros
conceptos existentes. En una clasificacion a priori, la funcion mas importante es,
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Figura 1 Dos poliedros regulares, dos poliedros arquimedianos
y dos poliedros de Catalan

T

por tanto, claramente, la de descubrir/crear conceptos nuevos. Con una clasifi-
cacion a priori, comenzamos con el concepto méas especial, por ejemplo, los po-
liedros regulares (poliedros que tienen caras regulares, iguales y vertices iguales),
y con la generalizacion establecemos como conceptos nuevos otras clases, como
los poliedros arquimedianos (se mantienen las condiciones de regularidad de las
caras y de igualdad de veértices, pero ahora las caras no son iguales), o los de Cata-
lan (se mantiene la condicion de isualdad de las caras, pero no son regulares y los
vertices no son iguales). En la figura 1 se muestran dos ejemplos de cada una
de estas familias.

Un andlisis del contenido de la clasificacion puede llevar también a otros ti-
pos de clasificacion. El listado puede ser bastante largo; por ejemplo, si se con-
sulta Guillen (1991, pp. 23-40), donde se organiza el mundo de los poliedros, se
encuentran las siguientes:

» (lasificaciones ingenuas, basadas en criterios que centran la atencion en
la regularidad e igualdad de los elementos de los poliedros. Dentro de este
orupo se consideran clasificaciones dicotomicas y clasificaciones en las que
las particiones se solapan. En este ultimo caso se distingue si estan impli-
cados dos o tres criterios para clasificar. Asi, por ejemplo, como mostramos
en el diagrama de la figura 2, al considerar los tres criterios: regularidad de
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Figura 2
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caras, X, igualdad de caras, Y, e isualdad de los vértices, Z, se establecen
ocho familias y una de ellas, representada en el diagrama por XYZ, es la
de los poliedros regulares platonicos.?

e Se consideran también otros criterios para clasificar basados en observa-
ciones/percepciones que se hacen sobre los objetos de caracteristicas que
tienen un fuerte componente visual, lo que lleva a que se expresan con
terminologia visual. Las clasificaciones establecidas son particiones. Como
ejemplo, podemos considerar las clasificaciones que se establecen con los
criterios basados en las observaciones de que hay solidos “inclinados” o
de que hay solidos “con entrantes”. Asi, se establecen dos familias disjun-
tas en cada caso. Considerando como universo objeto de clasificacion la
familia de los prismas, se establecen, con el primer criterio, la familia de
los prismas rectos vy la de los oblicuos; v con el segundo, la familia de los
prismas concavos v la de los prismas convexos. En la figura 3 mostramos
ejemplos de estas subfamilias.

Figura 3 Prismas rectos y oblicuos, céncavos y convexos

A
‘ )

2 A 'la familia que no cumple el atributo X la representamos en el diagrama como —X
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Figura 4 Prismas de bases regulares y prismas de bases irrequlares
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Otro criterio basado en observaciones/percepciones que cabe comentar se
basa en la observacion de que hay poliedros que “tienen base o bases”. Con
este criterio se separan los poliedros que “tienen base o bases” de aquellos
para los que no se distinguen. Y en las familias de los prismas, antipris-
mas, piramides y bipiramides (poliedros que pertenecen al primer grupo),
se distinguen las bases de las caras laterales. Las clasificaciones de este
bloque se analizan con mas detalle posteriormente.

Al centrarse en las familias que “tienen base o bases”, hay clasificaciones que
tienen que ver con uno de sus elementos: la base. Asi, por ejemplo, en el
mundo de los prismas se establecen los prismas de bases regulares y los pris-
mas de bases irregulares; en la figura 4 se muestran ejemplos de estas sub-
familias. O los prismas triangulares, cuadrangulares, pentagonales, etcétera.
También se pueden establecer clasificaciones con criterios cuantitativos, cla-
sificaciones en las que hay implicados mas de un criterio, que corrresponden
a clasificaciones en las que las particiones se solapan, clasificaciones esta-
blecidas con criterios que son normas de construccion y clasificaciones in-
clusivas o jerarquicas. Estos tipos de clasificacion los vamos a retomar al
precisar nuestra propuesta para ensefiar-aprender la clasificacion con es-
tudiantes de magisterio; en este apartado se indican las caracteristicas fun-
damentales.

124
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LA CLASIFICACION DESDE LA ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS:
ENFOQUES, PROBLEMAS PARA ABORDAR Y DIFICULTADES

Al realizar un analisis didactico de la clasificacion podemos establecer diferentes
enfoques para la ensefianza, distinguir diferentes componentes de la actividad
matematica y prestar atencion a las dificultades v errores.

Los tres enfoques con los que se puede introducir la clasificacion correspon-
den a las ideas que tienen los estudiantes sobre la clasificacion y se han indicado
ya. Se enlistan a continuacion:

1. Organizando un mundo conocido, separandolo en clases disjuntas; enfo-
que que introducira en la clasificacion particion.

2. Organizando y estructurando un mundo conocido; enfoque que llevara a
las clasificaciones jerarquicas.

3. Construyendo ejemplos, siguiendo normas de construccion o buscando
los objetos que se parecen a otros, cumplen sus propiedades o verifican
su definicion; enfoque que conducira a otra manera de abordar la clasifi-
cacion en matematicas y de la que también vamos a hablar.

Cuando los diferentes tipos de clasificacion que se han delimitado al realizar un
analisis del contenido se retoman desde el punto de vista de la ensefanza, sur-
gen las siguientes preguntas referidas a cada tipo de clasificacion: ¢Cuéles aspectos
cabe resaltar de cada tipo de clasificacion? ¢Cuales problemas aparecen intima-
mente ligados a cada tipo de clasificacion?

En el apartado siguiente se aborda la primera pregunta. Respecto de la segun-
da, cabe subrayar lo extenso que resulta el listado de componentes de la actividad
matematica que corresponden a cada tipo de clasificacion. Entre ellos cabe sefialar:

* Reflexionar sobre lo que puede considerarse o no como criterio de clasi-
ficacion para un universo dado.
* 'Tratar otros problemas ligados a la clasificacion:
I Diferentes diagramas que las representan
I Las relaciones entre familias
I Las diferentes maneras de expresarlas
I Situaciones diferentes porque cambia la relacion que existe entre las fa-
milias o porque cambia la manera como se presentan las relaciones
I Propiedades de las subfamilias establecidas
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» Abordar problemas conectados con la clasificaciéon que no son propios de
ella. Por ejemplo, el nombre que se da a las subfamilias que se establecen.
» Tratar problemas que relacionan el proceso de clasificar con otros procesos:
I El tipo de clasificacion establecida y la descripcion/definicion de familias
I La descripcion/definicion de familias vy el tipo de clasificacion que se es-
tablece
I El tipo de clasificacion establecida v la demostracion de propiedades.

Si el punto de mira se pone en las dificultades que afrontan los estudiantes al
abordar estos problemas, que les llevan a cometer ciertos errores, la investigacion
nos aporta informacion sobre ello. Son numerosas las publicaciones relativas al
modelo de Van Hiele que han mostrado claramente que algunos estudiantes tie-
nen problemas con las clasificaciones jerarquicas (como ejemplo, véanse De Villiers,
1987, 1994; De Villiers y Njisane, 1987; Fuys, Geddes y Tischler, 1988; Guillén,
1997, 2001; Van Hiele, 1986). Por ejemplo, en el contexto de la clasificacion de
triangulos y cuadrilateros, De Villiers (1987) determind que “los nifios son capa-
ces de comprender a una edad muy temprana inclusiones de clases como ‘los
satos vy los perros son animales’; sin embargo, es, sin duda, psicoloégicamente mu-
cho mas dificil con figuras geomeétricas, va que definir atributos es realmente mas
sutil y complejo”. Apoyandose en los resultados de Mayberry (1981), concluye que
la inclusion de clases entre diferentes clases de fisuras geométricas (por ejemplo, la
inclusion de los triangulos equilateros en los isosceles y la inclusion del cuadrado
en los rectangulos o incluso la inclusion entre diferentes pares de cuadrilateros)
no conlleva psicologicamente la misma dificultad psicologica, aunque la estruc-
tura logica podria ser la misma. En sus experimentaciones verifico que, de todas
las tareas propuestas a los nifios (identificacion de tipos de figuras, uso de termi-
nologia geomeétrica, interpretacion de definiciones dadas, argumentos deductivos
de un paso, descripcion verbal de propiedades de figuras, deduccion mas larga y
clasificacion jerarquica de conceptos geometricos), la clasificacion jerarquica re-
sultd ser la tarea mas dificil. Ademas, en los cursos superiores se mejoraba muy
poco en el rendimiento (De Villiers, 1987, p. 22, citado en Guillen, 2001).

Y en el contexto de la clasificacion de los prismas, Guillen (2001) puso de
manifiesto las dificultades con las que se enfrentaron estudiantes de magisterio
cuando, una vez tratada la clasificacion inclusiva de los cuadrilateros y después
de haber establecido diferentes familias de prismas, se acometieron las tareas de:
i) enumerar ejemplos de subfamilias de prismas que cumplian determinadas con-
diciones, ii) precisar el tipo de caras que pueden tener los ejemplos de estas fa-
milias, iii) juzgar y justificar si la relacion entre familias de prismas que se enun-
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cia 0 se da representada en un diagrama es correcta o incorrecta, y iv) establecer
o representar si entre dos familias de solidos dadas hay relacion de inclusion, de
exclusion, o tienen interseccién pero no estan incluidas una en otra. Las respues-
tas de algunos estudiantes, que indicamos a continuacion, son ejemplos ilustra-
tivos de algunas dificultades que se mencionan en este trabajo.

» Cuando se pedian ejemplos de paralelepipedos que no son ortoedros® se
respondio: “Todos los que tienen caras paralelogramos. Las caras si que
pueden ser cuadrados, porque el cuadrado es paralelogramo. Y rombos y
rectangulos tambien.” “Todos los que tienen caras rectangulos. Esos son
los que son ortoedros. Los paralelogramos también pueden ser. Asi, unos
son ortoedros, como dice, y otros son paralelepipedos.” Y para paralelepi-
pedos que ademas son ortoedros se indico: “Todos, pues todos los ortoe-
dros son paralelepipedos. Pones rectangulos en las bases v los haces rec-
tos, mas o menos altos.”

* Al responder a la pregunta de si los ejemplos de paralelepipedos que no son
romboedros pueden tener alguna cara que sea rombo se indico: “No pue-
den tener caras rombos; ninguna; si sus caras son rombos, entonces serfan
romboedros.”

* Para juzgar la relacion “Los prismas siempre son cubos”, se dieron las si-
guientes respuestas: “Verdadera. Los cubos tienen bases iguales como los
prismas, aunque en el cubo son iguales.”

Ejemplo de un prisma
y no es cubo (base
hexagono)

Es cubo. Tiene caras
cuadradas

Para la relacion “Los prismas de bases cometas siempre son romboedros”
se indico: “Falsa. Por ejemplo, el paralelepipedo de caras Ay no es

romboedro; no tiene forma de cometa (lados vecinos iguales...). O se indi-
ca: “Falso, el ortoedro no es romboedro, no tiene todas las caras iguales”.

3 Al hablar de paralelepipedos, consideramos los prismas, cuyas caras son paralelogramos;
como ortoedros consideramos los paralelepipedos, cuyas caras son rectangulos (incluimos los
cuadrados como rectangulos); y como romboedros, los paralelepipedos con todas las caras
isuales (rombos iguales, incluimos los cuadrados como rombos).
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Y para la relacion “Los prismas de caras laterales regulares son siempre
prismas de bases regulares se respondio: “Cierta, los prismas de caras la-
terales cuadrados v la base regular son prismas de caras regulares.”

» Al realizar una actividad en la que se tenia que seleccionar siempre, nunca
0 se solapan para expresar la relacion que existe entre el paralelepipedo vy
los prismas de base cometa se seleccion6 el término “nunca” y se aclaré:
“Es ‘nunca’ pues no tienen ejemplos comunes (no tiene flecha el diagrama)”
[la respuesta se dio a partir del diagrama que se habia construido previa-
mente que relacionaba las diferentes familias de prismas cuadrangulares y
en esta respuesta se plasmo la idea de que cuando dos familias no estaban
conectadas con una flecha significaba que no tenian ejemplos comunes].

Las dificultades que se han puesto de manifiesto en el contexto del mundo
de los solidos se han observado también cuando se ha tratado la clasificacion de
determinados tipos de poligonos (Guillen, 2001). De Villiers (1994) explica por
qué las clasificaciones jerarquicas tienen gran dificultad:

Varias dificultades que tienen los nifos con la inclusion de clases jerarquica
(especialmente los nifios de mayor edad) no subyace necesariamente en la 16-
gica de la inclusion como tal, sino que a menudo tiene que ver con el signi-
ficado de la actividad, lingtistico y funcional: lingtiistico en el sentido de inter-
pretar correctamente el lenguaje usado en la inclusion de clases, y funcional en
el sentido de entender por qué la clasificacion jerarquica es mas util que la cla-
sificacion particion (p. 17, citado en Guillén, 2001).

Llesados a este punto, para finalizar el apartado, vale la pena resaltar que, al
mirar la clasificacion desde diferentes puntos de vista, se han delimitado una gran
variedad de problemas que se podrian plantear en una propuesta de modelo de
ensenanza para trabajar este proceso matematico; esto es, se pueden considerar
criterios de clasificacion con unas caracteristicas u otras; para establecer las fami-
lias se puede considerar un criterio de clasificaciéon o varios; también se puede
variar el mundo que es objeto de clasificacion; asimismo, se ha senalado que se
pueden establecer diferentes tipos de clasificacion y, para cada tipo de clasificacion,
se pueden abordar diferentes problemas para los que posiblemente los estudian-
tes enfrenten dificultades que los lleven a cometer determinados errores. Hasta
ahora, en este trabajo se ha perfilado la estructura en la que se pueden encajar
numerosas situaciones/problemas relativos a la clasificacion.
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UNA PROPUESTA PARA TRABAJAR LA CLASIFICACION.
TIPOS DE CLASIFICACION: CARACTERISTICAS FUNDAMENTALES

En este apartado se presenta una propuesta para trabajar la clasificacion en el
mundo de los solidos con estudiantes de magisterio, la cual se ha elaborado a
partir de la experimentacion en este ambito de estudio de propuestas iniciales;
para los tipos de clasificacion que se incluyen se sefialan sus caracteristicas fun-
damentales.*

CLASIFICACIONES PARTICIONES

Por clasificacion particién se quiere decir clasificacion de un conjunto de con-
ceptos de manera que los conceptos particulares forman subconjuntos que son
disjuntos unos con otros. Se puede ver que estas clasificaciones se establecen a
partir de relaciones de equivalencia. Se tiene una relacion de equivalencia vy las
clases corresponden a las clases de equivalencia.

En los primeros niveles se percibe como que se separa en grupos disjuntos un
mundo de objetos (el que se esta clasificando) o como que se buscan analogias
y diferencias entre los objetos de un grupo o entre los de un grupo vy los de otro.

Las condiciones que se imponen a las clasificaciones particiones son:

* Una vez determinado el universo y el criterio de clasificacion, cada ejemplo
del universo debe pertenecer a unay solo a una clase. Las subfamilias es-
tablecidas deben ser disjuntas.

» Las distintas subfamilias establecidas en el universo objeto de clasificacion
deben de dar cuenta de la totalidad de éste.

Hay varios tipos de clasificaciones particiones: Clasificaciones establecidas con
un criterio (y podemos variar el criterio considerado) y clasificaciones establecidas
con varios criterios.

Un ejemplo de clasificacion particion se tiene, por ejemplo, cuando en el mun-
do de los prismas, se establecen los prismas rectos (PR) v los prismas oblicuos
(PO); 0 cuando, en este mismo universo, se distinguen los prismas concavos (Pc) y

"En Guillen (1991, 1997, 1999) se desarrollan con més detalle los tipos de clasificacion que
se incluyen en esta propuesta. Las caracteristicas fundamentales, las figuras y los diagramas
que mostramos aqui estan tomadas casi textualmente de estos trabajos.
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Figura 5
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los prismas convexos (PX). La clasificacion de estos ejemplos es una particion lla-
mada dicotomia, y los diagramas de la fisura 5 pueden representarla.

Si el problema se trata de forma general, considerando los criterios X Y, Z,
en la figura 2 se muestran modelos posibles para representar clasificaciones par-
ticiones establecidas con uno, dos o tres criterios.

Los aspectos fundamentales de una clasificacion particion son el estableci-
miento de clases, el que se consideren particiones o particiones superpuestas y
las relaciones de inclusion, exclusion o solapamiento que hay entre las clases.
Aunque en las clasificaciones donde se superponen las particiones, las clases resul-
tantes, representadas por las casillas en el modelo, son disjuntas, también se pue-
den considerar las clases que corresponden a uno solo de los criterios y entonces
aparecen relaciones de inclusion entre unas y otras. Pero en estas clasificaciones,
las inclusiones no son lo que se considera como aspecto mas importante.

Por ejemplo, como mostramos en la figura 6, cuando en el mundo de los pris-
mas clasificamos con los criterios que permiten separar los prismas rectos de los
oblicuos, y los prismas de bases regulares de los prismas de bases irregulares, te-
nemos establecidas cuatro familias de prismas disjuntas: Prismas rectos de bases
regulares, prismas rectos de bases irregulares, prismas oblicuos de bases regulares,
prismas oblicuos de bases irregulares.

Figura 6

PRBR POBR

PRBI POBI
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Al comparar cada una de estas familias con las que se obtienen al conside-
rar solo un criterio, aparecen relaciones de inclusion entre ellas: los prismas rec-
tos de bases regulares estan incluidos en la familia de los prismas rectos v en los
prismas de bases regulares.

Al fijarnos en las caracteristicas de las clasificaciones particiones, también se
puede centrar la atencion en el nombre que se da a las subfamilias establecidas.
El problema de la clasificacion-nombre se aborda poniendo nombres intuitivos:
a una subclase que también cumpla una caracteristica se le da el nombre de la
clase aumentado con “algo” que unas veces hace referencia a la caracteristica y
otras veces no. En los ejemplos propuestos, el nombre hace referencia a la fami-
lia a la que pertenecen (los prismas); ahora bien, el ser recto o inclinado, o tener
la base regular o irregular, si que se refleja en el nombre de las subfamilias esta-
blecidas cuando clasificamos con el criterio correspondiente, pero la caracteristi-
ca visual “tener o no tener entrantes” no se refleja en el nombre de concavos o
CONVEXOS.

Cabe comentar también que, cuando un universo se clasifica con varios cri-
terios, como se superponen las particiones, a un mismo elemento de una clase
establecida con varios criterios se le pueden dar varios nombres diferentes, que
provienen de cada una de las clasificaciones establecidas a partir de cada uno
de los diferentes criterios. Por ejemplo, como mostramos en la fisura 7, cuando
en el mundo de los poliedros se consideran los criterios “ser antiprisma” y “ser
bipiramide” se pueden separar en cada caso los poliedros que lo son de los que
no lo son. Con los dos criterios se tienen establecidas cuatro clases. El octaedro
pertenece a la clase de poliedros que son bipiramides y antiprismas. Ademas de

Figura 7
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octaedro (nombre que le viene de que es poliedro regular), lo podemos llamar bi-
piramide cuadrada y antiprisma triangular.

CLASIFICACIONES JERARQUICAS

Por clasificacion jerarquica se quiere indicar clasificacion de un conjunto de
conceptos de manera que los conceptos particulares forman subconjuntos de los
mas generales. Se puede ver que este tipo de clasificacion, donde las clases estan
incluidas unas en otras, proviene de las relaciones de orden. Estas relaciones esta-
blecen una jerarquia entre los elementos del conjunto. Cuando todo par de elemen-
tos son comparables, estan relacionados en un sentido -aR b o bR a-, entonces
el orden es total; en caso contrario, cuando existe al menos una pareja de elemen-
tos que no son comparables, entonces el orden es parcial. En el ejemplo que da-
mos en la figura 8b de la clasificacion y ordenacion jerarquica de los cuadrilateros,
la relacion es de orden parcial.

En los primeros niveles, las clasificaciones jerarquicas se perciben como orga-
nizar v estructurar un mundo conocido. Dado un mundo conocido (el universo),
éste se organiza en diferentes estratos y se remarcan relaciones entre las familias
establecidas.

Los aspectos fundamentales de estas clasificaciones son el establecimiento de
las clases vy las relaciones de inclusion entre ellas. Se pueden representar median-
te un modelo que es una red. Las clasificaciones inclusivas mas naturales son en
las que a las clases resultantes les damos el nombre genérico y uno o varios ad-
jetivos.

En el ejemplo de la figura 8a el modelo esta representado por un arbol, un
caso particular de red. Otro ejemplo de este tipo, cuya representacion no es un ar-
bol, lo mostramos en la figura 8b y corresponde a una clasificacion posible de los
cuadrilateros. Respecto de estas clasificaciones también queremos subrayar que
las familias establecidas pueden tener varios nombres: correspondientes a los de
todas las familias que las contienen.

CLASIFICACIONES CON CRITERIOS DE CONSTRUCCION

Vistas las clasificaciones particiones vy las jerarquicas, cabe considerar ahora otras
clasificaciones. En mateméaticas, lo que se hace a veces al clasificar es fijarse en
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Figura 8
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una caracteristica de un conjunto de objetos y después se determinan todos los
elementos que pertenecen a esa clase: en realidad, se hacen clasificaciones dico-
tomicas pues, por un lado, se consideran los objetos que cumplen la propiedad
y, por otra, los que no la cumplen. En los primeros niveles se plantean actividades
de identificacion de formas que inciden en aspectos relativos a estas clasificacio-
nes. Por ejemplo, cuando se pide que se identifiquen todos los ejemplos de una
familia de solidos (por ejemplo, de cilindros) en los objetos del entorno cotidiano
del estudiante; o cuando dado un conjunto de objetos se quieren seleccionar
aquellos que cumplen la(s) caracteristica(s) de los objetos que se han considerado.
Pero las actividades que se van a tratar en lo que sigue estan inmersas en tareas
de construccion.

En los primeros niveles, las clasificaciones con criterios de construccion se
perciben como obtener ejemplos inmersos en procesos de construccion cuando
no se construye al azar, sino siguiendo normas fijadas de antemano. Cabe sefia-
lar que cuando se utiliza material manipulable, también se puede clasificar. Los
criterios que se pueden usar son condiciones que se imponen para construir; res-
tricciones respecto al material que se puede utilizar o respecto de como juntar
las caras alrededor de cada vertice del poliedro. Siguiendo las condiciones im-
puestas, se construyen los elementos de familias. Por ejemplo, cuando la norma
que se impone para la construccion (criterio utilizado para clasificar) es que se
utilicen poligonos regulares, se obtendran poliedros de caras regulares. Entre
ellos, los poliedros platonicos (regulares), los deltaedros —poliedros con caras
triangulos equilateros-, los poliedros arquimedianos —poliedros que tienen caras
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Figura 9
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regulares de mas de una clase y vértices iguales—, etc. En la figura 1 tenemos cua-
tro ejemplos y en la figura 9 tenemos otros cuatro. Y si la condicion que se im-
pone es que se utilicen poligonos iguales, se obtendran poliedros de caras igua-
les; entre otros, los poliedros platonicos, los deltaedros, las bipirdamides de base
regular, etc. En la figura 1 tenemos cuatro ejemplos v en la figsura 9 tenemos
otros tres.

Puede notarse que estas familias ya se habian establecido también desde otros
puntos de vista; se podian establecer basandose en observaciones -atributos-
(considerando un criterio o varios) o por generalizacion (en las clasificaciones a
priori). Sin embargo, la manera de obtenerlas es diferente y los aspectos relacio-
nados con la clasificacion, sobre los que se insiste en cada caso, también son di-
ferentes.

En las clasificaciones basadas en observaciones, en cierto modo se tiene en
mente todo el universo, los poliedros que pertenecen a una clase y los que no. Se
hacen clasificaciones dicotémicas, esto es, se divide el universo y no nos preocupa
si cada una de las partes tiene elementos o no. Sin embargo, cuando se constru-
ven poliedros con unas condiciones impuestas, en realidad no se esta clasificando,
no se tiene el universo presente en su totalidad; el universo que se tiene en la
cabeza se va ampliando a medida que se van construyendo mas poliedros v, al
finalizar, los poliedros en los que se piensa son exclusivamente los que se han
construido. EI modelo que lo representa se muestra en la figura 10.

Las clasificaciones basadas en criterios de construccion inciden en la determi-
nacion de los elementos de las clases; solo después, si se quiere, se ve si las clases
construidas estan interconectadas o no. Sin embargo, como va se ha dicho, en
las clasificaciones basadas en observaciones, lo fundamental es el establecimiento
de las clases, el que sean particiones o particiones superpuestas, o la relacion de
inclusion entre ellas.
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Figura 10

CLASIFICACIONES POR ANALOGIA

En un intento de relacionar el plano v el espacio, a continuacion se va a consi-
derar la que vamos a llamar clasificacion por analogia. Se quiere decir con es-
te tipo de clasificacion que, una vez establecida una clasificacion en el plano vy
delimitadas las analogias entre los elementos analogos del plano y del espacio,
se tiene la clasificacion en el espacio. Cuando se clasifica de esta manera, se su-
braya que algunos problemas resueltos en el plano se pueden aplicar para resol-
ver los correspondientes en el espacio.

Los aspectos fundamentales de esta clasificacion son el establecimiento de
elementos analogos del plano y del espacio y la verificacion de si se mantiene en
el espacio una clasificacion analoga a la del plano.

Hay que tener en cuenta que la analogia no siempre proporciona conjeturas
correctas. Por ejemplo, cuando nos planteamos el problema de determinar todos
los poliedros regulares, no podemos generalizar el resultado del problema ana-
logo en el plano; mientras que hay infinitos poligonos regulares, solo hay 5 po-
liedros regulares convexos. Ahora bien, la analogia si funciona en la clasificacion
los prismas cuadrangulares. La clasificacion de los cuadrilateros podemos apro-
vecharla para la clasificacion de los prismas cuadrangulares. En la figura 11 mos-
tramos diagramas de estas clasificaciones.”

5 Los cuadrilateros implicados en el diagrama de la figura 11a son los siguientes: el cuadra-
do, cd; el rectangulo, rg; el rombo, rb; el paralelogramo, pl; el trapecio isésceles, tpi; la cometa,
ct; v el trapecio, tp. Y los prismas cuadrangulares del diagrama 11b son: cubo, C; ortoedro, O;
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Del parrafo anterior se desprende lo importante que puede ser establecer los
elementos analogos entre el plano y el espacio vy verificar si comparten relacio-
nes que son pertinentes para el problema. En este caso, cabe senalar que, en los
prismas de bases cometas, prismas de bases trapecios, isosceles o de bases tra-
pecios se rompen las relaciones de igualdad y perpendicularidad entre los ele-
mentos limites (lado y cara lateral, respectivamente). En los prismas oblicuos, una
isualdad de lados del poligono de las bases no implica que las caras laterales co-
rrespondientes sean iguales, va que los angulos de estas caras pueden cambiar.
Pero aunque se rompen algunas relaciones entre los elementos analogos que
aparecen en los diagramas correspondientes de elementos del plano y del espa-
cio, puesto que estas relaciones si se mantienen en algunas familias (por ejem-
plo, la propiedad del paralelogramo de lados opuestos iguales se verifica en los
paralelepipedos: las caras opuestas son iguales) y para todas las familias de pris-
mas cuadrangulares se siguen verificando las relaciones de paralelismo entre los
elementos limites, consideramos que los elementos del plano v del espacio com-
parten relaciones que son pertinentes para el problema propuesto.

La construccion del diagrama que refleja una clasificacion de los prismas cua-
drangulares puede mostrar como se puede aplicar la analogia para explicar las
relaciones de inclusion o no inclusion que hay entre pares de familias de prismas
cuadrangulares: se pasa el problema al plano después de establecer los elementos

romboedro, R; paralelepipedo, L; prisma de bases cometas, PBc; prisma de bases trapecios
isosceles, PBti; prisma de bases trapecios, PBt.
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analogos y se explica ahi la respuesta (se construye el diagrama que refleja la clasi-
ficacion de los cuadrilateros); después se hacen las traducciones correspondientes
de los elementos analogos.

Asi pues, trabajar la clasificacion de los prismas cuadrangulares, pentagonales,
hexagonales, etc, centrando la atencion en la analogia que existe entre elemen-
tos del plano y del espacio que comparten relaciones, nos remite a la clasificacion
de cuadrilateros, pentagonos, hexdgonos, etcétera.

En relacion con estas clasificaciones, los trabajos de Fielker (1986, 1987) y Cas-
telnuovo (1963, 1979) son de referencia obligada. Desarrollados desde el punto
de vista de la ensenanza, hacen un estudio de la clasificaciéon en el que van mas
alla de los trillados senderos euclideos, se soslava el algebra v se alejan del estu-
dio rutinario de la clasificacion de los triangulos vy los cuadrilateros. En Fielker
(1986, 1987) se presentan reflexiones sobre la ensefanza de la geometria en
nuestra ensefanza primaria y secundaria, sobre qué se ensefia y como se ensena.
Este autor expresa que aprender matematicas incluye aprender a hacer matema-
ticas, lo que implica no solo resolver problemas, sino crear problemas e inventar
nuestras propias matematicas, asi como aprender las matematicas de otras perso-
nas (Fielker, 1986, p. 6). Insiste en que al trabajar la clasificacion:

Son los nifios quienes han de hacer las elecciones y no meramente llevar a ca-
bo una clasificacion rutinaria basada en la eleccion hecha por el maestro. La
capacidad para tomar las propias decisiones es una parte esencial del proce-
so de clasificacion y lleva consigo la capacidad de decidir sobre las decisiones,
es decir, de alterarlas, cuando sea necesario, por razones de inconveniencia,
inconsistencia o, tal vez, banalidad (Fielker, 1987, p. 13).

En la manera en que desarrolla el estudio, tanto para los cuadrilateros como
para los hexagonos, plantea clasificaciones sucesivas, utilizando uno y dos crite-
rios de clasificacion que pueden referirse a igualdad de lados, paralelismo, ntime-
ro de angulos rectos, simetrias, etc,; también se cambia la dimension en la cual
se realiza el estudio (de dos dimensiones se pasa a tres y a una dimensiones) y
se relacionan entre si polisonos (por ejemplo, el hexagono equiangular y el rec-
tangulo) para los que se tienen ideas que no resultan convincentes para todos
los que se relacionan.

Al centrarse en un criterio dado y en los cuadrilateros o hexagonos, las cues-
tiones que guian la actividad son: ¢Cuantos ejemplos distintos hay? ¢Cuéales son las
posibilidades? éQué significa... (el criterio que se esta considerando)? éQué pasa
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si solo consideramos... (se indica solo algunas condiciones del criterio que se esta
usando para clasificar)? ¢Qué ocurre si... (se modifica el criterio usado para clasifi-
car)? {Como sabemos que no hay otros? ¢De cudntos modos se puede completar
una parte del cuadrilatero (o hexdgono) que se esta considerando para que quede
el poligono que cumpla las condiciones que se han impuesto? ¢Qué relaciones
tienen los lados (los angulos) de los cuadrilateros (hexagonos) que se han encon-
trado? ¢Cudles longitudes elegir para los lados? ¢Como ordenarlas? éComo clasi-
ficar los diferentes casos? ¢A qué llamar diferentes? Clasificando los poligonos en
general, considerando como variables en numero de lados, ¢podriamos definir
“isdsceles” para un poligono y luego estudiar las consecuencias de cambiar el nu-
mero de lados? ¢Qué ocurre si nuestra eleccion es limitarnos a los lados que con-
curren formando dngulos rectos? éAngulos rectos internos v externos? ¢Resulta
extrafio pensar en el rectangulo como un hexagono? ¢Significa esto que el hexa-
gono equiangular “corresponde” en cierto modo al rectangulo, del mismo modo
que podriamos decir que el hexagono regular “corresponde” al cuadrado? ¢Cua-
drilateros cruzados? ¢Cudles son las propiedades que se conservan al cruzar los
lados v cudles aparecen como nuevas? ¢Cuadrilateros de una sola dimension?
Puede notarse que con las actividades planteadas por Fielker (1986, 1987)
se ha estimulado considerablemente la actividad matematica. Como él mismo su-
braya, “se han hecho surgir algunas hipotesis acerca de las relaciones entre las
longitudes, hipotesis que quedan sin formular con precision, poner a prueba, ve-
rificar, generalizar y demostrar” (Fielker, 1986, p. 8). Y si consideramos las cinco
ultimas cuestiones que hemos apuntado, el problema que abordan y la manera
de hacerlo nos muestra una concepcion de la ensenanza de las matematicas y de
la formacion de conceptos, a la que ya hemos hecho referencia en la presentacion,
v que también se ve reflejada de nuevo en el ultimo apartado de este trabajo.
Por otro lado, Castelnuovo (1963, 1979), con la construccion de los cuadri-
lateros con varillas (que tienen agujeros distribuidos a la misma distancia) que se
juntan con chinchetas (las chinchetas se utilizan como mecanismos de union),
proporciona un entorno dinamico donde los cuadrados surgen como uno de los
posibles rombos, el rectangulo como uno de los posibles paralelogramos, etc. Asi,
se puede explicar mediante la construccion que, por ejemplo, el cuadrado v el
rombo tienen relacion de inclusion: de todos los rombos que podemos construir,
juntando los extremos de 2 varillas iguales, que se cortan en el punto medio de am-
bas perpendicularmente, el cuadrado es uno de ellos; cuando las varillas de partida
son iguales. Por tanto, el cuadrado es un rombo particular. De la misma manera
se puede explicar que el cuadrado es un rectangulo particular; las reglas de cons-
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truccion ahora son que se parte de varillas iguales y que se juntan en el punto
medio. El cuadrado es uno de los posibles rectangulos que se construyen al juntar
los extremos de estas dos varillas de partida una vez que se han juntado por el
punto medio de ambas; el cuadrado surge cuando las varillas se cortan perpen-
dicularmente. Se puede concluir pues que el cuadrado es un rombo vy un rec-
tangulo particular. Si en la construccion imponemos otras condiciones para juntar
las varillas que funcionan como diagonales de los cuadrilateros, se pueden esta-
blecer las relaciones siguientes: el rombo es un paralelogramo y una cometa par-
ticular, el rectangulo es un paralelogramo v un trapecio isdsceles particular.®
Para finalizar este apartado, cabe centrar la atencion en los nombres que apa-
recen en los diagramas de la figura 11. Puesto que unos corresponden a elementos
del plano y otros a elementos del espacio, puede aparecer una nueva dificultad.
En diagramas que construyen los estudiantes para estas clasificaciones, con fre-
cuencia aparecen nombres de solidos y de poligonos en cada uno de ellos.

ALGUNAS CLASIFICACIONES. ACTIVIDAD QUE PERMITEN ABORDAR

Analizados los diferentes tipos de clasificacion que se incluyen en nuestra pro-
puesta para ensenar-aprender este proceso matematico con alumnos de magis-
terio, en este apartado indicamos la actividad matematica que permiten abordar
alsunas clasificaciones concretas incluidas en esta propuesta. Se consideran los
prismas, antiprismas, piramides y bipiramides como universo de clasificacion; v se
estudian las clasificaciones que llevan a distinguir los rectos de los oblicuos, vy las
que separan los de base(s) regular(es) de los de base(s) irregular(es).

LOS PRISMAS, ANTIPRISMAS, PIRAMIDES Y BIPIRAMIDES, RECTOS Y OBLICUOS.
AMPLIACION DEL UNIVERSO OBIETO DE CLASIFICACION

En este subapartado se centra la atencion en los prismas rectos y oblicuos. Jun-
tando dos poligonos (construidos con cartulina dura) con gomitas (juntan los veérti-
ces que se corresponden) se puede obtener la unidad base que presenta Castel-
nuovo (1979, citado en Guillen, 2004) para generar prismas rectos y oblicuos.

6 En Guillen (1997, pp. 292-293; 1999) se trata con detalle como se puede proceder pa-
ra facilitar que los estudiantes lleguen a establecer estas relaciones asi como las dificultades
que encuentran para ello.
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Cabe mirar la figura 5 y revisar de nuevo las caracteristicas fundamentales de la
clasificacion llamada dicotomia.

Lo que se destaca en este subapartado es que esta clasificacion permite dis-
cutir sobre lo que puede ocurrir al ampliar el universo objeto de clasificacion
cuando se clasifica con un criterio dado.

En la experimentacion que realizamos con ninos de 12 afos tuvo lugar la si-
suiente conversacion, que informa sobre lo que puede ocurrir en clase al ampliar
el universo objeto de clasificacion cuando se clasifica con el criterio ser recto u
oblicuo (Guillen, 1997):

E1:Y ése édonde va? [se refiere al cubo chatol Yo creo que
como estd un poco torcido..

E3: Pero es que mira.. se entra por aqui...

E1: Pero aqui hay una cara y aqui otra paralela que no
esta desviada [se refiere a dos caras cuadradas opuestas].

E2: Pero mira... este cuadrado y éste estan.. no estan igual.

El: Si, estan girados, pero en éstos también, en los antiprismas.

E3: Pero estd como chafado, mira como se mete para adentro...

E2: Ese es de ésos que se meten para adentro.

E3: éLos concavos?

E1: Pero no se mete tanto. No hay un vértice asi.. [hace un gesto con la
mano como que se mete para adentrol. Aqui se mete todo...

P: ¢Qué pensais? ¢Es recto u oblicuo?

E1: Pues vo, va no lo sé.

E3: Yo tampoco.

E2: Yo tampoco, pero creo que es recto.

P: Lo que quiero que notéis es que cuando no consideramos prismas, anti-
prismas, piramides o bipiramides, no se tiene tan claro dénde incluir algunos
solidos, si en los rectos o en los oblicuos.

Como refleja este protocolo, clasificar con el criterio ser recto u oblicuo lleva
a concluir que o bien uno se queda en un “trocito” de mundo de los poliedros
(el de los prismas, antiprismas, piramides y bipirdamides), o bien se tiene que pre-
cisar la idea de solido recto vy oblicuo para poder asignar cualquier modelo en
una de las familias establecidas.

Con esta clasificacion, se hace notar que resulta necesario nombrar siempre
el universo que se somete a clasificacion, al igual que el criterio que conduce a
establecer las familias y las familias que se establecen.
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Respecto de las tareas de descripcion de las familias, también cabe hacer co-
mentarios. En el subapartado siguiente se indican dificultades que conllevan es-
tas tareas, dificultades que provienen de las ideas que pueden tener los estudiantes
sobre los conceptos implicados en ellas o por los problemas de lenguaje que
conlleva expresarlas de manera precisa.

LOS PRISMAS RECTOS Y OBLICUOS. SOBRE DESCRIPCION DE FAMILIAS. DIFICULTADES

En este subapartado se centra la atencion en las propiedades de estas familias
(prismas, antiprismas, piramides y bipiramides) relativas a la altura y a los dife-
rentes tipos de angulos de los solidos.

Cabe senalar que, para enumerar las propiedades relativas a la altura, se tiene
que admitir que la altura de un prisma oblicuo, dibujada desde un punto de la
base (de un prisma o de un antiprisma) o desde el apice (en una piramide o una
bipiramide), puede caer fuera del prisma o antiprisma (piramide o bipiramide).
Tal como indicamos en Guillen (1997, pp. 275-276) en las experimentaciones
que hemos realizado hemos constatado que algunos estudiantes tienen incluido
en el objeto mental de este concepto el atributo de que tiene que quedar dentro
del solido, o en la superficie; o de que la altura de un sélido tiene que unir cen-
tros de bases (se refieren a los centros de gravedad), o apices y centros de bases;
esto es, bastantes estudiantes tienen un objeto mental de altura de un prisma
basada exclusivamente en los prismas rectos. En los prismas oblicuos también
identifican la longitud de la altura y la de la arista lateral. Otros estudiantes, aun-
que no identifican ambas longitudes, no pueden indicar cudl es la altura del prisma
oblicuo; expresan que “como esta torcido...”.

Cuando cuestionamos a nifios de 12 afos qué altura habia que poner a un
estante para que el prisma oblicuo cupiese cuando estaba apoyado en una de
sus bases, hubo nifios que respondieron, que la longitud de las aristas laterales.
Tambien hubo estudiantes de magisterio que dieron esta respuesta. Otros nifos
la senalaron correctamente, aunque no pudieron expresar una idea de ella en
términos geométricos: “Pues de aqui abajo a aqui” [Sefald perfectamente la al-
tura: un dedo lo puso en un vértice de la base de arriba vy el otro en la mesa si-
suiendo la “vertical’l.

En todas nuestras experimentaciones (con ninos de 12 afios y con estudiantes
de magisterio), hemos comprobado que los estudiantes no son reacios a admitir,
una vez seialado por el profesor, que la altura de un prisma oblicuo, dibujada
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desde un punto de la base (de un prisma o de un antiprisma) o desde el apice
(en una piramide o una bipiramide), puede caer fuera del prisma o antiprisma
(piramide o bipiramide). Podemos encontrar la explicacion en el hecho de que
en los libros de texto usuales de primaria se presenta dibujada la altura de un
prisma v de una piramide oblicuos que reflejan esta caracteristica visual. De he-
cho, algunos nifios de 12 anos expresaron que tenian en cuenta estos dibujos:

E1: Yo ahora pienso que a lo mejor seria desde el centro del prisma para aba-
jo esa altura, porque cuando lo tienes recto [y busca un modelo en el que
apoyarse; coge un prisma de bases irregulares], éste vamos a suponer, si es-
to fuera el centro [y lo sefiala) se mediria de ahi abajo, entonces ahi igual.

P: &Y esta linea no es recta? [Con la mano sefiala una recta inclinadal

E2: Esa linea es inclinada.

E1: Pero es recta. [Se rie] O sea, horizontal, o sea, es que no seé..

E3: Perpendicular a la base esa. Y si se sale como aqui [sefiala un pris-
ma oblicuol, pues entonces perpendicular a la mesa.

E1: Si, como en el dibujo de los libros.

En las experimentaciones también hemos verificado que muy pocos estudian-
tes de magisterio enumeran propiedades de las familias tratadas, relativas a su
altura, a menos que el profesor lo indique explicitamente; al trabajar esta clasifi-
cacion, se puede dirigir la actividad para que los estudiantes caractericen estas
subfamilias en términos de altura. Un prisma o antiprisma (piramide o bipirami-
de) es recto cuando al dibujar la altura desde el centro de una base (desde el
apice) cae en el centro de la otra base (cae en el centro de la base o pasa por
ella y cae en el otro apice). En los prismas y antiprismas, cuando no ocurre es-
to, e incluso la altura puede caer fuera de la base del sélido, los sélidos son en-
tonces oblicuos o inclinados.

Estas actividades permiten también remarcar que, mientras que en los pris-
mas y antiprismas rectos, la altura dibujada desde un punto de la base no va a
caer fuera de la otra base, en las piramides y bipiramides, rectas, la altura dibu-
jada desde el &pice puede caer fuera del poligono de la base.

Las piramides rectas presentan un caso interesante respecto de
los prismas y antiprismas. Se tienen ejemplos de piramides rectas,
de aspecto francamente raro, donde el &pice se corresponde con un punto que no
pertenece al poligono; esto ocurre cuando la base es un poligono concavo que
tiene el centro fuera de él. Por ejemplo, cuando la base es el poligono de la figura.
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Estos poligonos también pueden utilizarse como bases de los prismas, pero
ahora lo que se puede discutir es si al considerar los prismas que tienen estas
bases se sisuen manteniendo en esta familia todas las propiedades relativas a la
altura que se habian enumerado sin haber pensado en estos modelos como
ejemplos. Se puede aclarar que consideramos como centro del poligono el cen-
tro de gravedad vy que se supone que existe, aunque quede fuera del poligono
(Guillen, 1997, p. 276).

Con respecto a las propiedades relativas a los diferentes tipos de angulos de
los solidos, cabe subrayar las grandes dificultades que presentan para los estu-
diantes. Como se ha sefialado en Guillen (1997), puede ser que no se midan co-
rrectamente los angulos diedros, que no se aplique correctamente la idea de an-
gulos de los veértices, o que se presenten problemas de lenguaje. Por ejemplo, la
propiedad de los prismas rectos —“Los angulos diedros que forman las caras la-
terales entre ellas coinciden con los angulos correspondientes del poligono de la
base”™ se asocia a todos los prismas, porque los estudiantes no miden adecua-
damente los angulos diedros de los prismas oblicuos: en vez de seleccionar seg-
mentos perpendiculares a la arista, seleccionan los lados correspondientes de
labase. Para que los estudiantes descubran esta propiedad se puede prestar la
atencion en si se verifica 0 no en ejemplos concretos de prismas rectos y oblicuos;
cabe fijarse en la medida del angulo diedro de dos caras laterales y, a continuacion,
en la medida del angulo correspondiente de la base.

Las experimentaciones realizadas con ninos de 12 anos han mostrado que
éstos tienen dificultades para seleccionar de manera adecuada los segmentos
que reflejan la medida del angulo diedro correspondiente (los perpendiculares a
la arista que forman las caras) y se muestran reacios a abandonar la idea de que
hay que elegir los segmentos paralelos a los lados de la base. Los segmentos que
suelen elegir los estudiantes de magisterio también son los paralelos a los lados
correspondientes de las bases, pero no muestran resistencia a aceptar que los
segmentos que hay que seleccionar para medir un angulo diedro son, uno de cada
cara que forman el angulo, perpendiculares a la arista y que se juntan en un vér-
tice. Ellos mismos llegan a expresarlo cuando se les proporcionan dos pentagonos
de polydron o de troquelados unidos (representaban un angulo diedro) en los
que se ha dibujado previamente la altura desde un vértice y los poligonos se han
juntado de manera que las alturas concurren en el mismo punto de la arista que
ellos forman al juntarse. Con este modelo, los estudiantes de magisterio pueden
observar que los sesmentos que mejor representan la abertura de los pentago-
nos son los que hay dibujados y descubrir asi que estos segmentos son perpen-
diculares a los lados de los pentagonos o a la arista que forman al juntarse.
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Ahora bien, verificar si en los prismas “los angulos diedros de las caras latera-
les coinciden siempre con el angulo correspondiente del poligono de la base” no
resulta tan sencillo; ni aun utilizando material, resulta inmediato convencerse de
que ese enunciado no es una propiedad de los prismas pues solo la verifican los
prismas rectos. Incluso cuando la comprobacion se hace en modelos de prismas
oblicuos, tanto los ninos de 12 anos como estudiantes de magisterio aceptan es-
ta afirmacion como propiedad.

En las experimentaciones realizadas con nifios de 12 anos, disponiamos de
varillas, que los ninos podian utilizar como representantes de los segmentos que
habia que elegir, y de un dispositivo comercializado para medir angulos diedros.
Los nifos disponian de un modelo de prisma oblicuo, colocaban las dos varillas
juntas perpendicularmente a la arista lateral y las desplazaban paralelamente ha-
cia la base. Pero, en este caso, el trabajar con varillas cre6 nuevos problemas. Al
llegar al vértice del prisma, giraban el angulo formado por las varillas hasta ha-
cerlo coincidir con el angulo de las bases. Asi, no aceptaban que el angulo die-
dro de las caras laterales no coincidia con el correspondiente de la base. Las si-
guientes respuestas dan prueba de ello.

E1: Mira, ponemos esto llas varillas] paralelo a esto.. mas o menos; paralelo
no, perpendicular [las coloca perfectamente; se preocupa de que las varillas
no se abran mds ni menos y las lleva al vértice del prismal. Y no. No, no..
¢No daaa? No, pero si que da. [Vuelve a hacerlo]

E2: Haces asi, lo pones asi, sigo subiendo y aqui [en el vértice] éste se pa-
ra [la varilla que estd sobre un lado del poligono de la basel y éste sigue su-
biendo. Y llega un momento en que coincide..

E1: Aqui, si lo subes todo paralelo [las dos varillas], no. Pero si subes és-
te [una varillal mas, si que es. éNo? Pero los angulos son iguales, aqui y aqui,
y aqui... [las dos varillas con una abertura fija las coloca en diferentes sitios
giradas sobre la mesal. Mira, si un angulo lo pones aqui y es de 90° o lo po-
nes aqui da lo mismo, porque sigue siendo de 90° [lo muestra, desplazando
el dngulo que ha construido con las varillas]. Y si lo pongo de pie también.

Mira, yo no la cambio [se refiere a la abertural vy si que da. Nadie lo pue-
de negar. Dejo la misma abertura. No me entendéis. Solo hago asi [hace ges-
to de giran, pero dejo la misma abertura...

Cuando indicamos que al mover la varilla dejaba de ser perpendicular a la
arista, se aceptod que efectivamente dejaba de serlo, pero su resistencia a cambiar
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de idea lo llevo a no tenerlo en cuenta, y a justificarlo de nuevo, basandose en
el hecho de que los dngulos no cambian porque cambie su posicion.

E1: A ver, una pregunta: si tenemos dos lados asi |__, mide 90° éno? Y si los
tenemos asi \también, éno? Pues va esta... [toma dos varillas unidas] O sea
que si lo pongo asi y asi [mueve el angulo que ha construido para colocar-
lo en diferente posicion] es que ya no esta lo mismo..

Sin embargo, cuando dibujamos en los prismas varios segmentos paralelos a
los elegidos, sobre varios puntos de la arista, de manera que nos thamos acer-
cando hacia la base, e introdujimos el instrumento de medida para medir angu-
los diedros (permite dejar fija una abertura, cosa que no ocurre con las varillas),
que lo colocabamos sobre estos segmentos y sobre los lados de la base, se acep-
to de inmediato que los prismas oblicuos no verifican la propiedad. Es decir, que
en los prismas oblicuos algunos angulos diedros de las caras laterales no coin-
ciden con el angulo correspondiente del poligono de la base.

P: Bueno, vale, vamos a medir los angulos con este instrumento que no cambia
la abertura. [elige un prisma muy oblicuo y en él selecciona un dangulo diedro
que remarca mucho que no coincide con el dngulo correspondiente de la ba-
se. Muestra en un modelo coémo medir el dngulo que forman dos caras.

Todos los nifios quieren medir angulos diedros con este instrumento de me-
didal.

E1: A ver. Lo pongo perpendicular.. Ya esta. Lo llevo a la base.. Y no coin-
cide. Bueno... pero.. Alsunos, no todos.

P: Hazlo con cuidado, para que realmente lo pongas perpendicularmente
a la arista y no cambies la abertura al sacarlo, y mira a ver si coinciden o no
en los demas.

E1: [Mide el dngulo diedro con el instrumento y dicel Por muy poco..

E2: Claro. Pero no coincide.

E3: Eso.. no coincide.

Los estudiantes de magisterio no mostraron tantas resistencias para llegar a
aceptar que el enunciado era propiedad de los prismas rectos, pero la aceptacion
tampoco fue inmediata a partir de argumentos basados en los segmentos que
formaban el angulo diedro. Solo al ver prismas de bases regulares (por lo que te-
nian angulos iguales) que ademas estaban muy inclinados, visualizaron clara-
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mente que los angulos diedros de las caras laterales no eran iguales, y asi conclu-
veron que cada uno de ellos no podia ser igsual al correspondiente de la base

Otra propiedad que también implico grandes dificultades para que algunos
estudiantes de magisterio la asociaran a los prismas rectos de bases regulares fue:
“Los angulos de los vértices son iguales”; en vez de aplicar la idea de angulo de los
vértices como “la suma de los angulos de los poligonos que se juntan en un vér-
tice”, se aplicaba que en ese vertice se juntan angulos de dos medidas (los de las
caras laterales, que son de 90° cada uno, y el de la base).

Respecto de la descripcion de los prismas oblicuos, también cabe subrayar la
dificultad que implica para los estudiantes obtener propiedades de esta familia a
partir de la negacion de las propiedades de los prismas rectos. En Guillen (1997),
se indica que es muy usual que no se niegue de manera matematicamente co-
rrecta el cuantificador todo que aparece en ellas. Si bien algunos estudiantes
identifican como prismas oblicuos modelos con alguna cara lateral rectangulo o
cuadrado (todas ellas no lo son), como propiedades de los prismas oblicuos in-
dican “ninguna cara lateral es rectangulo”, “no tiene rectangulos en sus caras la-
terales”, etc.,, propiedades que excluyen los ejemplos mencionados.

«

PRISMAS RECTOS Y OBLICUOS, PRISMAS DE BASES REGULARES E IRREGULARES.
ACERCA DE LA FORMACION DE CONCEPTOS

En este subapartado se trata un problema especialmente interesante que va he-
mos adelantado en la presentacion; tiene que ver con la formacion de concep-
tos. Teniendo en cuenta la nota 2, en la que se indica que cuando se habla del
concepto se considera el concepto que se deriva de su definicion matematica, en
este subapartado se trata el proceso de elaboracion de definiciones.

La manera de tratar un problema refleja a veces una concepcion de la ense-
nanza de los conceptos. Con el problema que vamos a tratar aqui se refleja una
concepcion de la ensefianza de las definiciones en las que éstas se conciben como
el final de un largo proceso (examen de ejemplos, andlisis de propiedades, clasi-
ficaciones, etc.) y, ademas, parece que los conceptos no se terminan de adquirir
nunca. Esto es, consideramos que las definiciones tampoco son inmutables.
Compartimos con Puig (1997) una concepcion de la naturaleza de los objetos
matematicos que no supone que hay un objeto ideal preexistente y lo que hace
la actividad matematica es descubrir sus propiedades; sino que consideramos
que los conceptos no permanecen inmutables una vez creados, v lo que nos in-
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teresa en la ensenanza es la creacion de nuevos conceptos al estilo de Lakatos:
“El resultado del proceso que presenta Lakatos de tension entre conceptos, teo-
remas v pruebas no es la delimitacion del verdadero concepto de poliedro que se
corresponderia al objeto ideal preexistente, sino la creacion de nuevos conceptos”
(Puig, 1997, p. 59).

En lo que sigue, se van a considerar algunos paralelepipedos para explicar
como el problema de dar nombre a algunos poliedros puede suponer un proble-
ma de definicion o un problema de clasificacion y de definicion. Esta actividad
puede servir como situacion para mostrar como ante la aparicion de un elemen-
to que no se habia previsto, ejemplo de un determinado concepto, uno puede
seguir caminos diferentes: o se revisa la definicion dada para este contenido geo-
métrico o “uno se retira a un mundo mas seguro”, esto es, en nuestro problema
concreto, restringimos el universo objeto de clasificacion con el criterio conside-
rado.

La actividad comienza considerando el modelo de
la fisura formado por cuatro cuadrados y dos rombos y
uno se cuestiona si es un prisma recto o un prisma
oblicuo. Si la cuestion se plantea a diferentes estudian-
tes, es muy probable que estos prismas se identifiquen
como prismas rectos y como prismas oblicuos, especial-
mente si los modelos se muestran colocados en dife-
rentes posiciones (apoyados en una cara cuadrada v en una cara rombica no
cuadrada).

Puesto que una de las caracteristicas que tiene un gran peso en el objeto
mental que los estudiantes construyen para este tipo de clasificacion es que es-
tas subfamilias son disjuntas, caben dos posibilidades: o se tiene que precisar la
idea de prisma recto y oblicuo para que las familias de los prismas rectos y obli-
cuos sean excluyentes o disjuntas, o se rompe con esta idea y se acepta que es-
tas subfamilias tengan elementos comunes, con lo que la clasificacion estableci-
da no serfa una dicotomia.

A continuacion, se presentan las “ideas” que dieron un nifio de 12 afos (E1)
y un alumno de magisterio (E2) cuando, en sesiones de laboratorio o en el con-
texto de clase respectivamente, abordamos este problema:

E1: No, si. Mira. Si la mayoria.. Si al ponerlo de distintas formas la mayoria
son oblicuos, pues entonces yo digo que es oblicuo, y si la mayoria son rec-
tos, pues entonces yo digo que es recto.
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E2: Un prisma es recto si podemos encontrar dos caras que se juntan con
rectangulos y, en otro caso, el prisma es oblicuo.

Este problema es mucho mas interesante continuando con clasificaciones es-
tablecidas con criterios relativos a las bases. Con la clasificacion que separa los
poliedros “que tienen base o bases” de los que no las tienen, se puede discutir,
al igual que se ha hecho al separar los solidos rectos de los oblicuos, sobre lo
que puede ocurrir al ampliar el universo objeto de clasificacion cuando se clasi-
fica con un criterio dado.

Y la clasificacion que centra la atencion en la regularidad del polisono de las
bases proporciona un problema para mostrar de nuevo como se van perfilando las
ideas de los conceptos a medida que aparecen objetos que nos obligan a ello. El
paralelepipedo del que hemos hablado, formado por cuatro cuadrados y dos rom-
bos, se puede incluir en las dos familias establecidas (las de bases regulares y las
de bases irresulares), dependiendo de los pares de caras que se elijan como bases.

Si intentamos evitar este problema de la misma manera que cuando se plante6
un problema analogo al identificar el modelo como prisma recto u oblicuo, para
los prismas de bases regulares vy para los prismas de bases irregulares surgiran
ideas como las siguientes: un prisma es de bases regulares si podemos encontrar
dos caras regulares que pueden ser bases de esa familia. En caso contrario, es de
base irregular.

Pero al clasificar con los dos criterios conjuntamente, de nuevo surgen pro-
blemas. Llegados a este punto, tendremos que elegir revisar de nuevo las ideas
que se han dado para los prismas rectos y oblicuos, v de bases regulares e irre-
oulares, o aceptar que las clasificaciones que se establecen no son disjuntas. A
continuacion, se da cuenta de como se continu6 en una de nuestras experimen-
taciones con estudiantes de magisterio. Se indican algunas propuestas de los es-
tudiantes:

E1: Yo propongo que para los modelos para los que se pueden elegir varios

pares de caras como bases, elijamos un par u otro segtin si cumple o no la

propiedad que nos interesa resaltar. Por ejemplo, entre rectos y oblicuos, nos fi-

jamos en ser recto, y las bases que consideramos son las que llevan a ello (los

rombos). Y lo mismo para los prismas de base regular e irregular; las bases

que consideramos son las que llevan a que sea de base regular (los cuadrados).
[.]

E2: ¢Que ocurre cuando clasificamos con los dos criterios ser recto u obli-
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cuo y ser de base regular o irregular? ¢Como consideramos este modelo, rec-
to de base irregular u oblicuo de base regular? ¢O lo consideramos también
de la familia que cumple ambas propiedades que nos interesan, los prismas
rectos de bases regulares (PRBR)?

E3: Pero es que si los consideramos rectos de base regular, los pares de
bases que hay que elegir en cada caso no son los mismos. Para verlo como
recto, se coge de base el rombo y para verlo de base regular, el cuadrado. ¢Eso
puede ser?

La propuesta méas aceptada fue:

Dado que todo par de caras pueden ser bases, podemos elegir cualquier par
de caras v ser coherente con ello.

Asi, el modelo se va a incluir en recto de base irregular u oblicuo de base re-
gular seguin las preferencias de los estudiantes. Se resalta también la necesidad
de que se indiquen las caras que se han elegido como bases y que también se
podria elegir otra opcion, con lo que los resultados serian diferentes.

En las experimentaciones realizadas, llegados a este punto, se revisan las cla-
sificaciones implicadas en el problema vy se hace notar como la observacion de
que los poliedros tienen bases o base no es un buen criterio de clasificacion con-
siderando cualquier universo. La dificultad que conlleva precisar lo que se en-
tiende por base o bases de los poliedros lleva a que se opte por restringir el uni-
verso, para clasificarlo con este criterio, a un “trocito” del mundo de los poliedros
(el formado por los prismas, antiprismas, piramides y bipiramides).

Planteado de nuevo el problema en el que estamos implicados, y una vez obser-
vado que el problema aparece porque en ese modelo todo par de caras pueden
ser bases del prisma, los estudiantes proponen eliminar también del “trocito de
mundo” objeto de clasificacion con este criterio, el de las subfamilias que tienen
todas sus caras de la misma familia, para las que todo par de caras pueden ser
bases. La respuesta siguiente de uno de los estudiantes muestra lo razonable
que encuentran esta solucion:

Claro, si todas las caras pueden ser bases, para qué hablar de base regular,
tendrian que serlo todas también, porque si no, écudl de todas cogemos para mi-
rar si es regular o no? Si pueden ser todas ellas bases... Segtin la que coja me
sale una cosa u otra.. Mejor quitar esa familia también.
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REFLEXION FINAL

Queremos resaltar que la actividad matematica que surge a partir de una situa-
cion/problema puede ser un criterio para decidir si incluirla o no en una pro-
puesta para la ensefianza-aprendizaje de las matematicas. La actividad de clasi-
ficar es fundamental en las matematicas, pero hay que prestarle mas atencion en
las clases de matematicas.
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