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Cuadriculas de variacion estructurada para
explotacion y desarrollo de las capacidades
matematicas de los jovenes aprendices

John Mason

Resumen: En este trabajo, se presenta un dispositivo denominado cuadriculas
de variacion estructurada (svc), que pueden utilizarse para poner en contacto
al aprendiz, no solo con la aritmética v el algebra, sino con una justificacion del
porqué (=1)x(=1) = 1, basada en las capacidades naturales del alumno para
imaginar v expresar lo que es imaginado, para detectar y hacer conjeturas sobre
patrones, para ejemplificar y generalizar; y asi para todas las capacidades que cons-
tituyen el pensamiento matematico. Dichas cuadriculas estan disponibles en una
amplia variedad, que van desde la ley distributiva para los ntimeros enteros hasta
las operaciones con fracciones en la factorizacion de expresiones cuadraticas v
la identificacion de formas bilineales.

Palabras clave: Aprendizaje de la aritmética y el algebra, cuadriculas de varia-
cion estructurada.

Abstract: A device called Structured Variation Grids (svGs) are presented. They
can be used to bring learners into contact not only with arithmetic and algebra,
including justification for (—1)X(=1) = 1, but with the use of their own natural
powers, such as imagining and expressing what is imagined, detecting and con-
jecturing patterns, specialising and generalising, and so on: all the powers which
constitute mathematical thinking. svGs are available which span from the distri-
butive law for whole numbers through operations on fractions to the factoring of
quadratics and the identification of bilinear forms.

Keywords: Arithmetic and algebra learning, patterns, structured variation grids.

INTRODUCCION

Cuando ingresan por primera vez a la escuela los nifios pequefios, va han mos-
trado tremendas capacidades naturales para entender el mundo con el que se
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topan. Una cuestion vital para los maestros es si los aprendices fueron expuestos
a situaciones en las cuales se ignoraron esas capacidades o si se aprovecharon,
se desarrollaron y se ampliaron. La capacidad central es la imaginacion (la
cual no esta presente manifiestamente) v la expresion de lo que se imagina en
acciones, palabras, dibujos v simbolos. Una capacidad muy cercana a ésta tiene
que ver con la deteccion y ampliacion de patrones que hacen énfasis en algunos
aspectos y, por consiguiente, la omision de otros. Esto es lo que Caleb Gattegno
(1987) identifico como la esencia de la generalizacion y lo que hace que el
lenguaje funcione. Es la manera como un organismo funciona. Desde un punto
de vista matematico, la identificacion y exploracion de patrones se basan en el
par de procesos de especializacion y generalizacion, como subrayo, en particular,
George Polya (1962). Ver lo particular en lo general (especializacion o particulari-
zacion), y ver lo general a través de lo particular, es vital para caminar y hablar,
asi que no es de sorprender que ambos procesos sean el corazéon del pensa-
miento matematico. Sin embargo, no es suficiente haber ampliado un patrén o
reconocido algo como un caso particular de algo mas general para decir que el
aprendizaje se ha dado. El aprendizaje incluye una transformacion de aquello a
lo que se presta atencion, se discierne o se nota, de ahi la naturaleza o estruc-
tura de esa atencion (Mason, 2003). La percepcion se basa en algo que cambia
cuando ofra cosa permanece (relativamente) invariante, y el aprendizaje cognitivo
sisue un proceso similar si se trata de un patron mas abstracto. Haber aprendi-
do algo es ver de diferente modo, ya sea literal o figurativamente, es decir, para
discernir lo que previamente no se diferenciaba.

Segtin Ference Marton (Marton y Booth, 1997; Marton y Tsui, 2004; Marton,
inédito), la esencia del aprendizaje radica en volverse consciente de la variacion,
de lo que puede cambiar sin afectar la situacion total. De ahi que la aprecia-
cion de un concepto incluya el conocimiento de cudles aspectos de un ejemplo
pueden cambiar sin convertirse en contraejemplo; la apreciacion de una técnica
incluye el conocimiento de cudles aspectos de un problema o situacion pueden
cambiar sin alterar la efectividad de la técnica. A estos aspectos que pueden cam-
biar Marton los denomin6 dimensiones de la variacion. Anne Watson y yo
(Watson y Mason, 2005, 2006) ampliamos esta nocion a las dimensiones de
la posible variacion, para remarcar el hecho de que personas diferentes son
conscientes de diferentes dimensiones. Es mas, aun un experto puede volverse cons-
ciente de aspectos que pueden cambiar y que previamente no fueron detectados,
de ese modo puede aprender. También introducimos la nocién asociada de
rango del cambio aceptable, porque muy a menudo en matematicas, el maestro
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y los estudiantes tienen conocimientos algo distintos del alcance o rango del
cambio que es aceptable. Por ejemplo, dada la situacion

12=[]+[]

algunos aprendices pueden ser conscientes sélo de los ntimeros naturales como
los candidatos para llenar los cuadritos, mientras que otros podrian pensar en
fracciones, decimales, negativos o aun mas alla de ellos. De manera similar, al
considerar fracciones, muchos aprendices podrian no pensar en excluir el O del
denominador. Por lo que nos es til, como profesores, que nos recuerden las posi-
bles diferencias de lo que los aprendices ven como variable y sobre cuél rango.

Marton (ibid) ha argumentado que, a fin de detectar la variacion, es util tener
varias instancias en una rapida ocurrencia, de modo que las instancias sean
vistas como variaciones mas que como sucesos aislados y distintos. Es mas, parece
evidente que si demasiados aspectos estan variando a la vez, los aprendices no
puedan verlos como variaciones sino como objetos distintos, mientras que si
solo algunos pocos aspectos estan variando, los aprendices podrian enfadarse y
volverse dispersos (Watson y Mason, 2005).

El aprendizaje podria afectar para discernir con mas detalle, o para ser cons-
ciente de mas o diferentes relaciones en una situacion, o para ser consciente de
las propiedades que podrian aplicarse en otras situaciones. Todo eso depende del
uso natural de las capacidades para destacar o ignorar, para imaginar y expresar,
para particularizar o generalizar, no siempre necesaria y conscientemente.

Las cuadriculas de variacion estructurada proporcionan un formato para
usarlas con los aprendices v pueden invocar esas capacidades naturales, produ-
ciendo una apreciacion apropiada y razonada de la estructura de la aritmética y
el dlgebra. El proposito de este articulo es describir algunas cuadriculas y modos
apropiados de trabajar con ellas, asi como dar lugar a preguntas de investigacion
pertinentes a nuevos estudios.

CUADRICULAS DE VARIACION ESTRUCTURADA
(—1) X (1)

Los aprendices a menudo quedan impresionados con consignas simples que
pretenden comunicar lo que necesitan saber. Por desgracia, “menos veces un
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menos es un mas” es una de ésas. Sin embargo, se reconoce ampliamente que
la mera memorizacion no es suficiente como educacion, aun cuando baste para
aprobar los examenes. Lo que realmente queremos es que los aprendices desa-
rrollen una practica de simplificar correctamente los calculos que incluyen pro-
ductos de numeros negativos cuando es apropiado. Los estudiantes no necesitan
ser conscientemente explicitos, sino ser mucho mas conscientes; digamos, de
que precisamente “hay un problema cuando multiplicas signos”. Los aprendices
algunas veces se inclinan a usar una variante, tal como la adicion en lugar de
la multiplicacion, para demostrar el fenomeno de que la conducta entrenada no
siempre se usa apropiadamente. Esta es la razon por la que es esencial combinar
la educacion de la conciencia con el entrenamiento de la conducta. En este con-
texto se utiliza algunas veces el lema “ensenanza para el entendimiento”, pero
es dificil imaginar a un maestro que no quiera ensefiar para el entendimiento,
aun cuando crean que el entendimiento emergera después de que la practica
se haya realizado y haya funcionado. El punto aqui es que no hay una férmula
magica de precedencia entre la practica y el entendimiento. En lugar de eso, los
dos procesos suelen darse simultaneamente. El problema es que, una vez que la
enculturacion se convierte en el habito de “esperar a que se les diga qué hacer’,
los aprendices pierden capacidad para un aprendizaje eficiente y sustantivo.

Los patrones estructurales que “fortalecen”, y de ahi justifican el hecho de
que (—1) X (=1) = 1, son fundamentales para la aritmética. Por varias razones
(vease la seccion sobre los origenes historicos), la nocion de extender secuencias
simples a cuadriculas de dos dimensiones surgio y ha quedado manifiesta en
Flash “applets”, v tres de ellos nos llevan, entre otras cosas, al producto de los
ntimeros negativos. Las cuadriculas ofrecen un enfoque estructurado para la
variacion de dos parametros; permiten al maestro retar y motivar, tal como pare-
ce requerirse. Una vez que los aprendices las utilizan para saber coémo operan,
pueden mostrar pensamiento y razonamiento matemaético complejo.

CUADRICULA PARA LOS NUMEROS

Imagina una malla o cuadricula de celdas. Cada celda esta dividida en una mitad
superior y una inferior. La mitad inferior tipicamente contiene una operacion v la
mitad superior una respuesta a ella o una version alternativa de ella. Las celdas
se extienden infinitamente en todas direcciones. Ahora imagina una ventana
sobrepuesta a la cuadricula, de modo que las celdas en la ventana sean visibles.
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Se muestran los contenidos de algunas celdas. En el caso que aqui se ilustra, se
pueden ver todas las mitades superiores.

<~ Number Grid -

© John Mason/Tom Button 2005

¢Qué es lo que te imaginas que estara a la derecha, en porciones del mismo
color de las celdas superiores? Mediante la conduccion de la atencion del aprendiz,
hacia arriba de una columna o hacia la derecha de una fila, los aprendices seran
capaces de predecir lo que aparecera. Esto puede confirmarse usando los boto-
nes con las flechas, los cuales mueven la ventana en la direcciéon indicada sobre
toda la cuadricula que esta como fondo. Por supuesto que nunca puedes estar
absolutamente seguro: podria haber algtin calculo muy complicado que rompe
el patron detectado en alguna parte. Las cuadriculas se basan en la aritmética
simple y ordinaria, y se proponen para hacer uso de las capacidades naturales de
los aprendices para detectar y expresar patrones; pueden utilizarse otras tareas
para trabajar sobre la diferencia entre un patron generado por una regla y un
patron impuesto por el observador respecto a una situacion.
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La prediccion de las siguientes entradas involucra la deteccion y expresion de
patrones. Anne Watson (2000) describe lo anterior como ir con el hilo, utilizando
la metafora de cortar madera: esto divide facilmente con el hilo, mientras se corta
a través de él se manifiesta la estructura. Las matematicas significativas se de-
sarrollan cuando te detienes y vas a través del hilo a fin de volverte consciente
y expresar las relaciones estructurales. Aqui puede uno pedir a los aprendices que
expresen reglas generales para las entradas de una celda en una fila o colum-
na especifica, quiza no visible en la ventana desde el inicio. Una vez que estas
articulaciones se vuelven fluidas y confiables, los aprendices pueden tratar de
expresar la entrada de una celda para la que no se ha especificado ni la fila ni
la columna y comprobar la conjetura en algunos casos extremos.

La caracteristica de dar un clic y mostrar u ocultar las cuadriculas permite
que el grupo utilice las flechas para mover la ventana a una posicion descono-
cida sobre la cuadricula, luego se muestre el contenido de algunas de ellas y se
trate de predecir las celdas restantes o, por lo menos, la celda superior derecha.
Un reto es encontrar el menor nimero de celdas que es necesario mostrar para
predecir el contenido de todas las demas celdas visibles en la ventana.

El mismo enfoque puede usarse, quizas en otra ocasion, con los contenidos
de las celdas amarillas, pero es posible que los aprendices también reconozcan
la estructura en las entradas de las celdas superiores v se den cuenta de que
estan mirando una tabla de multiplicar, en el momento en el que las partes gris
claro también puedan mostrarse.
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Una vez que los aprendices se sienten seguros con la manera como trabajan
las celdas al desplazarse hacia arriba y a la derecha, puede introducirse el reto
de continuar vendo de la izquierda hacia abajo. Hay selecciones por hacerse,
por ejemplo, primero si trabaja en las mitades superiores o en las inferiores o en
ambas a la vez. Todo depende de lo que el maestro quiera fortalecer en particu-
lar: cudles entradas se consideraran o cudles implicaciones se haran, por el
hecho de que las partes de calculo v el resultado de cada celda estan relacio-
nados. Desplazandose hacia abajo se introduce la multiplicacion por numeros
negativos, asi como si se va hacia la izquierda. Una vez que esto esta firmemente
establecido, hay una cuestion sobre qué sucede cuando vas a la izquierda vy
luego hacia abajo, o hacia abajo y después a la izquierda: cobtienes las mismas
operaciones? y ¢las mismas respuestas?; v équé dicen esas respuestas acerca del
producto de dos numeros negativos?
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<~ Number Grid e <« Number Grid -
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Es sorprendentemente facil perderse cuando se oprime sobre las flechas sin
obstaculos, asi que es util tener un boton para reestablecer. También es util
poder cubrir todas las celdas de modo que puedas empezar de nuevo. Se propor-
cionan varios botones para lograr esas metas. La nube es un boton que da
acceso a los parametros que pueden cambiarse.
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USO DE LOS PARENTESIS

Una simple cuadricula se basa en el mismo principio pero con diferente conte-
nido de celdas. Los contenidos tipicos son 5(2 + 1) y 15 en las partes inferior
v superior de una celda, respectivamente. Una vez que los aprendices pueden
articular la relacion entre las dos mitades de esas celdas y en general pueden ex-
presar la regla cuando la fila cambia o cuando la columna cambia o cuando
ambas cambian, el usuario puede cambiar el multiplicador exterior. De nuevo,
el potencial infinito de la cuadricula subyacente y la oportunidad para moverse
entre los negativos y ver varios calculos a la vez exponen a los aprendices a
patrones en aritmética, y de ahi a la estructura de la aritmética. En el proceso
de articular dicha estructura, los aprendices usan algebra para expresarse por si
mismos y al mismo tiempo expresan las reglas del algebra.

Si al predecir la siguiente celda en una secuencia (que podria ser una fila o
una columna, pero podria ser una diagonal) viene a la mente que el proceso es
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como ir con el hilo, entonces esta imagen puede actuar como un recordatorio
para provocar en los aprendices ir a través del hilo mediante la busqueda vy
expresion de la relacion entre las dos partes de las celdas como una estructura,
no solo como celdas individuales y particulares, sino como todas las celdas en
general, aun aquéllas cuyas entradas son demasiado grandes para ser visibles
en las celdas.

FRACCIONES

Cuadriculas similares estan disponibles para simplificacion de fracciones por adi-
cion y por multiplicacion de ellas. La idea es que uno de estos modos de encontrar
se vuelva convincente y, de ese modo, interiorizar y recordar las operaciones con
fracciones es encontrar y expresar patrones en secuencias de calculos. Aqui no
hay intencion para justificar el calculo o para proporcionar entendimiento a traves
de una metafora ni proveer un fondo de imagen apropiado (como subdividir un
rectangulo, tanto horizontal como verticalmente). La meta es simplemente com-
plementar dicho trabajo mirando, expresando y entonces generalizando los pa-
trones de la manera como se realizaron los célculos.
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En la cuadricula de fracciones equivalentes de la izquierda, las mitades su-
periores muestran la version simplificada, la mitades inferiores la version no
simplificada. Los botones de la parte inferior permiten que toda una columna de
celdas superiores o inferiores se visualice con un clic, y que todas las entradas
de las celdas puedan ocultarse con un solo clic del boton inferior.

El boton de la nube permite hacer cambios. Por ejemplo, si tienes en mente
un destino particular en la cuadricula para la ventana, puedes cambiar la fraccién
o fracciones que aparecen en el boton de la esquina izquierda, la cual puede
usarse preferentemente a las teclas de flechas. En la cuadricula de la derecha
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puedes cambiar las operaciones de sumar por restar, asi como cambiar si se
muestran las fracciones simplificadas o no simplificadas. El boton de reestable-
cer regresa la ventana a su posicion inicial sobre la cuadricula. También hay otra
cuadricula para multiplicar y dividir fracciones.

Puede ser muy desafiante el mover la ventana hacia alguna ubicacion no
identificada en la cuadricula (va sea usando las flechas o preestableciendo con el
boton de la nube) y luego revelar tres o cuatro celdas, especialmente cuando las
fracciones se muestran en el modo simplificado. Por ejemplo, écudles entradas
pertenecen a la mitad inferior de la celda superior derecha, y por qué?

Product-Div Fractions

@ | lllllll

00 00 00 00 00 00 00

0 © John Mason 2005
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FACTORIZACION Y DESARROLLO DE PRODUCTOS CUADRATICOS

Como se indico al inicio de la seccion anterior, la idea de cuadriculas de variacion
estructurada surgio del trabajo con sucesiones formadas por factorizaciones
familiares de expresiones cuadraticas. Una de esas cuadriculas aprovecha esta
idea para dar acceso a toda suerte de secuencias cuya generalizacion es la ex-
presion de la factorizacion de una expresion cuadratica.

Tunja Grid
o

| ©0 00 00 ©0
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Si se atiende unicamente a las formas factorizadas (la mitades inferiores de
las celdas), es mas o menos facil predecir la entrada de la celda superior derecha.
Al prestar atencion solo a las mitades superiores de las celdas, si se miran pri-
mero en una columna las entradas de una secuencia y luego se detectan los
patrones en una fila, no es demasiado dificil predecir la entrada de la celda supe-
rior derecha. Desplazarse a través del hilo significa expresar la forma general de
cada columna, o en cada renglon. Finalmente, v solo quizé cuando se logra la
prediccion de columnas v filas con facilidad, las mitades superiores e inferiores
de las celdas pueden trabajarse conjuntamente. ElI hecho de que sean iguales
puede revisarse aritméticamente. Desplazarse a través del hilo involucra ahora
expresar el fuerte sentido de que las dos generalizaciones (una para las mitades
superiores y otra para las inferiores) deben ser siempre iguales.

Un enfoque alternativo, con el cual empecé, es exponer ambas mitades de las
celdas al mismo tiempo. Aun los aprendices que han sido clasificados como de
bajo rendimiento pueden comprobar la aritmética (quiza con una calculadora);
pueden detectar y expresar patrones, no sélo como las relaciones entre las mita-
des superiores y las inferiores, sino entre ambas.

Una vez que los aprendices tienen desarrollada con fluidez estas generalizacio-
nes, las ideas de factorizar o desarrollar los paréntesis seran ambas significativas
y seran, simplemente, una articulacion de lo que los aprendices ya saben.

El boton de la nube posibilita cambiar los signos en uno de los paréntesis de
la suma a la resta, o en ambos, y también pueden alterarse las diferencias entre las
Ultimas entradas de cada par de paréntesis.

Como se podria esperar, los aprendices que han realizado generalizaciones
para las expresiones cuadraticas estaran en posicion de moverse en las secuencias
hechas con esas expresiones, como en la cuadricula de factores cuadraticos:
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Quadratic Factors
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© John Mason/Tom Button 2005

PARES FACTORIZABLES

Una de las cuadriculas va mas alla de lo anterior, invita al usuario a localizar y
expresar generalidades relativas a los factores de expresiones cuadraticas como
x> + 5x + 6. Solo se proporcionan dos columnas debido a la complejidad de
las expresiones, pero es suficiente para desafiar a la mayoria de los aprendices
en la escuela secundaria.
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] Cuadratic Double Factors

X +17x+60
X +17x—60

X2 +5x+6 X +13x—30
l, X+5x—6 X+13x+30

© Q0 © 0

© John Mason 2005
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MODOS DE TRABAIO CON LAS CUADRICULAS DE VARIACION
ESTRUCTURADA (svG)

Las cuadriculas no estan planeadas para el uso de una sola persona. La tenta-
cion de hacer clic y revelar es ciertamente muy grande. Las cuadriculas estan pro-
puestas para el uso de toda la clase o para grupos de aprendices que trabajan
bajo la disciplina de no-clic hasta que todos lo acuerden, y hay por lo menos una
conjetura sobre lo que sucedera después del clic.

Un modo de trabajar es mostrar una gran cantidad de un cierto tipo de
celdas vy preguntar a los aprendices “qué ven”, o “puedes ver un ejemplo de..””,
donde el objeto de la busqueda es una relacion entre elementos visibles. El
objetivo es promover el discernimiento de los detalles y las relaciones; escuchar
lo que los otros disciernen para llegar a discernir por uno mismo esos aspectos.
Pueden hacerse conjeturas sobre como siguen los patrones v esto puede com-
probarse usando los botones para las flechas. Otro modo de trabajar es mostrar
una secuencia de celdas o pares vinculados de celdas, quizas al principio en
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una linea horizontal o vertical, pero después en una diagonal o incluso, espo-
radicamente, preguntando las conjeturas de los aprendices sobre lo que se va
a mostrar una vez que algunas celdas iniciales aparezcan. Los botones para las
flechas y para reestablecer pueden utilizarse para colocar la ventana en un lugar
inusual o desconocido. Por ejemplo, el objetivo podria ser deducir los contenidos
de las celdas de las esquinas.

Una cuadricula podria utilizarse por un periodo extendido de tiempo, pero
podria también usarse efectivamente por un corto tiempo en varias ocasiones,
0 quiza con la ventana colocada en nuevas posiciones en cada ocasion. La
meta seria adiestrar a los aprendices para detectar y expresar patrones, hacer
conjeturas y probarlas, asi como justificar a otros esas conjeturas. De esta manera,
el trabajo con las cuadriculas no solo apoya aspectos de la manipulacion arit-
metica y algebraica, sino que también promueve el pensamiento matematico
(Mason et al, 1982).

Las dos estrategias se aplican a cualquiera de las cuadriculas. Lo mas impor-
tante es que se invita a los aprendices a pasar cierto tiempo en ir a través del
hilo, es decir, a entender el sentido del hecho de que las mitades de cada celda,
para el calculo v el resultado, estén relacionadas. Solo cuando los aprendices
puedan expresar la relacion general, habran hecho un uso completo de la
cuadricula.

Hay muchas variaciones de las estrategias que pueden utilizar los maestros
con los aprendices para que detecten v expresen los patrones de las relaciones y
las consideren como propiedades de la cuadricula. Por ejemplo, el maestro puede
anunciar que tienen un ntmero de fila en mente, pero que no lo van a decir,
quizas ocultar un poco para denotar que “lo que estoy pensando acerca de” es,
por ejemplo, “¢cudl es la entrada de la columna del lado derecho visible, en esa
fila?” Quizas uno de los aprendices podria escoger un ntimero de fila pero no
decirnos cual es. Lo mismo podria hacerse con las columnas. Algunas cuadriculas
funcionan bien cuando se utilizan las diagonales para producir una secuencia.

Otra estrategia para solicitar generalizacion es mencionar que hay un amigo
que necesita conocer la entrada de alguna celda, pero lo que atin no sabemos es
cudl celda tiene en mente (quiza va estar en el telefono mas tarde). éPodriamos
encontrar una manera de decirle como calcularla cuando sepa cuédl celda nece-
sita? Desarrollar la fluidez y la facilidad en expresiones de este tipo puede tomar
varias semanas dependiendo de la edad y experiencia de los aprendices, pero
ese tiempo es bien empleado, ya que es el fundamento de todo el trabajo futuro
de la aritmética y el algebra, no es solo trabajar con las cuadriculas.

EDUCACION MATEMATICA, vol. 19, num. 1, abril de 2007 143



Cuadriculas de variacién estructurada para explotacion y desarrollo de las capacidades

PRACTICA CON LAS CUADRICULAS

Como cualquier presentacion novedosa de viejas ideas, las SVG se han aceptado
con un entusiasmo considerable, pensando, por supuesto, solo en los entusiastas
que avanzaron mas tomandolas en serio en sus salones de clase.

Un maestro usod una cuadricula de multiplicacion para introducir la tabla de
multiplicacion a los estudiantes de tercer grado, e informo6 un gran entusiasmo.
Un profesor subrayé, después de intentar con las cuadriculas de factorizacion, que
nunca volveria a ensefar la factorizacion del modo antiguo. Una clase de maes-
tros novatos se propuso la tarea de intentar ellos mismos con varias cuadriculas.
Entre ellos, varios indicaron que intentaron usarlas con los aprendices y que les pa-
recieron extremadamente utiles. Algunos maestros han informado el surgimiento
de una atmosfera positiva de competencia para predecir correctamente el con-
tenido de una celda en particular. Muchos expresaron su apreciacion de la
manera como los aprendices hallaron la estructura matematica a través del uso
de cuadriculas. Es mas, la mayoria inventd cuadriculas posibles, algunas de las
cuales eventualmente apareceran en la Web, desde donde se las puede descargar
(Mason et al, 2005).

Una de las caracteristicas de las cuadriculas es que los aprendices que tra-
bajan a diferentes velocidades pueden encontrarlas desafiantes. Mientras que
alsunos estan trabajando con los contenidos de celdas particulares, otros pueden
estar generalizando por si mismos. Estos pueden ir mas lejos v tratar de caracteri-
zar las entradas que son posibles en cualquier parte de la cuadricula, o dentro de
una ventana situada en una posicion particular.

Donde los maestros han invitado a los aprendices a llenar cuadriculas
impresas, ha habido oportunidad para subrayar la diferencia entre ir con el hilo
al trabajar a lo largo de una fila o ir hacia abajo llenando una columna, con
entradas invariantes o con un cierto patron. Por ejemplo, para copiar y completar
una fila como

52 +3)52+4) 52 +5) ..

puede ser atractivo y también eficiente hacer todo lo referente al 5 inicial y entonces
todos los paréntesis, después los ntiimeros 2, luego los signos de adicion + vy
entonces la secuencia de los numeros 3, 4, 5, .., o alguna variacion de ella. La
practica de solicitar a los aprendices que copien y completen una tabla de valores
en sus libros de ejercicio, es probablemente mas que solo pedirles que copien
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sin pensar. La nocion de ir a través del hilo puede servir como un recordatorio
para el maestro (y si el maestro es explicito acerca de esto, finalmente tambien
lo sera para los aprendices), para detenerse y hacer que los aprendices vayan a
través del hilo, que entiendan el sentido de los patrones que han detectado y
que los relacionen con la estructura matematica implicita. Potencialmente esta
disponible una realizacion mas importante; nos referimos a que los aprendices
podrian empezar a apreciar el valor de la excelente recomendacion de George
Polya: especializar, algunas veces sistematicamente pero algunas veces esporadi-
camente (Polya, 1962); prestando atencion a lo que sucede cuando trabajas en
casos particulares, pues en éstos podria sugerirse una generalidad que puedes
explotar expresando y después justificando (en Mason et al, 2005, esta estrategia
se denomina como mira lo que haces).

CUADRICULAS DE VARIACION ESTRUCTURADA COMO DISPOSITIVOS

Objetos fisicos y virtuales son insuficientes por si mismos para producir apren-
dizaje. Los bloques de Dienes, las barras de Cuisenaire, los bloques de bases
multiples, los abanicos de niimeros, las balanzas, los cubos y los miles de otros dis-
positivos que se utilizan con los nifios no constituyen en si mismos una expe-
riencia matematica. Es posible que un matematico o un educador matematico
pueda interpretar acciones con los objetos, asi como relaciones estructurales
entre los objetos, entre objetos y acciones o entre acciones como ejemplificacio-
nes de estructuras matematicas, pero a menos que el aprendiz atienda a los
objetos de una manera similar, es poco probable que logren otra cosa que un
sentido de “qué haces con esos objetos”. En Inglaterra, los inspectores escolares,
especialmente del nivel secundario, y este impulso viene desde Platon (Hamilton
y Cairns, 1961, pp. 353-384), que encomi6 a los egipcios por usar sefiales (signos)
en la ensenianza inicial de los nimeros. Pero hay poca evidencia de que el dis-
positivo por si solo sea efectivo.

Jerome Bruner (1966) plantet lo anterior al sugerir tres modos de representa-
cion, los cuales considero como tres mundos de la experiencia; activo (conduc-
tual), iconico (con vinculos a lo emotivo) y simbolico (con vinculos al conoci-
miento). Para Bruner, un icono tiene la apariencia de lo que representa, como lo
tiene un dibujo de una balanza o de algunos bloques que apoyan el acceso a
experiencias cinestésicas previas al mecanismo en cuestion. Mis colegas v vo
recomendamos un cambio gradual desde una instruccion directa y especifica
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de los aprendices para practicar conductas especificas (primero tu... entonces tu...
entonces...), con recordatorios cada vez menos explicitos, hasta que los aprendi-
ces estén pensando espontaneamente por si mismos. Nombramos a este proceso
como directo-recordado-espontdneo; una version mas sucinta fue recomendada
por Bruner y sus colegas y fue descrito como andamiaje (Wood et al, 1976), el
cual fue extendido a andamiaje y disminucion (Brown et al, 1989). Después
de un periodo de trabajo con el actual dispositivo, los materiales se colocan
fuera del alcance vy el trabajo cambia con dibujos v diagramas, quiza cada vez
mas graficos. Finalmente, los instrumentos se desechan y lo grafico se convierte
paulatinamente en formalizado y simbolico. Se espera que el significado de los
signos se haya desarrollado de modo que el aprendiz tenga vinculos entre las
imagenes v lo fisicamente ejecutado. Si al aprendiz le encanto, es posible que
regrese a los instrumentos, va sea mentalmente como imagenes y diagramas, o
mas fisicamente. Pero el proceso educativo es independizar al aprendiz de los
actuales instrumentos después del dibujo, de modo que los simbolos le hablen
al aprendiz, total y sustancialmente.

Los mismos principios se aplican al uso de las cuadriculas. Ellas son simple-
mente imagenes en la pantalla con botones que se oprimen para que ocurran
los cambios. Presionar muchas veces los botones para mostrar varias celdas
es probable que resulte una pérdida de tiempo; a menos que se establezca el
caracter distintivo; por ejemplo, los botones sélo se oprimen cuando se han plan-
teado las conjeturas, y cuando se ha oprimido un botén, la conjetura se revisa,
se modifica o se hace mas explicita, segiin convenga.

INVESTIGACION ULTERIOR

Me ha complacido coleccionar anécdotas sobre el impacto que las SvG han
tenido en diferentes salones de clase. Seria muy til considerarlas para una
indagacion metodologica de como las percepciones de los aprendices (y de los
maestros) de matematicas cambian con el uso de varias cuadriculas al cabo de
un periodo de tiempo; también como se desarrolla su confianza y facilidad con
los célculos correspondientes. Las cuadriculas no reemplazan otras formas de
abordar la aritmética y el dlgebra, porque no proveen una justificacion. Estan
pensadas, simplemente, para develar los patrones aritméticos, estimular una
atmosfera para hacer conjeturas y el uso de las capacidades de los aprendices
para captar el sentido de las matematicas.
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Seria algo desafortunado el que los investigadores trataran de encontrar la
mejor manera de introducir o usar las svG con aprendices de diferentes edades,
porque podria no haber “mejores” maneras. En el mejor de los casos, las cuadricu-
las proporcionan una estructura a través de la cual los maestros pueden compro-
meter a los aprendices, pueden alentar a los estudiantes a usar sus capacidades
naturales para imaginar y expresar, para particularizar y generalizar, plantear
conjeturas o convencer, y pueden exponer a los aprendices a la estructura
matematica y a una forma matemaética de trabajar con situaciones fascinantes.

ORIGENES HISTORICOS DE LAS CUADRICULAS DE VARIACION
ESTRUCTURADA

Hace varios anos asisti a una leccion dada por Laurinda Brown basada en
el juego de la funcion (Banwell et al, 1972, véase también Rubenstein, 2002,
para un resurgimiento reciente). La clase fue conducida en completo silencio,
con gran efecto. Se invitd a los participantes a que hicieran conjeturas sobre
el resultado de aplicar una funcion desconocida a diferentes datos, basadas en
ejemplos proporcionados por ella desde el inicio. Todo se hizo en silencio, con
caras tristes o felices conforme coincidia o no el encargado de la regla con la
conjetura escrita en el pizarron. La Unica regla era que a nadie se le permitia
decir lo que pensaba acerca de en qué consistia la regla. A los que sabian “la
regla” se les invitaba a dar ejemplos que ayudasen a otros a tener la misma con-
jetura y también a tratar de probar y desafiar su conjetura. Ademas del silencio,
el formato tiene resonancias fuertes con el juego Eleusis, descrito por Martin
Gardner (1977; 2001, pp. 504-512). Gardner observa que las reglas proveen una
analogia con la indagacion cientifica, porque la naturaleza nunca te dice si tu
regla para hacer conjeturas es correcta.

Me motivaron a buscar la primera oportunidad para trabajar en silencio y
esto se dio en una clase con 300 estudiantes de la Universidad Abierta, en la
cual presenté los primeros términos de la secuencia

1 1 1 1 1 1
2+2=2x2 3+41==3xl= 4+41l-=4x1=- 5+1-=5x1—.
2 2 3 3 4 4
Me detuve en cada signo igual, y también al final de cada ecuacion, y exageré
los movimientos al hacer los calculos por mi mismo a fin de alentar a la audiencia
a revisarlos también. Después escribi un 6, miré a la audiencia y dije “sé que
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saben qué es lo que sigue”. Desde entonces lo he hecho con miles de personas
por muchos anos. Cada vez, no importa cuales personas estén, todo mundo
parece saber cudl seria el siguiente término, aun si tienen dificultades con la
aritmética para revisar la validez de su conjetura. A menudo, ellos expresan
“1 y algo” pero los detengo y digo “qué es lo que sigue inmediatamente”, en el
momento en que alguien se da cuenta de que es un “+”, subrayo la importancia
de poner atencion a todos los detalles, y al hecho de que todos, matematicos o
no, saben que lo que sigue es un signo de mas.

He usado muchas secuencias como éstas, haciendo que los participantes
representen el primer término en el formato de los otros, regresando hacia
los negativos (iniciando con 0, después —1, =2, .., para usar no solo los niimeros
enteros sino también los racionales (empezando con ' o ), los irracionales
(empezando con \/5 0 g/? ), v asi sucesivamente de acuerdo con la complejidad
de la audiencia. El principal impulso es hacia la expresion de la ecuacion general
v después a la justificacion de ésta usando algebra. Las secuencias como ésta
pueden utilizarse para producir en los aprendices el deseo de manejar generali-
dades (letras), asi como para proporcionar una fuente de reglas apropiadas para
esa manipulacion: las reglas del algebra como generalizaciones de las reglas de
la aritmética. Esto contrasta con el algebra presentada simplemente como reglas
del “alfabeto aritmeético”.

En 1998, algunos maestros en Tunja, Colombia, me pidieron que sugiriera
como trabajar la factorizacion de expresiones cuadraticas con los aprendices
que no tienen facilidad para ello o, aun mas, para creer que (=1) X (=1) = 1. Mi
respuesta fue lo que desde entonces he denominado las sucesiones de Tunja
(Mason, 1999, 2001), en las cuales utilicé el mismo principio para desarrollar una
secuencia de casos especificos de una expresion cuadratica factorizada como

P-1P=0-D1+1) 22-1=2-1)2+1) F-1=B-13+1)..

Aqui podria esperarse que los aprendices detectaran el patron v lo expresa-
ran, en general, verbalmente e incluso algebraicamente. Al exponer a los aprendi-
ces a una cantidad de esas secuencias, derivadas de las expresiones cuadraticas
factorizadas, podria esperarse que los aprendices se volvieran adeptos a expresar
y justificar la generalidad (el corazon, la raiz y el proposito del algebra). Una vez
generalizados, los aprendices pueden aplicar las reglas al desarrollar las expre-
siones dentro de los paréntesis y la factorizacion de expresiones cuadraticas,
simplemente por el uso de sus capacidades naturales para detectar lo que esta
cambiando y lo que es invariante.
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Recientemente, cuando escribia un libro sobre la ensefianza del algebra
(Mason et al, 2005), quise extender las sucesiones de Tunja para hacer que
variara un segundo parametro, de ahi fue que surgieron las cuadriculas de va-
riacion estructurada.
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