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Resumen: Se analizan 14 entrevistas clinicas realizadas a todos los alumnos
de un grupo de cuarto grado de primaria en una escuela publica mexicana.
Se identifican la diversidad vy la naturaleza de los razonamientos que surgieron
entre los estudiantes al involucrarse en actividades didacticas que implicaron la
comparacion relativa de tamanos. Estas actividades se diferencian de las que se
utilizan tradicionalmente en la ensenanza inicial de las fracciones en que no
se fundamentan en la particion (o reparticion) equitativa. Del analisis se despren-
de que actividades como las que se utilizaron pueden ser un punto de partida
viable para la ensefianza de las fracciones.
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Abstract: Fourteen clinical interviews of fourth grade students from a Mexican
public school are analyzed. The interviews included tasks in which students were
asked to reason about the relative capacity of cups, specifically of how many of them
could be filled with the milk contained in a milk carton. The analysis suggests
that these activities could be a viable starting point for supporting students’
learning of fractions; a starting point that can be an alternative to the “equal-
partitioning” (or “equal-sharing”) approach that has been traditionally used.

Keywords: fractions, rational numbers, clinical interviews, instructional design,
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INTRODUCCION

En este articulo se analizan 14 entrevistas clinicas realizadas a todos los alum-
nos de un grupo de cuarto grado de primaria, en una escuela publica urbana
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del estado de Chiapas, México. Las entrevistas se realizaron con el proposito de
identificar la diversidad y naturaleza de los razonamientos que surgirian entre los
estudiantes al involucrarse en actividades didacticas que implicaran la compara-
cion relativa de tamanios. Estas actividades se diferencian de las que se utilizan
tradicionalmente en la ensefanza inicial de las fracciones en que no se funda-
mentan en la particion (o reparticion) equitativa. Del analisis se desprende que
actividades como las que se utilizaron pueden ser un punto de partida viable
para la ensefanza de las fracciones, con el potencial de facilitar el desarrollo
de nociones importantes de este concepto que no estan siendo adquiridas por
millones de estudiantes hoy dia.

Al principio del articulo explicamos como nuestra investigacion forma parte
de la tradicion en educacion matematica que se ha preocupado por encontrar
trayectorias de aprendizaje que permitan a los estudiantes apropiarse de ideas
matematicas importantes de manera eficaz. Después, identificamos en la litera-
tura especializada elementos que podrian ayudar al disefio de una propuesta
didactica de las fracciones que se fundamentara en la idea de tamario relativo
y no en la de particion equitativa. Posteriormente, analizamos los resultados de
nuestra investigacion y explicamos como sugieren éstos que seria viable invo-
lucrar a nifios que se inician en el aprendizaje de las fracciones en actividades
didacticas basadas en la comparacion relativa de tamarios.

REFERENTES TEORICOS

Las entrevistas clinicas que analizamos en este articulo fueron realizadas con el
proposito de contribuir a la creacion de una propuesta didactica para la ensefianza
de las fracciones, siguiendo el marco propuesto por Paul Cobb y sus colegas (cf.
Cobb y McClain, 2004; Cobb, 1999; Gravemeijer, Cobb, Bowers y Whitenack, 2000
Stephan, Cobb, y Gravemeijer, 2003) para el disefio de la ensenanza (instructional
design) en matematicas.! Este marco implica el desarrollo simultaneo de secuen-
cias de ensefianza (instructional sequences) y de los supuestos teoricos que las
sustentan. Dichos supuestos se expresan en la forma de travectorias hipotéticas

' El marco propuesto por Cobb vy sus colegas para el disefio de la ensefanza retoma
elementos de la educacion matemdatica realista (Streefland, 1991; Treffers, 1987), de la
epistemologia genética de Jean Piaget, del constructivismo pragmdtico de John Dewey y del
interaccionismo simbolico de Herbert Blumer (cf. Cobb, 1999; Cobb y McClain, 2004; Cobb,
Zhao y Visnovska, 2008).
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de aprendizaje (Simon, 1995), las cuales se conforman con conjeturas respecto a
los patrones sucesivos de razonamiento que seguirian los alumnos en su aprendi-
zaje v a los medios a través de los cuales se podria apoyar el surgimiento de estos
patrones sucesivos (Cobb, Confrey, diSessa, Lehrer y Schauble, 2003).

Dos elementos importantes de una trayectoria de aprendizaje son la especifica-
cion de las formas de razonamiento a las que se quiere que lleguen los estudiantes
-sobre la idea matematica que se esta trabajando- y el punto de partida de la
ensenanza. Este ultimo implica la especificacién de formas de razonamiento en las
que los alumnos podrian involucrarse con relativa facilidad y cuya evolucion hacia
formas mas complejas de razonamiento podria promoverse con la ensefianza.

Asi pues, en consistencia con el marco propuesto por Cobb y sus colegas,
nuestra investigacion se realizo con el objetivo de identificar la diversidad y natu-
raleza de los razonamientos que surgirian al involucrar a niflos en actividades
didacticas basadas en la comparacion relativa de tamanos. Con ello buscamos
determinar si este tipo de actividades podrian ser un punto de partida viable
para una trayectoria de aprendizaje de las fracciones, fundamentada en nociones
distintas a la particion v a la reparticion.

ANTECEDENTES
LA ENSENANZA INICIAL DE LAS FRACCIONES

Los educadores matematicos se han preocupado durante muchos afios por
coOmo introducir a los estudiantes en el uso del sistema de numeracion que

expresa cantidades como la division de dos numeros naturales (ie, D La

preocupacion ha consistido en desarrollar actividades que, por una parte, sean
accesibles y significativas para los alumnos y que, por otra, constituyan una base
firme para el desarrollo de nociones relativamente complejas sobre el sistema (cf.
Lamon, 2007), nociones como las que se requeririan para ubicar fracciones en
la recta numérica (Brigsht, Behr, Thomas y Wachsmuth, 1988; Hannula, 2003;
Hart, 1989; Saxe et al, 2007). La particion equitativa ha sido la aproximacion
que se ha preferido. Desde esta aproximacion se espera lograr que los alumnos
entiendan el denominador de una fraccion como un néimero que cuantifica el
tamanio de pedazos producidos a través de la segmentacion homogénea de un
entero, y el numerador como un numero de esos sesmentos (véase la figura 1).
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3
Figura 1 Representaciones de un entero, quintos y —
seguin la aproximacion de particion equitativa

La preferencia por la particion equitativa se debe, en buena medida, a que desde
edades tempranas los estudiantes pueden involucrarse de manera significativa
en actividades que implican dividir (e.g, doblar) y repartir (cf. Pitkethly y Hunting,
1996). No obstante, varios autores han cuestionado la pertinencia pedagogica de
la particion equitativa, basandose tanto en el analisis de datos empiricos como
en el analisis de tipo conceptual. En el primer caso, se ha documentado que muchos
alumnos, que han sido introducidos al mundo de las fracciones bajo el modelo
de la particion equitativa, suelen interpretar los dos néimeros de una fraccion
como cantidades que expresan cudntas cosas hay. Por ejemplo, Hannula (2003)
identifico que las dificultades de muchos adolescentes en entender una fraccion
como un numero en la recta numeérica estaban vinculadas a una concepcion ina-
decuada de la particion equitativa. Estos adolescentes parecian interpretar una
fraccibn como z como algo que expresaba “tres de cuatro partes”, con lo cual
entendian el denominador de la fraccion como algo que cuantificaba cardinali-
dad (cuatro cosas) y no tamario (sesmentos de un tamano tal que cuatro de ellos
equivalen al tamafio de un entero). Formas analogas de concebir inadecuada-
mente las fracciones, vinculadas a la particion equitativa, han sido documentadas
recurrentemente durante las ultimas dos décadas (e.g, Bills, 2003; Brown, 1993;
Hart, 1989).

A pesar de que la gran mayoria de las investigaciones en el campo de las
fracciones se han realizado fuera del ambito latinoamericano, existen pruebas
de que también en esta region muchos estudiantes no logran entender el con-
cepto de fraccion de manera satisfactoria. Una muestra de ello es el estudio
realizado por el Instituto Nacional de Evaluacion para la Educacion (Backhoff,
Andrade, Sanchez, Peon y Bouzas, 2006), en el que se identifico que tinicamen-
te 5.3% de los estudiantes mexicanos de sexto grado tenian 67% o mas de
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probabilidad de reconocer una fraccion como 33 CcOMO mayor a BZ’ pero
menor a SL.
2
Serfa erroneo atribuir directamente estos pobres resultados al uso de la parti-
cion equitativa como recurso tipico para introducir las fracciones en la educacion
basica en Meéxico. Sin embargo, con base en trabajos como los de Hart (1989)
y Hannula (2003), es razonable conjeturar que esta manera de introducir las
fracciones puede no ser del todo favorable para muchos estudiantes, tanto en
Mexico como en el resto del mundo.

LA COMPARACION RELATIVA DE TAMANOS

Desde la perspectiva conceptual, también ha habido varios autores que han
cuestionado la utilidad de la particion equitativa en la ensefianza de las fracciones.
Kieren (1980) y Behr, Harel, Post y Lesh (1992) reconocieron la particion equi-
tativa como solo un aspecto del constructo ntimero racional y consideraron que
la ensefianza de las fracciones no debia limitarse a ella. Estos autores recomen-
daron la inclusion de situaciones de ensefianza en las que se abordaran otras
maneras de interpretar las fracciones, incluidos medicion, cociente, operador y
razén. Estas recomendaciones han tenido gran aceptacion (Charalambous y Pitta-
Pantazi, 2005; Pitkethly y Hunting, 1996) y han sido adoptadas en la elaboracion
de importantes documentos curriculares, incluidos los Estandares del Consejo
Nacional de Maestros de Matematicas en Estados Unidos (National Council of
Teachers of Mathematics, 2000) y el plan y los programas de estudio oficiales en
México (Secretaria de Educacion Publica, 1993).

Otros autores han hecho criticas mas profundas al uso de la particion equita-
tiva como recurso para ensefar fracciones, cuestionando su pertinencia integra-
mente. Freudenthal (1983) reconocio la medicion y la proporcionalidad entre
las nociones fundamentales asociadas al uso de los niimeros racionales positivos
(ie, fracciones). Tomando esto como base, considerd que la particion equitativa era
“demasiado restringida no solo fenomenolégica sino también matematicamente”
(p. 144) por estar, en principio, limitada a la generacion de fracciones propias.
Este autor etiqueto la particion equitativa con el término fraccion como frac-
turador vy la considerd “no solamente un comienzo muy limitado” sino también
“insuficiente” y le parecid extrano que “todo intento innovador haya omitido este
punto” (p. 147). Para Freudenthal una aproximacion mas productiva serfa la de
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fraccion como comparador, la cual se fundamentaria en “el poner magnitudes
en razon, una con otra” (p. 149).
Thompson v Saldanha (2003) tambien consideraron que es inadecuado

utilizar la particion equitativa como recurso para introducir las fracciones. Para
estos autores:

El sistema de operaciones conceptuales que compone el esquema de frac-
cion se basa en concebir dos cantidades como si estuvieran en una relacion
reciproca de tamano relativo: El que la cantidad A sea 1/n del tamaiio de
la cantidad B significa que B es n veces del tamano de la cantidad A. El
que la cantidad A sea n veces el tamaro de la cantidad B significa que B
es 1/n del tamario de A (p. 107; énfasis en el original).

Estos autores coincidieron con Freudenthal en identificar las comparaciones
de tipo razon? (o tamario relativo) como el fundamento fenomenolégico de las frac-
ciones. También coincidieron con Freudenthal en considerar la particion equitati-
va como inadecuada. Thompson y Saldanha opinaron que la particion equitativa
orienta a los estudiantes a razonar sobre las fracciones en términos de “adicion
inclusiva —que 1/n de B es uno de los pedazos de una coleccion- sin fundamen-
tarlo en una imagen de tamario relativo” (p. 108). Ellos afirmaron que:

Cuando la imagen que tienen los estudiantes de las fracciones es de “tantos
de tantos”, posee un sentido de inclusion -el primer “tantos” tiene que estar
incluido en el otro “tantos”. Como resultado, los estudiantes no aceptaran la
idea de que podemos hablar del tamano de una cantidad como una fraccion
del tamafio de otra cuando éstas no tienen nada en comun. Aceptaran “El
numero de chicos es qué fraccion del numero de nifios [chicos y chicas]’,
pero se confundiran con “El numero de chicos es qué fraccion del nimero
de chicas” (p. 105; comillas en el original).

2 En la educacion matematica, el término razon ha sido utilizado de forma ambigua
(Clark, Berenson y Cavey, 2003). En algunas ocasiones se ha considerado sinonimo de térmi-
nos como tasa, proporcion, namero racional o fraccion y, en otras, como diferente a algunos
de estos términos o a todos ellos. En este articulo entenderemos el término razéon como un
numero que cuantifica la relacion multiplicativa entre dos medidas extensivas. Con base en
esta definicion, si ay b son dos medidas extensivas (e.g., dos longitudes) y x es el factor por el
que se multiplica by se obtiene a (xb = a), entonces x es una razon (x = a/b).
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De los analisis conceptuales de Freudenthal (1983) y de Thompson vy
Saldanha (2003) surge una pregunta importante: éQué caracteristicas podrian
tener actividades de ensefianza de las fracciones fundamentadas en la compa-
racion relativa de tamanos, que fueran accesibles y significativas para quienes se
inician en el aprendizaje del sistema de cuantificacion racional? A continuacion
revisamos algunas investigaciones que ayudan a responder esta pregunta, al
menos parcialmente.

ELEMENTOS DE UNA PROPUESTA ALTERNATIVA

En las investigaciones que realizaron Steffe v sus colegas (Hackenberg, 2007;
Olive, 1999; Olive y Steffe, 2002; Steffe, 2002, 2003, 2004; Tzur, 1999) es posible
reconocer elementos Utiles para el diseiio de propuestas que introduzcan a los
estudiantes en la comprension del sistema de cuantificacion racional de manera
consistente con las ideas de Freudenthal (1983) y de Thompson y Saldanha
(2003). Steffe y sus colegas realizaron investigaciones que tuvieron como objetivo
estudiar el desarrollo cognitivo de la nocion de fraccion desde una perspectiva
piageteana. Estas investigaciones implicaron la conduccion de intervenciones
educativas relativamente largas (alsunas de mas de un afio) con grupos muy peque-
fios de alumnos (por lo general dos) de cuarto, quinto y sexto grados. A pesar del
enfoque predominantemente psicologico de estas investigaciones y de que en ellas
no se priorizd la elaboracion de propuestas didacticas alternativas a la particion
equitativa, es posible reconocer en ellas elementos Utiles para el desarrollo de pro-
puestas de ensefianza de las fracciones consistentes con las ideas de Freudenthal
(1983) v de Thompson y Saldanha (2003).

En sus intervenciones educativas, Steffe y su equipo se apoyaron en el uso de
herramientas computarizadas, las cuales utilizaron para representar magnitudes
de manera que su sesmentacion implicara una sola dimension (véase la figura 2). La
aproximacion unidimensional a las fracciones parece ser propicia para orientar a
los estudiantes a pensar en las fracciones como niimeros que cuantifican tamanos

Figura 2 Segmentacion unidimensional de una barra de dulce

(
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1
Figura 3 Representacion de 5 de una barra de dulce

como algo externo a la barra de referencia

|
[ ]

(y no unicamente numero de cosas) y para facilitar el que -a la larga- puedan
ser interpretadas como puntos en la recta numeérica.

Una segunda caracteristica relevante de las intervenciones de Steffe y su
equipo fue presentar a las magnitudes cuantificadas por las fracciones como algo
externo al entero. En las actividades que disenaron, se representaron cantidades
fraccionarias de dulce como algo que no estaba contenido en la barra de dulce
entera que servia de referencia (véase la figura 3). Este tipo de representaciones
parece tener el potencial de facilitar la visualizacion de las fracciones como nu-
meros que cuantifican el tamario de algo en relacion con otra cosa, o sea, como
numeros que cuantifican tamano relativo.

Este tipo de representaciones tambieén parece facilitar la comprension de que es
posible establecer el tamano relativo de algo frente a otra cosa, incluso cuando
ese algo no forma parte de la cosa; esto es, parece facilitar el que -a la larga- se
pueda comprender una fraccion como algo que cuantifica el tamano relativo de
la poblacion de una ciudad (e.g, Monterrey) frente a la de otra (e.g, Guadalajara).
Ademas, estas representaciones parecen ser propicias para ayudar a ver las frac-
ciones impropias como cantidades legitimas vy razonables; por ejemplo, pueden

) N .
ayudar a entender la fraccion — como el tamano de algo que es seis veces —

el tamafio de otra cosa (vease la figura 4; cf. Hackenberg, 2007; Tzur, 1999).

El aspecto méas sobresaliente de las intervenciones educativas de Steffe y su
equipo es haber orientado a los alumnos a pensar en los pedazos fraccionarios
individuales (i.e, fracciones unitarias) no Unicamente como el resultado de partir
equitativamente el entero sino, predominantemente, en términos de cuantas
iteraciones (o copias) de ese pedazo implicarfan algo que fuera del mismo tamario
que el entero. En la aproximacion a las fracciones unitarias de Steffe v su equipo
no se buscaba orientar a los estudiantes a pensar en el tamano que una frac-

cion unitaria cuantifica en términos de un cociente partitivo, de manera que —

de una barra de dulce se interpretara como la cantidad de dulce contenida en
los pedazos producidos a través de partir equitativamente una barra en cinco
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1

Figura 4 Representacion de 5 COmo seis veces 5

| | | | | | |

(véase la figura 1). En lugar de ello, en su aproximacion se buscaba orientar a
los estudiantes a pensar en una fraccion unitaria en términos de multiplicandos

que satisficieran un criterio iterativo especifico, de manera que = de una barra

de dulce se interpretara como una cantidad tal que, si se tuvieran cinco de ellas,
se tendria la misma cantidad de dulce contenida en una barra completa (véase
la fisura 5).

El orientar a los estudiantes a pensar en las fracciones unitarias como multi-
plicandos parece favorecer que sean concebidas como ntimeros que cuantifican
tamario, por tratarse del tamario de una sola cosa. En la aproximacion de par-

ticion equitativa se orienta a los estudiantes a pensar en la fraccion — como
n

algo que expresa el tamario de todos los pedazos (o sesmentos) producidos al
dividir un entero en n partes. De esta manera, se presenta el aspecto cardinal del
denominador (ie, “se parte el entero en n partes iguales”) antes que el aspecto
tamafio (ie, “de modo que todas las partes tengan el mismo tamafio’). Por
ejemplo, desde esta aproximacion se espera que los estudiantes, al interpretar la

fraccion 417, se imaginen un entero partido equitativamente en 47 partes iguales

(cardinalidad), después, el tamario comtn que tienen las 47 partes (tamano) v,
finalmente, una de ellas, la que sea.
En contraste, en la aproximacion de Steffe v su equipo, se espera que los

4 . L1 . N
estudiantes piensen en la fraccion — como algo que cuantifica el tamano de una
n

sola cosa; la cual, si se itera (o copia) n veces, produce algo que es del mismo ta-
maifio que un entero. De esta manera, se presenta el aspecto tamaro del deno-
minador (e, “es algo de un tamano tal”) antes que el aspecto cardinal (ie, “que
cuando se iterara n veces se obtiene un tamano que es idéntico al del entero”).

Por ejemplo, desde esta aproximacion se espera que los estudiantes, al interpre-
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1
Figura 5 5 como algo de un tamano tal que cinco de eso

equivaldria al tamano de un entero
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tar la fraccion o se imaginen algo de cierto tamario que, si se itera 47 veces

(cardinalidad), se obtiene algo de un tamano idéntico al del entero.

Steffe y sus colegas informaron haber logrado apovar a los estudiantes con
los que trabajaron a desarrollar nociones relativamente complejas del sistema de
cuantificacion racional (Hackenberg, 2007; Olive, 1999; Olive y Steffe, 2002;
Steffe, 2002, 2003, 2004; Tzur, 1999). A partir de las investigaciones de estos
autores, es valido conjeturar que los tres aspectos didacticos de sus intervencio-
nes que destacamos en este apartado (esto es, sacar las representaciones fraccio-
narias del entero, definir las fracciones unitarias como multiplicandos vy utilizar
una sola dimension para segmentar magnitudes) serfan una base firme para
desarrollar propuestas de ensenanza inicial de las fracciones, consistentes con las
ideas de Freudenthal (1983) y de Thompson y Saldanha (2003). Sin embargo,
es necesario subrayar que las investigaciones de Steffe v sus colegas no bastan
para determinar que una propuesta educativa para la ensenanza inicial de las
fracciones, apoyada en los tres elementos descritos, seria viable en un aula, ya
que se realizaron en condiciones de ensefianza escolarmente atipicas, las cuales
incluyeron el uso intenso de tecnologia y la interaccion constante de un maestro-
investigador con un grupo muy pequeno de alumnos.

También es necesario mencionar que, tal y como sucede en la gran mayoria de
los estudios que se realizan en educacion matematica, los estudiantes con los que
Steffe y su equipo trabajaron muy probablemente pertenecian a comunidades so-
ciales en las que habitualmente todos los nifios ingresan a la escuela a la edad
de cuatro anos o antes, en las que los padres tienen nueve o mas anos de educacion
formal vy en las que los ninos tienen facil acceso a recursos educativos en forma
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de juguetes interactivos, programas de television, paginas web vy libros. Si bien
estas condiciones son practicamente universales en el mundo desarrollado, toda-
via son ajenas a millones y millones de estudiantes en el mundo en desarrollo
(Skovsmose, 2005).

Queda pues la interrogante respecto a si seria viable, en condiciones escolares
mas comunes, una propuesta de ensenanza inicial de las fracciones que se basa-
ra en la idea de entenderlas como numeros que cuantifican tamano de manera
relativa y que utilizara los tres elementos didacticos que es posible reconocer en
las investigaciones de Steffe y sus colegas; en particular, si lo serfa en las aulas a las
que asisten alumnos pertenecientes a comunidades de bajo desarrollo humano,
como tantas que hay en América Latina (Informe sobre Desarrollo Humano
2007-2008, 2007). Un primer paso para responder a esta interrogante consiste
en indagar si actividades con caracteristicas similares a las que utilizaron Steffe
y sus colegas serfan accesibles v significativas para los alumnos que conforman un
grupo que se inicia en el aprendizaje de las fracciones en una escuela tanto social
como educativamente desfavorecida.

METODOLOGIA

Los datos que analizamos en este articulo provienen de 14 entrevistas clinicas
realizadas a todos los alumnos que conformaban el tinico grupo de cuarto grado
de primaria de una escuela urbana en los margenes de una ciudad de 100 000
habitantes, en el estado de Chiapas, México. Las entrevistas se realizaron en cuarto
grado por ser éste en el que tradicionalmente la ensenaza de las fracciones adquie-
re mucha importancia®

Las entrevistas se planearon con una orientacion de diserio de la ensefianza,
dentro de la tradicion de las matemdticas realistas (Gravemeijer, 2004). Uno de
los propositos de las entrevistas fue documentar hasta qué punto resultarian
significativas (o realistas) para estudiantes provenientes de contextos socialmente
desfavorecidos, como era el caso de estos nifios, situaciones que implicaran razonar
—-de manera basica- acerca de tamanos relativos, a partir de la estimacion de
magnitudes que debian satisfacer criterios iterativos especificos. Ademas, se espe-

3 En el caso de la educacion primaria en México, la ensenanza de las fracciones comienza
en tercero (Secretaria de Educacion Publica, 1993). Sin embargo, en este grado solamente se
cubren medios, cuartos y octavos y se les dedican relativamente pocas lecciones en el libro de
texto oficial. A partir de cuarto grado, el tema de las fracciones adquiere mayor importancia.
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raba documentar las diferentes maneras en las que los alumnos se involucrarian
en estas situaciones, asi como los recursos mateméticos a los que serian capaces de
recurrir con relativa facilidad para afrontarlas.

Las entrevistas se realizaron durante el mes de enero de 2007, en los dias 90
y 91 de los 200 que conforman el afio escolar oficial. En ese momento, siete de los
14 estudiantes tenian nueve afios de edad, cinco tenian diez y uno, once. Tres
de los estudiantes nunca asistieron al preescolar, uno reprob6 segundo grado vy
otro tercero. Eran los hijos de maestros rurales, dependientes de farmacias, ven-
dedores ambulantes, obreros, trabajadoras del servicio doméstico, repartidores de
pan, taxistas y amas de casa. Los padres de 10 de los nifos recibian un apoyo
mensual de 140 pesos (aproximadamente 13 dolares) por tener a sus hijos
cursando el cuarto grado, como parte de un programa gubernamental que tiene
como objetivo prevenir la desercion escolar temprana por causas de pobreza.

Las entrevistas tuvieron una duracion de entre 25 y 40 minutos cada una.
Fueron videograbadas. Dos investigadores estuvieron presentes; uno estuvo a
cargo de conducir la entrevista y otro de tomar notas e intervenir con preguntas
clarificadoras cuando lo creia necesario*

Las entrevistas fueron individuales v se condujeron y analizaron siguiendo los
lineamientos recomendados por Cobb (1986). En primer lugar, se procuro el uso de
actividades que implicaran un reto genuino para los estudiantes. En segundo lugar,
durante las entrevistas los investigadores se preocuparon por tener una imagen lo
mas clara posible de como entendian los nifos las situaciones; para ello, constante-
mente hicieron preguntas exploratorias y aclaratorias a los nifos entrevistados.

En las entrevistas, se les presentaron a los estudiantes seis situaciones pro-
blematicas, dos de las cuales tenian como objetivo identificar las maneras en las
que los nifios afrontarian situaciones que implicaran explicitamente la compa-
racion relativa de tamarios a partir de la estimacion de magnitudes que debian
satisfacer criterios iterativos especificos. Otras dos situaciones fueron disenadas
con la intencion de documentar los recursos que utilizarian los estudiantes al
enfrentar actividades que podian ser resueltas con multiplicaciones simples. Una
quinta situacion implicaba la multiplicacion inversa (o con hueco) y la tltima,
identificar los tamanos representados por fracciones convencionales. En el
sisuiente apartado se describen estas situaciones con detalle.

El andlisis de las entrevistas se basé en la formulacion de conjeturas respecto
a las intuiciones, nociones y habilidades matematicas que surgieron del quehacer

* Agradecemos a Luz Pérez Quiroz, Ericka Renata Cardoso Moreno y Filiberto Méndez
Martinez por su apoyo en la conduccion de las entrevistas.
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de los estudiantes al involucrarse en cada una de las situaciones. Las conjeturas
se formularon a partir de la revision de las videograbaciones, del trabajo de los
estudiantes y de las notas que se tomaron in situ. A lo largo del andlisis de cada
entrevista, se cre6 un registro de estas conjeturas y de los datos que las respal-
daban, los cuales incluyeron transcripciones puntuales, referencias tomadas de
notas que se hicieron in situ y el trabajo realizado por los nifios.

En los casos donde no fue clara la naturaleza del quehacer de los estu-
diantes, se tuvo el cuidado de formular explicaciones alternativas vy se tratd de
determinar cudl seria la mas razonable, teniendo en cuenta todos los datos con
que se contaba. Por ejemplo, cuando un estudiante parecia tener muchas difi-
cultades para involucrarse en una situacion, se conjeturaba que se podia deber
va sea a que la actividad rebasaba sus habilidades matematicas, o a que habia
interpretado la situacion de una manera muy distinta a la que los investigadores
esperaban, por no estar familiarizado —quiza- con el contexto en el que estaba
basada. Se procuraba entonces identificar a lo largo de la entrevista datos que
fueran consistentes con una u otra de las conjeturas en conflicto.

La segunda autora de este analisis cred una primera version de los registros
de todas las entrevistas y el primer autor revisd cada uno después de observar la
videograbacion correspondiente. En los casos en los que hubo desacuerdo en las
interpretaciones de ambos investigadores, se revisd conjuntamente la videogra-
bacion en cuestion y se procurd llegar a un consenso. Una vez que se termind
la elaboracion de los registros de todas las entrevistas, se procedio a crear un
resumen en forma de cuadro, en el que se sintetizo la actividad de todos los
alumnos al afrontar cada una de las situaciones. Este resumen sirvio para tener
un panorama sintético tanto del quehacer de cada estudiante como del queha-
cer del grupo en cada situacion.

RESULTADOS
MULTIPLICACION

Las situaciones de multiplicacion y de multiplicacién inversa se presentaron
a los estudiantes con el propésito de identificar el tipo de nociones matema-
ticas vinculadas a la iteracion de cantidades, a las cuales podrian recurrir con
relativa facilidad al resolver los problemas. Con base en el analisis conceptual

de Thompson y Saldanha (2003) y en la investigacion de Steffe (2002), consi-
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deramos que serfan estas nociones previamente desarrolladas las que podrian
facilitarles a los estudiantes involucrarse en las actividades de comparacion de
tamarios relativos.

Una de las situaciones de multiplicaciéon que se presentd a los estudiantes
estaba basada en determinar la cantidad de “tazos” (juguetes coleccionables que
vienen adentro de las frituras) que tenfan varios nifios. El problema implicaba
tener que determinar cuanto era lo doble, lo triple v lo quintuple de cinco, con
base en narrativas como la siguiente: “Olga tiene cinco tazos y Candelaria tiene
lo doble, écuantos tazos tiene Candelaria?” Al presentar la situacion, se decidid no
utilizar la palabra veces (e.g, dos veces) para facilitar que surgieran interpretacio-
nes que implicaran el uso de estrategias distintas a la suma iterada. Sin embargo,
expresiones como “tiene tres veces lo que tiene Olga” se utilizaron en todos los
casos en los que el entrevistador supuso que un alumno podria no entender el
significado de “triple” o “quintuple”.

Todos los estudiantes pudieron determinar, sin mayor dificultad, cuanto era lo
doble de cinco. Todos los estudiantes también pudieron determinar cuanto era
lo triple de cinco, aunque seis lo hicieron solo después de que se les presentd la
pregunta en la forma de tres veces. Cuatro de estos estudiantes parecieron en-
tender originalmente que lo triple significaba algo asi como lo doble de lo doble.
Estos cuatro estudiantes inicialmente estimaron que lo triple de 5 serfa 20. La
sisuiente transcripcion muestra como lo hizo un alumno:

ENTREVISTADOR: Si Manuel tiene lo triple que Olga, ¢cuantos tazos tiene Manuel?
ANGEL: 20, porque lo doble [de cincol es 10 vy el otro [Manuel] tendria 20
porque tiene lo triple.

La transcripcion ilustra como la asociacion que algunos estudiantes parecieron
hacer entre los significados de lo doble v lo triple no fue en el sentido de una
iteracion mas (5 + 5, 5+ 5 + 5), sino que implicaba repetir la accion de duplicar
(lo doble de lo doble de cinco).

Al presentar la pregunta de cuanto serfa lo quintuple de cinco, a todos los es-
tudiantes se les aclaré que se trataba de determinar cudnto era cinco veces cinco
(ej., “Dulce tiene lo quintuple que Olga, o sea, cinco veces”). Diez de los catorce
alumnos dieron la respuesta correcta. De ellos, cuatro parecieron relacionar cla-
ramente el problema con la operacion de la multiplicacion, ya sea recurriendo a
ella al resolverlo o mencionando que seria posible utilizarla. La siguiente trans-
cripcion ejemplifica el segundo de estos casos:
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MARISOL: 25, porque sumo cinco veces cinco. Y también se puede hacer mul-
tiplicando cinco por cinco.

Los otros seis alumnos resolvieron el problema contando iteradamente de
cinco en cinco (eg, 5, 10, 15, 20, 25), sin que se notara que asociaran el pro-
blema con la multiplicacion. Los cuatro alumnos restantes intentaron usar esta
misma estrategia pero parecieron tener problemas al coordinar las dos cuentas;
por ejemplo, uno de ellos contd de cinco en cinco hasta cincuenta.

La situacion de multiplicacion inversa estaba basada en una narrativa sobre
un nifo que ganaba dos pesos por cada mandado que hacia. Primero se
pidio a los estudiantes que determinaran cuantos mandados tendria que hacer
el nifio para juntar diez pesos (__ X 2 = 10). Posteriormente se les dijo que este
nino ahorraba a la semana diez pesos. Se les pidio entonces que determinaran en
cuantas semanas el nifio ahorraria 100 pesos (X 10 = 100). El desempefio
de los estudiantes en esta situacion fue similar al de las situaciones de multi-
plicacion directa, algunos estudiantes la resolvieron sin dificultad multiplicando
o sumando iteradamente y otros tuvieron problemas para coordinar una doble
cuenta. Ninguno parecio recurrir a la division.

En términos generales, el quehacer de los alumnos al involucrarse en las
situaciones de multiplicacion y de multiplicacion inversa reflejo que —si se tuviera
en cuenta el grado escolar que estaban cursando- las nociones multiplicativas
que al menos diez de ellos habian desarrollado eran bastante primitivas. Para los
propositos de este articulo, lo que es importante reconocer es que la gran mayo-
ria de los estudiantes no parecia haber desarrollado habilidades multiplicativas
sobresalientes; habilidades que hicieran razonable esperar que les resultara facil
involucrarse en situaciones novedosas relacionadas con la multiplicacion.

FRACCIONES CONVENCIONALES

En la situacion que implicaba identificar los tamanos representados por fraccio-

nes convencionales, se utiliz6 un chocolate que media aproximadamente 16 cm de

largo por 8 cm de ancho. A los estudiantes se les presentaron consecutivamente
1 1 2

tres tarjetas, una con el simbolo > otra con n y otra mas con " Se les pidio

que identificaran la cantidad de chocolate que cada fraccion representaba. En

1 2 ., L o 4 .
el caso de — y de T también se les pidio que indicaran si esas cantidades
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serfan mayores, menores o iguales que un medio. Vale la pena aclarar que, segiin
el plan y programas de estudio de México (Secretarfa de Educacion Publica,
1993), estos estudiantes deberfan haberse familiarizado con estas fracciones en
el tercer grado vy que, en los meses que llevaban en el cuarto grado, deberfan
haber trabajado ya con tercios, quintos y décimos.

Todos los estudiantes pudieron identificar la mitad de una barra de cho-
colate, aunque tres de ellos no parecieron relacionar de manera automatica el

1 . , . ‘ 1
simbolo 5 con una mitad. Cinco de los estudiantes reconocieron que n de la

barra de dulce implicaba una cantidad menor a un medio, otros seis expresaron
que seria mas vy tres no estaban seguros. Solamente un estudiante reconocio que

2 ‘ . 1 , L
n del chocolate seria lo mismo que la mitad > el resto expresd que seria mas,

no saber o no estar seguro. En general, practicamente ninguno de los alumnos
parecia haber desarrollado previamente entendimientos sobre el significado de
fracciones convencionales que hicieran razonable esperar que les resultara facil
involucrarse en situaciones que implicaran comparar tamafios de manera relativa.

MULTIPLICANDOS Y TAMANOS RELATIVOS

La primera situacion, basada en comparar tamaiios de manera relativa a partir
de la estimacion de magnitudes que debian satisfacer criterios iterativos espe-
cificos, implicaba comparar el tamafio de diferentes tipos de vasos (de plastico,
de vidrio y de unicel) en relacion con cuantos de cada tipo podian ser llenados
con la leche contenida en un carton de leche. El proposito de esta situacion fue
identificar la diversidad vy naturaleza de los razonamientos que surgirian entre
los estudiantes al razonar sobre este tipo de situaciones.

En esta situacion se utilizo un carton de leche vacio como el que se muestra
en la figura 6a. Al carton se le habian quitado todas las inscripciones; también
se habia forrado con pléstico, lo que hizo posible que se pudieran hacer inscrip-
ciones sobre él con plumones para pizarron blanco, las cuales podian borrarse
facilmente. A los alumnos se les proporcioné fisicamente el carton de leche, asi
como un plumoén y un pario para borrar.

Al comienzo de la situacion, el entrevistador les platicd a los estudiantes que en
su casa habia cierto tipo de vasos de plastico, todos del mismo tamarnio, los cua-
les tenian la caracteristica de que con la leche que cabia en el carton se podian
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Figuras 6a'y 6b Dibujo del cartén de leche (de un litro) que se uso
en las entrevistas y de su segmentacion unidimensional
con base en multiplicandos

J
J
a} Js

) . 1 o
llenar, exactamente, tres de ellos (ie, porciones de FY de la leche del carton)?

Primero se pidio a los alumnos que marcaran aproximadamente el nivel en el
que estaria la leche después de haber servido un vaso; después se les pidio que
identificaran donde estaria el nivel después de servir dos y tres vasos (cabe des-
tacar que se les aclaré a los nifios que cuando el cartén de leche estaba lleno,
el nivel de la leche llegaba justo a donde termina la cara rectangular del carton,
y que cuando el carton estaba vacio, el nivel llegaba justo donde comienza la
misma cara rectangular del carton).

Como puede notarse, la situacion trataba de orientar a los estudiantes a pensar
en la capacidad de los vasos en términos de multiplicandos (ie, una cantidad de
leche que cuando se sirve cierto nimero de veces en los vasos se utiliza toda
la leche que contiene el carton) y a razonar con inscripciones unidimensionales.
En la fisura 6b se nota que si bien la situacion hacia alusion a volumenes (ie,
magnitudes con tres dimensiones), los cartones permitian razonar sobre la can-
tidad proporcional de leche que se habia servido de manera unidimensional: al

servir :13 de la leche, el nivel en el cartén bajaria :13 de su altura.

Posteriormente, el entrevistador habld a los alumnos de cierto tipo de vasos de
vidrio, todos del mismo tamaiio, que habia en la casa de su primo. Estos vasos
tenian la caracteristica de que con la leche que cabia en el carton se podian

% Los estudiantes nunca vieron los vasos, solamente se los imaginaron.
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. . . 1 ,
llenar, exactamente, cinco de ellos (ie, porciones de = de la leche del carton).
Se les pidi6 que explicaran a cudles vasos les cabria méas leche, si a los de plas-

. A | 1 . . L
tico o los de vidrio (ie, 3 Vs, g)A A continuacion, se pidié a los alumnos que

marcaran el nivel en el que estaria la leche en el carton después de servir un
vaso de vidrio v, posteriormente, que marcaran los niveles después de servir dos,
tres, cuatro y cinco vasos.

Finalmente, se dijo a los alumnos que habia cierto tipo de vasos de unicel,
todos del mismo tamario, los cuales tenian la caracteristica de que con la leche que
cabia en el carton se podian llenar exactamente diez de ellos (ie, porciones de

110 de la leche del carton). Se preguntt a los alumnos si cabrfa mas o menos

. . o 1
leche en los vasos de unicel que en los vasos de plastico y de vidrio (ie, 110 Vs, 3 v
1 i . ,
110 VS, g). Después se les pidio que estimaran el lugar en que estaria la leche

después de servir cinco vasos de unicel y si serfa mas, menos o lo mismo que la

mitad del carton (e, 2 VS. i).
10 2

Con base en los elementos de propuesta alternativa para la ensefanza de las
fracciones anteriormente descritas, esta situacion se disend con la expectativa
de que ayudarfa a los estudiantes a pensar mas en el tamano de algo (eg, la
capacidad de los vasos de vidrio) que en un ntimero especifico de cosas (e.g,
la capacidad que n ntmero de vasos de vidrio tienen en comun). También se
diseni6 con la expectativa de que orientaria a los estudiantes a reflexionar sobre la
magnitud de cosas que eran independientes del carton (ie, la capacidad de cierto
tipo de vasos); aunque lo hicieran apoyados en inscripciones hechas sobre el
carton (véase la figura 6b) y no externas a él (véase la figura 3).

La situacion de comparar la capacidad de los vasos parecié ser significativa®
para todos los ninos, va que los entrevistadores no tuvieron que hacer muchos

6 Nos referimos a la actividad como significativa asumiendo la perspectiva de las matema-
ticas realistas (Treffers, 1987). Desde esta perspectiva, para que una situacion sea considerada
significativa (o realista) no hace falta que los estudiantes la conciban necesariamente como
que tiene gran importancia en sus vidas o que es muy proxima a sus intereses; ni que la
reconozcan como parte de su experiencia cotidiana. Para que una situacion sea considerada
significativa solo hace falta que los estudiantes la conciban como algo comprensible, sensato
v digno de que se razone sobre ella, en la manera en la que un profesional de la educacion
matematica puede reconocer como satisfactoria y productiva.
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esfuerzos para explicar la situacion y lograr que los estudiantes se involucraran
en ella de manera satisfactoria. Para todos los estudiantes parecia tener sentido
identificar niveles en el carton de leche que se ajustaran a un criterio iterativo. En
cuanto a las comparaciones entre los tamanos de los vasos, todos los estudiantes

identificaron los de plastico como de mayor capacidad que los de vidrio (ie,

L > é) vy los de unicel como de menor capacidad que los de plastico v los de

3

T | 1 1 1 o L
vidrio (ie, 0 < o y 0 < §>' Las siguientes dos transcripciones son repre-
sentativas de las explicaciones que dieron los nifios, en ambas se compara el
tamano de los vasos de plastico con los de vidrio:

VANESSA: Los de plastico [son mas grandes].
ENTREVISTADORA: ¢Los de pléstico, por qué?
VANESSA: Porque son mas grandes los vasos v traen mas leche.

(Vicky indica que los vasos de plastico son mas grandes).

ENTREVISTADORA: ¢Por qué?

VIcKy: Porque eran 3 [de plasticol y los de vidrio son 5.

ENTREVISTADORA: &Y eso qué quiere decir?

VIcKy: Le sirven a cada quien un vaso [de plasticol, pero si sirven 5 [vasos de
vidrio] va a tener mas poco [de leche un vaso de vidrio].

Las transcripciones ilustran como los estudiantes pudieron formarse una
imagen aparentemente clara del tamaiio de los vasos a partir de la informacion
respecto a su capacidad en términos de multiplicandos que satisfacian cierto
criterio iterativo; una imagen que les permitio juzgar correctamente cuéles vasos eran
mas grandes. En las trascripciones se nota que ambas nifas hacen referencia a la
capacidad de los vasos de manera que parece que se estan imaginando magni-
tudes (“traen mas”; “va a tener mas poco’). La aparicion de este tipo de imagenes
también fue comun al juzgar el tamano de los vasos de unicel; por ejemplo,
Alejandro se refirio a ellos de esta manera: “..son chiquitos porque entré todo
el bote en diez vasitos”.

El que surgieran este tipo de imagenes sugiere que la situacion ayudo a los
estudiantes a razonar sobre como, en ciertas circunstancias, vincular algo con un
numero relativamente grande (e.g, vasos de un tamario tal que 10 de ellos se
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pueden llenar con el contenido de un carton de leche) implica que ese algo serfa
mas pequefio que una cosa a la que se vincula con un ntmero menor (e.g,
vasos de un tamarno tal que tres de ellos se pueden llenar con el contenido de
un carton de leche). Esto es, la situacion parecio ayudarles a razonar de modo
consistente con la racionalidad cuantitativa basica del denominador (entre mas
grande es el nimero, menor es el ente al que se refiere). Cabe también mencio-
nar que el que surgieran este tipo de imagenes corrobora la conjetura de que la
situacion resulto significativa para los estudiantes.

En el caso de estimar el nivel en el que estaria la leche en el carton después
de servir cinco vasos de unicel, todos los estudiantes lo hicieron marcando el
nivel que tendria después de servir uno, dos, tres, cuatro y cinco vasos (véase
la fisura 7). En las estimaciones de cinco estudiantes, el nivel después de servir
cinco vasos coincidio con la mitad del carton (véase la figura 7a); en el caso de
otros siete estudiantes el nivel fue de mas de la mitad, por poco (véase la fisura 7b);
la estimacion de un estudiante fue de menos de la mitad (véase la figura 7¢), v la del
alumno restante fue de mucho mas de la mitad (véase la figura 7d).

Respecto a comparar el nivel de la leche con la mitad después de servir cinco

. ... 5 1 . . L
vasos de unicel (ie, E VS, 5), los cinco estudiantes cuyas marcas coincidieron con

medio carton dijeron que serfa lo mismo (véase la figura 7a). Aunque es posible
que sus respuestas estuvieran basadas en la observacion empirica del lugar en el que
habian hecho las marcas y que no hayan anticipado que este lugar tendria que coin-
cidir con la mitad, los cinco estudiantes fueron capaces de justificar su respuesta
matematicamente. Las siguientes transcripciones ilustran como lo hicieron:

ENTREVISTADOR: ¢Por qué es lo mismo?

ESTEFANIA: Porque si ya son 5 vasitos aqui [sefiala las primeras cinco marcas que
hizol y son 10 [en todo el litrol, aqui caben otros 5 [sefiala la parte de abajo
del carton de leche] y no me sobra nada porque se acaba toda la leche.

MaRrcos: Serfa la mitad.

ENTREVISTADORA: ¢Aja? ¢CoHmo sabes que quedaria la mitad?

MaRrcos: Porque tienes cinco vasos aqui [sefialando las marcas] y cinco vasos,
pero te alcanzo toda la leche para los 10 vasos, si solo le echamos cinco,
pues queda la mitad.
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Figuras 7a, 7b, 7c y 7d Representaciones de los niveles aproximados
en los que los estudiantes estimaron que estaria la leche en el cartén
después de servir cinco vasos de unicel

a) b) d d)

Ambas transcripciones ilustran como, en el contexto de la situacion presenta-
da, cinco estudiantes pudieron generar sin dificultad imagenes cuantitativamente
firmes respecto a la equivalencia entre tamarios relativos; esto es, imagenes de

, . . . 5 ) .
como la leche contenida en cinco vasos de unicel 0 serfa equivalente a la

que cabria en la mitad del carton E En su razonamiento de la situacion, estos

estudiantes parecian tener presente tanto la relacion entre la capacidad de los
vasos vy la del carton de leche (“son 10.. y no me sobra nada porque se acaba
toda la leche”; “toda la leche para los 10 vasos”) como la relacion proporcional
entre 5y 10.

Las estimaciones de los otros nueve estudiantes respecto a la cantidad de
leche involucrada en servir cinco vasos de unicel se basaron claramente en las
marcas que habian hecho en el carton; alsunos de ellos respondieron que seria
mas de la mitad y otros menos, dependiendo del lugar en el que pusieron la
quinta marca (véase la figura 7). A estos estudiantes se les pregunté a continua-
cion cuantos vasos de unicel se podrian servir con la mitad del carton. Todos los
alumnos respondieron que cinco vasos. Entonces se les volvid a preguntar si el
nivel de la leche después de servir cinco vasos de unicel serfa mas, menos o la
mitad del carton. En esta ocasion siete de los nueve dijeron que seria lo mismo
que la mitad. Estos estudiantes, con la guia del entrevistador, también parecian
poder imaginarse con claridad la equivalencia:
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LESSDY: Es mas de la mitad [después de estimar el nivel en que estaria la leche
despueés de servir cinco vasos de manera similar a la figura 7b].

ENTREVISTADORA: ¢Para cuantos vasos me alcanza [el carton de leche]?

LESsDy: Para 10.

ENTREVISTADORA: Medio cartdn édpara cudntos vasos me alcanza?

LEsspy: ¢Cinco?

ENTREVISTADORA: ¢Para cinco?, épor qué?

LEssDy: Porque es la mitad del litro.

ENTREVISTADORA: Porque es la mitad de litro éy?

LESSDY: Y son 10 vasitos y son 5y ya son medio litro.

En este fragmento se nota como la alumna no solo cambia de parecer en
el curso de la conversacion, sino que lo hace basandose en una imagen que
crea con el apoyo de la entrevistadora (‘Con medio litro de leche épara cuantos
vasos me alcanza?’) y que ella parece entender bien (Y son 10 vasitos y son 5
y va son medio litro”).

Los dos alumnos restantes parecieron tener dificultad conciliando su conoci-
miento aritmético respecto a que cinco es la mitad de 10 con imaginarse el nivel de
la leche al servirla en los vasos. Estos alumnos siguieron identificando el nivel de la
leche maés all4 de la mitad del carton después de servir cinco vasos de unicel.

El que 12 de los 14 alumnos hayan podido generar imagenes cuantitativas,
aparentemente solidas, de la equivalencia entre la cantidad de leche que se
requeria para servir cinco vasos de unicel y medio cartén de leche es algo signi-
ficativo si se toma en cuenta que solo uno de ellos reconocio la equivalencia

2 1 , .
entre " v r cuando se les presentd de manera convencional. En general, esta

situacion parecio ser fructifera en términos de apoyar a los estudiantes a razonar
de manera consistente con las equivalencias fraccionarias.

La situacion restante se basa en una narrativa del viaje de cuatro horas en
avion de la Ciudad de México a Chicago, Estados Unidos, de la Seleccion Nacional
de Futhol. A los alumnos se les presentd una grafica que representaba el trayecto
del avion (véase la figura 8), y se les pidio que identificaran el lugar en el que irfa
el avion después de viajar una hora. Después se les pidio que identificaran el
lugar en que iria después de viajar dos horas y que explicaran si habria recorrido

. 4 .2 1 ‘
mas, menos o lo mismo que la mitad del trayecto (ie, n Vs, E). El proposito de

esta situacion fue tener una segunda oportunidad para documentar la diversidad
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Figura 8 Representacion del trayecto que recorre un avion al viajar
de la Ciudad de México a Chicago, Estados Unidos

@ @
México D. F. Chicago

y naturaleza de los razonamientos que surgirian entre los estudiantes al afrontar
situaciones basadas en comparar tamanos de manera relativa a partir de la estima-
cion de magnitudes que debian satisfacer criterios iterativos especificos.

Esta situacion también parecio ser significativa para la gran mayoria de los
estudiantes, va que se involucraron en ella sin mucha dificultad vy lo hicieron de
manera satisfactoria. Sin embargo, como se explica mas adelante, éste no fue el
caso con dos alumnos.

En general, estimar el lugar en que irfa el avion a partir de un criterio ite-
rativo (ie, una distancia tal que cuando se recorriera cuatro veces se recorreria
todo el trayecto) parecia ser algo que tenia sentido para los estudiantes; aunque
hay que mencionar que tres de ellos produjeron estimaciones poco razonables
(véanse las fisuras 9¢ vy 9d). Respecto a la comparacion entre la distancia recorrida
por el avion después de viajar dos horas, casi todos los estudiantes parecieron
hacerlo iterando la distancia que estimaron para una hora. Las estimaciones de
tres alumnos coincidieron con la mitad del trayecto (véase la figura 9a), las de ocho
estuvieron antes de la mitad del trayecto (véase la figsura 9b), v las de tres mas alla
de la mitad (véanse las figuras 9¢, 9d). Cuando se les pregunto si el avion llevaria
mas, menos o lo mismo que la mitad del trayecto, cinco estudiantes dijeron que lo
mismo, pudiendo justificar su respuesta; entre ellos estaban los tres que estimaron
originalmente el lugar en que irfa el avion a la mitad del trayecto (véase la fisura
9a) y dos que lo estimaron antes de la mitad del trayecto (véase la fisura 9b).

Los nueve estudiantes restantes consideraron que el avion llevaria mas o
menos de la mitad, aparentemente basandose en el lugar en el que habian pues-
to la segunda marca. A estos nueve estudiantes se les preguntd cuanto tiempo,
aproximadamente, llevaria volando el avion al llegar a la mitad del trayecto; siete
de ellos dijeron que dos horas y cambiaron de parecer respecto a su estimacion
original. Los otros dos alumnos parecian tener dificultades al tratar de entender
qué se les preguntaba. En general, ambos parecian tener problemas interpretan-
do la situacion. A uno de ellos, por ejemplo, no parecio preocuparle la disparidad
en el tamano de los segmentos que cred para representar distancias recorridas
por el avion en una hora (véase la figura 9d).
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Figuras 9a, 9b, 9c y 9d Estimaciones del lugar en el que irfa el avion
después de viajar una y dos horas

0@ | | ®
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Meéxico D. F. Chicago

En términos generales, esta situacion también parecio facilitar que los alumnos

_ . 1 . . L .2 1
razonaran sobre tamafios relativos (ie, Z) y equivalencias basicas (ie, e E).

Es importante no perder de vista que, aunque la equivalencia implicada puede
2] . . ‘
parecer trivial (Z = 5), solo uno de los estudiantes entrevistados la reconocio

en la situacion del chocolate (véase arriba).

Antes de pasar a la reflexion de lo que implican estos resultados, es importante
mencionar que, al comparar el quehacer de los estudiantes en las ultimas dos
situaciones, no se reconocieron consistencias que sugirieran que serfa posible
clasificarlos en grupos jerarquicos de acuerdo con su desempenio, al menos no con
facilidad. Solo tres de los cinco alumnos que reconocieron de inmediato que dos
horas de viaje equivaldrian a la mitad del trayecto del avion estuvieron entre quienes
identificaron sin dificultad que servir cinco vasos de unicel equivalia a servir
medio carton de leche. De igual manera, solo uno de los alumnos que no pudo
resolver la situacion del avion estuvo entre los que no reconocieron la equiva-
lencia entre los cinco vasos y la mitad del cartéon de leche.

CONCLUSIONES

Del andlisis de las entrevistas, se desprende que actividades que retomen los
tres aspectos didacticos que identificamos del trabajo de Steffe y sus colegas
(Hackenberg, 2007; Olive, 1999; Olive y Steffe, 2002; Steffe, 2002, 2003, 2004; Tzur,
1999) v que, por lo tanto, sean consistentes con las ideas de Freudenthal (1983)
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y de Thompson y Saldanha (2003), pueden ser un punto de partida viable para
la ensefianza inicial de las fracciones, incluso en contextos escolares socialmente
desfavorecidos. En consecuencia, parece que si serfa posible involucrar de manera
fructifera a quienes se inician en el aprendizaje de las fracciones en actividades que
se basen en la comparacion de tamanos de manera relativa a partir de la esti-
macion de magnitudes que satisfagan criterios iterativos especificos, en lugar de en
actividades basadas en partir v repartir equitativamente.

El analisis sugiere que tanto la situacion del carton de leche como la del
viaje del avion fueron significativas para la gran mayoria de los estudiantes. Estas
actividades también parecieron servir para apoyar que surgieran en el razona-
miento de los estudiantes, de manera relativamente firme, nociones e intuiciones
consistentes con dos aspectos claves de las fracciones: 1) la racionalidad cuan-
titativa basica del denominador (a mayor numero, menor el tamario del ente en
cuestion) y 2) las equivalencias.

El que surgiera en el razonamiento de los estudiantes este tipo de nociones e
intuiciones es particularmente significativo cuando se tiene en cuenta lo limitado
de las ideas multiplicativas que muchos de ellos parecian haber desarrollado pre-
viamente v la pobre comprension que casi todos mostraron tener del significado
de fracciones convencionales simples. A la luz de estos antecedentes, el surgi-
miento de imagenes cuantitativamente ricas (Thompson, 1994) al razonar con
las situaciones didacticas presentadas sugiere que estas situaciones pueden ser
recursos adecuados para apovyar el desarrollo de maneras de razonar sobre las
fracciones progresivamente mas complejas.

En el analisis de las entrevistas se notod que a algunos estudiantes les resulta-
ron mas retadoras las situaciones presentadas que a otros. Las dificultades que
se documentaron parecieron estar relacionadas, sobre todo, con imaginar, en un
espacio unidimensional, la produccion de sesmentos homogéneos que se ajus-
taran a criterios especificos (e.g, sesmentos de un tamano tal que diez de ellos
llenarfan todo el espacio). Como discutimos en el apartado de resultados, hubo
estudiantes cuya segmentacion del carton de leche v del trayecto del avion diver-
gi6 mucho de lo que se podria considerar aproximado (véanse las fisuras 7d, 9¢
y 9d). El quehacer de estos estudiantes sugiere que podria ser provechoso invo-
lucrar a un grupo escolar en actividades que apoyen el desarrollo de imaginacion
espacial unidimensional, antes de introducir situaciones didacticas que impliquen
la estimacion de segmentos que satisfagan criterios iterativos especificos.

En términos generales, del andlisis de las entrevistas se desprende que la
comparacion relativa de tamanos podria ser un punto de partida viable para
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la formulacion de una trayectoria hipotética de aprendizaje (Simon, 1995) de las
fracciones, fundamentada en principios distintos a los de particién y reparticion
equitativas. Con base en el marco senalado por Paul Cobb vy sus colegas para
el desarrollo de propuestas didacticas en matematicas (Cobb y McClain, 2004;
Cobb, 1999; Gravemeijer, Cobb, Bowers v Whitenack, 2000; Stephan, Cobb, y
Gravemeijer, 2003), faltarfa ahora precisar la naturaleza de los patrones sucesivos
de razonamiento que seguirian los alumnos en su aprendizaje y de los medios a
través de los cuales se podria apoyar el surgimiento de estos patrones sucesivos.
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