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Resumen: En este articulo presentamos los resultados de una investigacion en la
que se muestran las caracteristicas de las respuestas que un grupo de estudiantes
aporto al utilizar el cas (Computer Algebra System) Derive cuando trabajaron
un conjunto de practicas de laboratorio (PL) para el aprendizaje del concepto de
integral definida. Del analisis de los resultados se obtienen elementos para
conjeturar que los estudiantes no muestran dificultades al calcular integrales de
funciones continuas, a la vez que las interpretan como el area bajo la grafica
de una funcion. Sin embargo, cuando las funciones son solamente continuas a
trozos, o se trata de integrales que provienen de otro contexto, los estudiantes
muestran dificultades que requieren un andlisis de los aspectos cognitivos que
se relacionan con el uso de un software.

Palabras clave: integral definida, problemas en contexto, representaciones
semioticas.

Abstract: In this paper we present the research results showing the main features
of the students’ answers to a set of laboratory practices (Lp) when they use the
cAs (Computer Algebra System) Derive. From the research results analysis we obtain
elements to allow us conjecture that students do not have difficulties when
calculating definite integrals of continuous functions and at the same time they
interpret this as the area under a curve. However, when the functions are only
piecewise continuous, or the integrals come from other contexts, the students
show difficulties, related to the use of a software, that need to be analysed from
a cognitive point of view.
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INTRODUCCION

La integral definida es un concepto relevante para abordar una amplia gama de
problemas que los estudiantes de Ingenieria utilizan en su programa de estudios.
Esta presente en diversos contenidos y se requiere en actividades de aprendizaje
a lo largo de su formacion universitaria. Para llevar a cabo estas actividades, los
alumnos deben tener una soélida comprension de este concepto. Es necesario
identificar las dificultades que los estudiantes encuentran al aprenderlo para
disenar actividades de ensenanza que logren en el estudiante un aprendizaje
mas solido. El uso de los caS, en nuestro caso el software Derive, genera y opera
distintas representaciones del concepto que pueden ayudar a su comprension.
Uno de los aspectos relacionados con el concepto de la integral definida tiene
que ver con el tipo de respuesta que dan los estudiantes a problemas en diver-
sos contextos. Se entiende como “problemas en diversos contextos” tanto los
planteados en el ambito estrictamente matematico como las aplicaciones a otras
ciencias (Gravemeijer y Doorman, 1999, pp. 111-129).

En nuestra investigacion, desarrollamos un curso que combina las clases
habituales con practicas de laboratorio, siguiendo un modulo instruccional dise-
nado por el equipo investigador que utiliza el cAas Derive, para posteriormente
recolectar y analizar las actuaciones de los estudiantes en el laboratorio, mientras
trabajan una serie de tareas en las que tienen la oportunidad de resolver pro-
blemas, en los que se necesita usar la integral definida para calcular el area de
una region limitada por las graficas de funciones continuas y continuas a trozos.
Ademas, se formularon problemas sencillos contextualizados en términos de
conceptos utilizados en la Fisica y la Ingenieria. En estos problemas, la integral
definida no se interpreta como el area de una region.

En el modulo instruccional que se implemento, los estudiantes trabajaron en
un entorno informatico utilizando un programa de utilidades (Pu), disefiado espe-
cificamente para el uso en el laboratorio (Camacho y Depool, 2003, pp. 119-140;
Camacho, Depool y Socas, 2005, pp. 21-46, y Camacho, Depool y Santos-Trigo,
2005, pp. 243-264), que permite al estudiante calcular aproximaciones de la integral
definida como area de figuras planas, mediante métodos graficos y numeéricos.

El objetivo general de esta investigacion consiste en estudiar la manera en la
que el uso del cas ayuda a identificar aspectos que se consideran importantes al
resolver problemas en distintos contextos (identificar informacion, resolver casos
particulares, usar diferentes sistemas de representacion, conversion y coordinacion
entre ellos, comunicar resultados), ast como analizar si la interpretacion de la in-
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tegral definida como &rea determina la concepcion de los estudiantes durante la
resolucion de tales problemas.

A partir del desarrollo de un analisis detallado de los modos de actuacion
de los estudiantes, nos proponemos aportar elementos que den respuesta a las
siguientes peguntas de investigacion:

e ¢Son capaces los estudiantes de identificar los aspectos relevantes para la
resolucion de problemas (identificar informacion, resolver casos particulares,
usar diferentes sistemas de representacion, conversion y coordinacion entre
ellos, comunicar resultados) en los que interviene la integral definida en
diversos contextos?

* ¢De qué manera influye en los estudiantes la concepcion de la integral de-
finida interpretada como el &rea bajo la curva en el momento de resolver
problemas presentados en varios contextos?

* Al resolver problemas, ¢hasta qué punto el uso de un software ayuda a los
estudiantes a visualizar relaciones y aplicar diversos procedimientos?

MARCO CONCEPTUAL

Los elementos teoricos que sustentaran el desarrollo de nuestra investigacion se
configuran en tomno a: representaciones semioticas (Duval, 1998, pp. 173-201), la
aproximacion instrumental hacia el uso de los cas (Artisue, 2002, pp. 245-274),
la caracterizacion de dificultades y errores (Socas, 2007, pp. 19-52) v, finalmen-
te, la clasificacion de problemas en contexto (Gravemeijer y Doorman, 1999,
pp. 111-129).

Al trabajar con situaciones de aprendizaje en el ambito didactico-matema-
tico, se requiere el uso de diferentes sistemas semioticos de representacion:
grafico, numérico, verbal y algebraico. Duval (1998, p. 175) define los registros
de representacion semibtica como producciones constituidas por el empleo de
signos que pertenecen a un sistema de representacion, el cual tiene sus propias
restricciones de significados v de funcionamiento. Se puede considerar que las
figuras de tipo geométrico, un enunciado en lenguaje habitual o una férmula
matematica pertenecen a sistemas semioticos diferentes.

Para Duval (1993, pp. 37-65), “toda representacion es parcialmente cognitiva
con respecto a lo que representa” y, ademas, “la comprension (integral) de un conte-
nido conceptual estd basada en la coordinacion de, al menos, dos registros de
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representacion y esta coordinacion queda de manifiesto mediante el uso rapido
y la espontaneidad de la conversion cognitiva”.

Duval (1998, pp. 185-186) arsumenta que la adquisicion de los conceptos
matematicos en un individuo se dara en el momento en el que haya una coor-
dinacion libre de contradicciones en, por lo menos, dos diferentes registros de
representacion semidtica del objeto. Al analizar el uso de los registros de repre-
sentacion semiotica, se deben tener en cuenta el reconocimiento del registro, las
transformaciones en el interior de éste (tratamientos) vy la conversion entre ellos.

En nuestra investigacion consideramos principalmente tres registros, aunque
es obvio que el registro verbal también se verd involucrado. El primer registro es
el grafico, en el que el estudiante elabora graficos en un sistema de ejes cartesia-
nos con el cas. El segundo es el algebraico, donde el estudiante plantea, opera
y resuelve integrales definidas. El tercero es el numeérico, en el que el estudiante
utiliza el cas para obtener aproximaciones numéricas o formulas de geometria
elemental para aproximar la medida del area de una region.

Es importante mencionar que las diferentes representaciones que utilizan
CAS adquieren otras dimensiones debido a las capacidades de calculo inherentes
del sistema.

El uso de cas ofrece a los estudiantes la oportunidad de representar grafi-
camente la informacion y establecer relaciones para resolver los problemas en
téerminos de sus aproximaciones visuales, numéricas v algebraicas. De aqui que
resulte importante examinar el proceso que los estudiantes utilizan para trans-
formar un artefacto tecnologico en un instrumento de resolucion de problemas,
atendiendo a sus propiedades y significados, conectando v relacionando distintas
representaciones semioticas v operaciones que surgen mientras resuelven pro-
blemas. En este proceso de transformacion, los estudiantes necesitan desarro-
llar habilidades y estrategias para usar el software y generar representaciones
apropiadas que les ayuden a proponer y discutir las preguntas pertinentes que
surgen al examinar y trabajar con el problema. El uso de la herramienta resulta
importante para los estudiantes cuando se trata de explorar diversos enfoques
(numerico, algebraico y grafico). Los estudiantes tambien pueden usar el software
para calcular directamente las integrales definidas. Ahora bien, écoémo se pueden
reconciliar los aspectos técnicos y algoritmicos cuando se utiliza un cAs? Artigue
(2002, p. 248) seniala que “las técnicas” poseen tambien un valor epistémico,
puesto que permiten desarrollar una serie de preguntas que facilitan la com-
prension de los objetos matematicos que involucran. Para la comprension de
operaciones y conceptos, resulta importante que los estudiantes analicen vy
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transformen los resultados producidos por el cas. Es decir, “la técnica”, mediada
por la tecnologia o no, realiza no sélo una funcion pragmatica de resolucion
de las tareas matematicas, sino también una funcion epistémica, que facilita la
construccion de los conceptos matematicos (Ruthven, 2002, p. 283).

Para justificar el proceso de como los estudiantes pueden transformar un
artefacto en un instrumento de resolucion de problemas al hacer uso del cas,
es importante que los estudiantes desarrollen una serie de esquemas cognitivos
especificos para transformar un dispositivo fisico o material en un instrumento.
Artisue (2002, p. 250) sefiala que, en un principio, el artefacto no tiene un valor
de instrumento. Se vuelve un instrumento a través del proceso, denominado
génesis instrumental, que requiere la construccion de esquemas personales o, de
manera mas general, la apropiacion de esquemas sociales que existen con ante-
rioridad. Esta génesis instrumental puede explicarse en términos de restricciones
y potencialidades del artefacto y su relacion con los esquemas cognitivos que
los estudiantes desarrollan como resultado de usar la herramienta de manera
progresiva en actividades de resolucion de problemas.

El proceso que los estudiantes siguen para transformar un artefacto en un
instrumento no solo representa el modo de usar la herramienta, sino también su
sentido y conceptualizacion de las matematicas y las actividades de resolucion
de problemas. Es decir, el uso de herramientas influye en la manera en la que
los estudiantes tratan directamente con las actividades matematicas. Este pro-
ceso de transformacion va acompaniado por las caracteristicas de la herramienta
(las potencialidades v restricciones) y por la actividad del sujeto (Trouche, 2005,
pp. 137-162). Con el uso del cas, los estudiantes construyen un sistema con-
ceptual que guia sus conductas matematicas. Ruthven (2002, p. 279) puntualiza
que “construir un sistema conceptual coherente y un concepto solido involucra
la coordinacion progresiva de numerosos esquemas especificos”.

En el trabajo con un instrumento informatico se deben considerar dos aspec-
tos: la congruencia y la transparencia. La congruencia se da cuando una técnica
ejecutada en varios entornos puede ser reconocida como tal, y se percibe como dos
maneras distintas de aplicar una misma técnica en lugar de dos técnicas diferentes
sin relacion. En cuanto a la transparencia, ésta consiste en que el estudiante es
capaz de “ver a través” del modo en el que encuentra y presenta sus resultados,
basandose en su experiencia con lapiz y papel (Drijvers, 2002, pp. 221-228).

Para caracterizar lo que consideramos como “problemas en contexto”, pode-
mos mencionar que, en Fisica, los problemas se refieren a interpretaciones de
fenomenos fisicos, tales como movimiento de una particula, flujo de carga eléctrica
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en un circuito, etc. En Ingenieria, se refieren al calculo de estructuras, resistencia
de materiales, etc. En Matematicas, a aspectos abstractos, aplicados vy didacticos.
Consideramos que los “problemas en contexto” son tanto aquellos que se refieren
al campo matematico como los que pertenecen a otra disciplina. El papel de los
problemas en contexto no solo debe sujetarse v limitarse a las aplicaciones en
otras disciplinas al final de una secuencia de aprendizaje, sino que los problemas
deberian considerarse como elementos motivadores del aprendizaje de los estu-
diantes (Gravemeijer y Doorman, 1999, pp. 111-129; Garbin, 2005, pp. 169-193).

Las dificultades y errores al resolver problemas matemaéticos pueden influir
tanto en el reconocimiento como en el tratamiento y conversion de registros
de representacion semiotica. Al respecto, Socas (2007, pp. 19-52) presenta una
caracterizacion de las dificultades y errores de una manera organizada que
constituirdn un referente para el desarrollo de nuestro trabajo. Las dificultades
se conectan y refuerzan en redes complejas que se concretan en la practica en
forma de obstaculos v se manifiestan en los alumnos en forma de errores. El
error tiene procedencias diferentes, pero, en todo caso, se considera como la
presencia en el alumno de un esquema cognitivo inadecuado y no sélo como
consecuencia de una falta especifica de conocimiento.

METODOLOGIA

El estudio que presentamos es de corte cualitativo, un estudio de casos de tipo
interpretativo y descriptivo. El trabajo se desarrolld durante un semestre de la
siguiente manera: se impartio el programa oficial de la asignatura Calculo I (fun-
ciones, limites, continuidad, derivadas e integrales). De las dos secciones de 40
estudiantes, se seleccionaron 10 para participar en la investigacion y se formaron
equipos de 2 estudiantes por computadora. Uno de ellos tomo la decision de no
continuar con la experiencia, por lo que uno de los equipos estuvo constituido por
un solo estudiante. Para la seleccion de los estudiantes, se utilizaron dos criterios:
el primero, que no hubieran cursado la materia con anterioridad, a fin de que no
tuviesen conocimientos previos de Calculo Integral, y el segundo fue la calificacion
obtenida en el primer lapso (de cuatro lapsos que consta el semestre), con el objeto
de que la muestra cubriese los diferentes rangos en la escala de evaluacion (alto,
medio y bajo rendimiento). Los equipos se formaron con la intencion de combinar,
por una parte, estudiantes con rendimiento medio-alto y con rendimiento medio
(parejas 2 y 3) v, por la otra, estudiantes con rendimiento medio y rendimiento
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Cuadro 1 Distribucion de los estudiantes

Equipos Integrantes
Pareja 1 Marcos (13/25) y Pedro (9/25)
Pareja 2 Maream (18/25) y Carlos (11/25)
Pareja 3 Dulce (13/25) y Yisbel (23/25)
Pareja 4 Ricardo (8/25) y Vicente (11/25)
Estudiante 5 Juan (13/25)

bajo (parejas 1y 4). Este criterio para integrar las parejas tenia como finalidad obser-
var la interaccion entre estudiantes de diferentes niveles. En definitiva, el grupo quedo
constituido por cinco estudiantes de una seccion y cuatro de la otra. En el cuadro 1 se
identifican los participantes en el estudio.

La secuencia de ensefianza se desarrolld de la siguiente manera: a los estu-
diantes seleccionados se les impartio un curso, combinando las clases habituales
con précticas de laboratorio (PL) en computadora y siguiendo un modulo instruc-
cional disefiado por el equipo investigador en el que las actividades se debian
resolver haciendo uso de Derive. EI modulo contiene nueve préacticas. En la
primera se trabajo sobre conocimientos generales del software. De la 2 a la 5, se
estudiaron las funciones, limites vy derivadas, respectivamente. En esas préacticas
se aplicaron programas sencillos de utilidades, similares a los que aparecen en
algunos libros de texto, asi como los comandos de calculo directo contenidos
en los diferentes menus del Derive. Las practicas 6, 7, 8 v 9 se utilizaron para
el estudio de la integral definida. En las tres primeras, los estudiantes aplicaron el
programa de utilidades (Camacho y Depool, 2003, pp. 119-140) para aproximar
el valor de la integral definida de manera grafica y numérica mediante el uso de
figsuras simples (rectangulos, trapecios y trapecios parabolicos). En las actividades
propuestas en estas PL, las funciones utilizadas eran funciones continuas o conti-
nuas a trozos. En la ultima practica se propusieron dos problemas en contextos
diferentes al estrictamente matemaético.

Las sesiones de laboratorio fueron videograbadas y transcritas para realizar el
analisis posterior. Durante las sesiones de laboratorio, se requeria que los estu-
diantes explicaran su manera de actuar mientras resolvian las diferentes tareas.

EbucACiON MATEMATICA, vol. 20, num. 3, diciembre de 2008 39



Integral definida en diversos contextos. Un estudio de casos

LAS ACTIVIDADES CONSIDERADAS EN EL ANALISIS

A continuacion, mostramos cuatro de los problemas utilizados en las cuatro tl-
timas PL (6, 7, 8 v 9) en las que centraremos nuestro analisis.

PROBLEMA 1
Dada la funcion f(x) = 3x* — 4x° — 12 + 5

a) Aproxima mediante los metodos grafico y numérico el area bajo la curva
en el intervalo [—1, 2.5].

b) Aproxima mediante los métodos grafico y numérico el valor de la integral
definida en el intervalo [—1, 2.5].

¢) Calcula, utilizando el Teorema Fundamental del Calculo, el area de la
region en el intervalo [—1, 2.5].

d) Calcula, utilizando el Teorema Fundamental del Célculo, la integral defi-
nida en el intervalo [-1, 2.5].

Este problema se enmarca en el contexto matematico. Se trata de una fun-
cion continua para la que se pide el calculo del drea/integral por los distintos
meétodos que aparecen incluidos en el pu. La gréfica de la funcion posee partes
situadas tanto por arriba del eje OX como por debajo de éste, lo que permite
distinguir cuando se puede interpretar como un area la integral definida.
PROBLEMA 2
Dada la funcion

—x243 x<-1

1.36 x=-1 2
x2 —l<x<? : 1

—Xx+4 X>2
-2 1 2 3 4
-1
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a) Calcula, en caso que sea posible, el drea de la region limitada por la curva
en el intervalo [—2, 3].

b) Sies posible, estima el valor de la integral definida en el intervalo [—2, 3.
Si no es posible, explica por qué.

Al igual que en el problema anterior, éste pertenece al contexto mate-
matico. Se trata de una funcién continua a trozos para la que se pide el
calculo del area/integral en un cierto intervalo que contiene los puntos de
discontinuidad.

ProBLEMA 3

Una particula se mueve a lo largo de una recta, de modo que su velocidad es
v(t) = t2 — 2t — 8, donde el tiempo es t. La velocidad se expresa en metros por
segundo.

a) Calcula el desplazamiento de la particula en el periodo 1 < t < 6.
b) Calcula la distancia recorrida durante este lapso (Stewart, 1999, p. 354,
357).

Este es un problema en el contexto de la cinematica. Se involucran en él
diversos conceptos de Fisica tales como velocidad, posicion, distancia recorrida.
La integral ayuda a identificar la relacion que existe entre estos conceptos.

PrROBLEMA 4

Una empresa de Ingenierfa se ofrece a construir un tunel. Este tiene 300
pies de largo por 50 pies de ancho. La forma del tunel es un arco cuya
ecuacion es v = 25 cos (x/50). La parte superior del tunel se tratara con un
sellador impermeable que tiene un costo de 1.75 dolares por pie cuadrado.
4Cudl es el costo total de la aplicacion del sellador? (Thomas y Finney, 1996,
p. 399)
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y v =25 cos (mtx/50)

300 pies

X (pies)

Por tltimo, un problema en un contexto hipotético de Ingenieria (Barrera
y Santos, 2002, pp. 8-37), en el que el calculo del 4rea de una superficie no
resulta como aplicacion directa de la integral, sino que el concepto de integral se
utiliza para calcular la longitud de un arco de curvay, a partir de esto, se puede
calcular el area.

INTERPRETACION Y ANALISIS DE RESULTADOS

En esta seccion presentamos la interpretacion y el analisis de las respuestas y
actuaciones que exhibieron los estudiantes cuando resolvieron las tareas pro-
puestas.

Para la resolucion de las tareas propuestas, los estudiantes utilizaron el pu, el
cual tiene como caracteristicas principales:

* Representacion grafica de las diferentes aproximaciones al area limitada
por una funcion con el eje OX: rectangulos inferiores, rectangulos supe-
riores, punto medio, trapecios y trapecios parabolicos (aproximacion de
Simpson).

» Aproximaciones numéricas de la integral de una funcion en un intervalo
dado. Las hemos denominado matrices de aproximacion y recogen, en
la primera columna, el numero de subintervalos de integracion que se
consideran; en la segunda, la aproximacion con rectangulos inferiores; en
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la tercera, con rectangulos punto medio; en la cuarta, con trapecios; en la
quinta, con trapecios parabolicos, y en la sexta, con rectangulos superiores.

ProBLEMA 1

En este problema los estudiantes utilizan eficazmente el cas, mostrando con ello
un manejo adecuado de los procedimientos instrumentales. Por ejemplo, Jisbel
y Dulce (pareja 3) presentan su solucion haciendo uso de las dos representa-
ciones: la grafica (figura 1) v la numérica. Construyen con el PU la matriz de
aproximacion (tablas 1y 2).

Se observa que identifican los puntos de interseccion de la grafica con el eje
OX'y calculan el area de los rectangulos de la particion para obtener los valores
aproximados del area total y de la integral definida.

Figura 1 Aproximacion de area y de integral

Representacion grafica

+ 10
-1 1 D
+—10
1™ N
7
+-30
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Representacion numérica
Tabla 1 Matriz de aproximacion en [0.612564, 2.5]

10 —3594123716 —32.62523379 —3231864584 —3252213935 —2869605452
16 —34.72185046 —3256304451 —3244317666 —3252295147 —30.16450286
22 —3413984488 —3254423456 —324808163 —3252305679 —30.82178773
28 —33.79909231 —3253614859 —3249699299 —3252308211 —31.19489368

Tabla 2 Matriz de aproximacion en [—1, 0.612564]

10 3814328507 4.672262771 4618599589 4.654783956 5422870671
16 4136555209 4.661323114 4640409601 4.654414338 5144263993
22 4281093825 4658033587 4646979667 4654366403 5.01286551

28 4362141419 4.65662224 4649800199 4.654354879 4937458979

Los estudiantes también calculan la integral de manera directa haciendo uso
del comando Calculo/Integrales de Derive. Se evidencia que emplean dos tipos
diferentes de registros de representacion semiotica. El uso del registro algebraico
queda implicito cuando se aplican los procesos internos del software.

En la resolucion de esta actividad, los estudiantes, apoyandose en la repre-
sentacion grafica, no muestran dificultades para diferenciar los conceptos de
area e integral definida.

PROBLEMA 2

Es importante notar que tres de los equipos (1, 4 v 5) siguieron el proceso de
aproximar, grafica y numéricamente, areas e integrales utilizando el pu, pasando
por alto que al sélo pedirles el calculo del area vy la integral, bastaba con utilizar
directamente el comando de Derive Calculo/Integrales. Cometen errores cuando
toman los extremos de los intervalos de integracion en los puntos de disconti-
nuidad de la funcion. Podemos afirmar que el proceso de ensenanza seguido
haciendo uso del pu sin suficiente reflexion los conduce a resolver el problema
de manera rutinaria.
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Figura 2

i -1 1 2 3
-1

Por ejemplo, Ricardo y Vicente (pareja 4) construyen la grafica (figsura 2) y
consideran los intervalos [-2, —1.69], [-0.999, 1.999], [2.01, 3] para aproxi-
mar mediante rectangulos en el punto medio. Se observa que esta pareja no
toma como extremos de los subintervalos de integracion los puntos donde la
funcion es discontinua. En su lugar, eligen valores aproximados (—0.999 en
lugar de —1, 1,999 v 2,001 en lugar de 2). Estos estudiantes eligen lo que
ellos consideran “el punto mas proximo al extremo”. Este error podria estar
relacionado con al menos dos conceptos centrales del calculo: continuidad v
completitud de los ntiimeros reales. Para una mejor comprension de estas difi-
cultades, se deberia profundizar en los aspectos epistemologicos y cognitivos
de dichos conceptos. Se observa, ademas, que no representan rectangulos en el
intervalo [~1.69, —11].

El equipo formado por la pareja 2 calcula el &rea directamente con el comando
Calculo/Integrales de Derive y considera que el intervalo de integracion es [—2, 3.
Los estudiantes no se percatan de que la funcion estd definida de diferente
manera en los distintos subintervalos. Es decir, plantean v resuelven la integral
definida, calculandola solo en el intervalo [-2, 3].

El esquema cognitivo que estos estudiantes han desarrollado en el trabajo
con funciones continuas no les resulta util para resolver este tipo de problemas;
las discontinuidades de la funcion los llevan a cometer una serie de errores.

Yisbel y Dulce (pareja 3) utilizan también los métodos grafico (figura 3) y numé-
rico sin que se les pida, pero en este caso utilizan trapecios para la primera seccion
de curva, aunque no lo hacen para la tltima (en ésta darfa el valor exacto del
area). El esquema que mantienen consiste en la aplicacion de un procedimiento
rutinario sin cuestionarse sobre la mejor manera de resolver el problema. Es una
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Figura 3

N

ks

automatizacion de un proceso, “me dan un problema que parece similar a uno
anteriormente trabajado y aplico el mismo esquema”.

La resolucion algebraica del problema la extrapolan directamente del pro-
cedimiento utilizado para el caso de una funcion no definida a trozos, es decir,
calculan directamente la integral con el comando “Calculo”.

Figura 4
3
_ . )
IF(x = -1, — =% + 32 0. 6666777639
IF(x = -1, 1.363 o]
d
> * 3.000132202
TP < <200 1.545712809
L IFix = 2, —x + 43 |
-2

Y anaden que:

Las integrales nos dan positivas, lo que hicimos fue sumar y nos dio un valor.

Después calculamos la integral, pero de toda la matriz v nos dio un resul-

tado en forma de matriz (fisura 4). Pero sabemos que estos resultados son

los mismos que nos dieron, aproximados a los que nos dieron cuando lo

calculamos por separado. Entonces lo que hicimos fue sumar y nos dio un

valor muy aproximado al que nos dio cuando la calculamos por separado.
El drea es 5.212522774.
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Escriben en la pantalla:

Al calcular la integral definida entre —2 v 3, el resultado se expresa en una
matriz, debido a que es una funcion seccionalmente definida, dandonos el
valor del area en cada porcion de la grdfica. El valor del drea seria la suma
de los valores absolutos de la medida de cada porcion.

Estas estudiantes, a pesar de que calculan el valor de la integral definida,
no se cuestionan la manera como Derive presenta la informacion. Simplemente
aceptan las respuestas que les da el software.

En este problema se observan varias cuestiones: a pesar de que, cuando tra-
bajaron en el problema anterior con la funcion continua, fueron capaces de determi-
nar cudles eran las propiedades relevantes para su resolucion, en este problema
sucedié lo contrario, es decir, no son capaces de establecer una conexion entre
los resultados obtenidos con los registros algebraico vy gréfico, son incapaces de
identificar con coherencia la informacion suministrada por el problema vy no
coordinan coherentemente los diferentes registros utilizados. Resuelven correc-
tamente la tarea y cometen errores. El hecho de que la funcion sea continua
a trozos parece influir de manera notoria en su razonamiento. Los integrantes
del equipo 3 trataron de aplicar el mismo procedimiento directo que el utilizado
en el primer problema. Se puede decir que se centraron exclusivamente en los
aspectos instrumentales, sin que mediase una reflexion en relaciéon con lo que
pudiese ser la mejor manera de resolver el problema.

PRrROBLEMA 3

En este problema, los estudiantes fueron capaces de representar sin dificultad
la funcion cuadratica y calcular la integral en los intervalos [1, 4] v [4, 6]. Sin
embargo, cuando descomponen el intervalo de integracion no consideran el
valor absoluto de la funcion para el calculo de la distancia, sino que calculan
la integral y luego toman el valor absoluto, lo que evidencia el error conceptual

b b
que identifica f ‘f(x)‘d)(: f f(x)dx| (figura 5).
b a
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Figura 5 “

10 2
I (t - 2.t - &) dt
1

-18

5

2
_I- (t - 2.t - & dt
4

14, 66656666

6
J‘ 2
(t - 2.t - 8) dt
1 Area iz |-18| + 1466666566
-3.333333333 Area := 3266665566

Cuando se les pregunto acerca del significado de los resultados, Marcos (M)
y Pedro (P) (pareja 1) sefialaron:

P El desplazamiento es algo asi como el arco
(fisura 6), la distancia total recorrida v el des- |
plazamiento es la medida de lo recorrido.

M: Si lo llevamos a matemdtica, el desplazamiento .
es la integral v la distancia es el drea. - -

Figura 6
Dulce (D) y Yisbel (Yi) (pareja 3) indicaron al respecto:

Yi: Que la distancia es todo el recorrido que hizo la
particula (indicaron con el cursor las porciones
en la grafica, figsura 7) v el desplazamiento
es como la distancia que se encuentra del
punto de partida. Por ejemplo, porque él puede
ir y venir al mismo punto, entonces el desplaza-
miento serda cero, v si recorre mas a la izquierda
del punto serd negativa.

Figura 7
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Figura 8 10
5
- 2 4
-5
-10
Juan () dijo:
J: Que es un desplazamiento que va hacia la izquierda v, cuando voy a

buscar la distancia, es el valor absoluto de las integrales, entonces seria
desde 1 hasta 4 (senalo en la grafica la porcion), en valor absoluto, por-
que éste es negativo (sefialo la porcion bajo el eje OX) v desde 4 hasta
6 (sefialo en la grafica la porcion). Entonces calculo primero la integral.
Entonces, sumaria los dos resultados... v ése es el valor de la distancia
recorrida (figura 8).

Ricardo (R) y Vicente (V) (pareja 4) sefialaron ante la pregunta del investiga-

dor (I):

=&

SR TARA TR

¢Qué significa s(t) = —3.333333333?

Que se desplaza a la izquierda, va que es negativa.

¢Esa es la primera parte?

Si.

La segunda parte écomo piensas hacerlo?

Vamos a ver como lo hacemos.

Vamos a tener que graficar y resolvemos por integrales, los intervalos que
den por debajo y los que den por arriba.

¢Por qué?

Porque la parte de abajo sera negativa v una distancia no puede ser
negativa.

¢Como sabes que es negativa?

Primero hay que graficar para ver si hay parte negativa.

Suponiendo si una parte por debajo, le aplicamos valor absoluto.
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Finalmente, Maream (Ma) y Carlos (C) (pareja 2) dicen:

C:  El desplazamiento nos da negativo, pero sabemos que es que se des-
plaza hacia la izquierda.

¢Cuanto te da la distancia?

C: 32.66066.

¢Cudl seria el movimiento de la particula? Porque una te da —3 v el
otro 32.6606.

Ma: Este 3, es que él se devuelve varias veces.

]

el

Notese que, en el proceso de solucion de este problema, los estudiantes no usan
los métodos de aproximacion por rectangulos, trapecios, etc. Se ha podido obser-
var que la interpretacion de los conceptos fisicos involucrados es poco precisa e,
incluso, la representacion matematica de dichos conceptos es equivocada, pues no

b b
tienen claro que la igualdad ff(x)dx = ff(x)dx , No se cumple en general.
b a

Yisbel vy Dulce (pareja 3) relacionaron la integral definida con el desplaza-
miento v el valor del area con la distancia; mientras que Marcos y Pedro (pareja 1)
confundieron estos términos con la longitud de la curva; Maream y Carlos (pareja
2) creyeron que el valor negativo estd asociado con una cierta oscilacion de la
particula; Juan supuso que el problema se remite al simple calculo de la integral
y el area, aunque no se puede asegurar que lo relacione con el movimiento
de la particula sobre una recta; Ricardo y Vicente (pareja 4) tienen la misma
concepcion que Juan. Los estudiantes no logran interpretar adecuadamente el
significado de la integral definida cuando se aplica a una situacion en un con-
texto diferente al matematico.

PROBLEMA 4

En cuanto a este problema, los estudiantes, al usar Derive, debian calcular la lon-
gitud del arco de curva entre —25 y 25 para, a continuacion, calcular el area de la
superficie que cubre el tunel (multiplicando por 300), para finalmente calcular el
monto total multiplicando por 1.75. En la siguiente figura se muestra el calculo
hecho con Derive.
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Figura 9
. 2.195543208-104
F(x) = 25-cos| "X mx ) ) 320810
50 25 -SIN ——
T
; -7 X
R 2
-2
if(x) 7318477362 2.195543208-104-1.75
ax
T X 73.18477362-300 3.842200613-104
SIN —
2

El costo total es aproximadamente de $38 422.

En este problema se observaron una serie de dificultades que se manifesta-
ron a partir de algunos errores cometidos por los estudiantes.
Marcos (M) y Pedro (P) (pareja 1):

M: Nos piden que busquemos el costo total por la aplicacion del sellador
sobre la supetficie de un tinel, pero entonces, para poder buscar toda el
drea de la superficie del tunel, nos daban la funcion del arco del tinel
Entonces buscamos el drea.

[ ¢El drea?

M: La integral.

P: Integramos la funcion.

I ¢Cudnto dio la integral?

M: Desplaza el cursor sobre las sentencias sin escoger ningund.
[ ¢éDonde esta la funcion?

M: (Indican la expresion)
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[

(T crees que la medida del arco se calcula con la integral de esa fun-
cion?

M: El arco en si no es la funcion que nos dieron v la integral.
P Viene siendo la medida del que nos daba aqui, entre —25 y 25, la medi-

da del drea del arco, pero asi, en forma plana, multiplicandola por
una profundidad de 300 pies, nos da el darea total del tunel.

Se observa que, a pesar de que los estudiantes tienen la idea de como resol-
ver el problema, cometieron varios errores; el primero corresponde a la aplicacion
de la formula para calcular la longitud del arco; esto tiene que ver con el con-
tenido matematico. El segundo esta relacionado con la idea que mantienen los
estudiantes de la integral definida asociada al area de una region plana.

Por otra parte, Maream (Ma) y Carlos (C) (pareja 2) sefialaron:

Primero copiamos la ecuacion.

¢Después?

Graficamos. Como me dicen que estd entre —25 v 25. Entonces calcu-
lamos la integral de esa ecuacion. Eso me da 795.7747154.

¢Eso es qué?

: No sé.

¢Qué tienes escrito en el papel?

Lo que copié. Aqui me dicen que tiene 300 pies de largo por 50 de
ancho. El area de esa lamina, que es como un rectangulo, seria para
mi 15 000 pies®. Ahi me dicen que por cada pie® es 1.75 dolares.
Entonces dije que 15 000 pies? por 1.75, para mi éste seria el costo,
pero asi manual, pero aplicando la integral me da 795.7747154.

Maream y Carlos consideran que el problema se resuelve calculando la integral
directamente. No relacionan el concepto de integral definida con lo que les pide
el problema y, como consecuencia, no logran explicarse por qué se obtienen resul-
tados diferentes cuando resuelven (mal) el problema con lapiz v papel (figura 10)
y cuando creen que lo resuelven con Derive. Esta falta de coordinacion entre dos
registros les impide avanzar. Al igual que la pareja anterior, las respuestas de estos
estudiantes muestran que no han identificado cudl es la informacion relevante del
problema.
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Figura 10
= TOpien
fncho = O -
(osto= 1,15delones et 0¢ ¢

pela
A = 300 5O
A = 15000 pte

4‘300"?“‘/ /4%:,2“

Ricardo (R) y Vicente (V) (pareja 4), manifestaron lo siguiente:

R: Primero nos piden la longitud del arco que describe el tunel.

I ¢La longitud del arco? éCémo es eso? ¢Qué es lo que piden?

R: El costo total es la cosa. De la forma que forma un ttnel, que es mol-
deado por un sellador v nos dan la ecuacion del tinel. Pero para buscar
la longitud de una curva, primero hay que usar una ecuacion, primero
derivamos la funcién, elevamos al cuadrado, le sumamos 1 v elevamos a
la raiz, integramos. Pero nos piden el costo, el costo seria esto por 300,
que seria el largo del tunel v luego multiplicado por 1.75, que es el metro
cuadrado, nos daria el costo del tunel del material. En conclusion el
costo total del tunel serd de $38 422.

Se observa que Ricardo y Vicente identificaron correctamente la informacion
y los procesos que les ayudaron a resolver el problema. Sin embargo, aparecen
en sus intervenciones algunas imprecisiones en la manera de comunicar sus
ideas matematicas.
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Juan ()), indico que:
J: Lo primero que dicen es que calcule el costo total, entonces tendria
F(x) = 25 COS(T;(;() EsaF(x)derivada, ese valorlo elevo al cuadrado para

poderlo meter en la formula, a eso le busco la integral
2

X
/ \ 1+ — , eso me daria 73.18477362. Este resul-
25

tado es el largo. Fara calcular el darea total, es el largo por el ancho,
entonces seria 73.18477362 por 50, que el ancho, eso me da 3659.238681;
eso lo multiplicamos por 1.75 dolares, que es lo que vale cada pie cuadra-
do y eso me daria el valor total del costo (le da 6 403.66).

Se observa que, al igual que la pareja anterior, Juan no muestra dificultades
en la resolucion del problema. Sin embargo, confunde la profundidad del ttinel
con su ancho.

En la resolucion de este problema, se tienen elementos para conjeturar que
los estudiantes no aplican correctamente la interpretacion de una integral definida
en contextos no matematicos, incluso cuando la integral se utiliza para calcular
longitudes de arco en lugar de areas (pareja 1). Es pertinente destacar que Maream
y Carlos (pareja 2) exhiben contflictos en el proceso de transitar entre representacio-
nes. También muestran una interpretacion errénea de la informacion.

CONCLUSIONES

Del andlisis realizado se ha podido observar que, cuando los estudiantes trabajan
con funciones continuas en problemas situados en un contexto matematico, lo-
gran identificar con eficiencia la informacion suministrada en el problema v utili-
zan los diferentes sistemas de representacion haciendo conversiones entre ellos
y logrando la coordinacion que senala Duval (1993).
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Sin embargo, trabajando también en el contexto matematico, cuando en el
problema intervienen funciones continuas a trozos, presentan dificultades de
interpretacion, lo que muestra una falta de coordinacion entre los diferentes
sistemas de representacion, tanto cuando plantean su resolucion como cuando
calculan las integrales. Hemos observado que, cuando tienen que utilizar como limi-
tes de integracion puntos en los que la funcion no es continua, cometen errores
relacionados con una comprension parcial del concepto de continuidad.

Cuando los problemas estan fuera del contexto matemaético, como es el caso
de los problemas 2y 3, en los que la integral no esta asociada al calculo del area,
los estudiantes muestran diferentes errores que nos permiten afirmar que, al
introducir el concepto con un fuerte componente geometrico (haciendo uso de
la diversidad de aproximaciones suministradas por el PU), se presentan grandes
dificultades para interpretar la integral definida como un valor que puede medir
longitudes (desplazamientos, arcos de curva, etc.). Los estudiantes identifican, en
algunos casos, de manera incorrecta la informacion contenida en el problema,
haciendo un uso incorrecto de las diferentes representaciones.

En cuanto al uso del cas, hemos visto que contribuye eficientemente a pro-
mover la construccion del concepto de integral definida cuando aparece asociado
al calculo del &rea. Sin embargo, en otros contextos distintos al matematico, se
convierte en un simple artefacto de calculo y se queda incompleto el proceso
de génesis instrumental necesario para una apropiacion total de la herramienta
tecnoldgica como un instrumento de aprendizaje de los conceptos matematicos.
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