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Resumen: En el aprendizaje de las matematicas se suelen observar problemas
debido a que los conceptos involucrados resultan a menudo complejos por su alto
nivel de abstraccion. Se han detectado problemas en el aprendizaje de los conceptos
asociados al tema de conteo. Dos conceptos basicos de conteo son la ordenacion
v la combinacion.

En este trabajo se disena y analiza una propuesta didactica para el aprendizaje
de las ordenaciones y combinaciones apoyada en la teoria APOE. Se presenta dicho
analisis v los resultados obtenidos a partir del trabajo de los estudiantes con la
propuesta realizada.
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Counting: analysis of a didactic approach

Abstract: Learning mathematics often causes problems to students. Given the com-
plexity of the concepts involved and their high level of abstraction, their learning
becomes a difficult task. Problems arise in the learning of the concepts of counting and
in the acquisition of the techniques of counting. Two basic concepts in counting are
permutations and combinations.

This work considers a didactical approach for the learning of permutations and
combinations based in Apos Theory. The analysis and the results from the work done
by the students are presented and discussed.

Keywords: counting, A0S Theory, experiment in classroom, permutations, com-
binations, algebra.
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INTRODUCCION

La matematica discreta es la rama de las matematicas que estudia los conjuntos
discretos que pueden ser finitos o, que si no son finitos, se presentan como los
ntimeros naturales, es decir, conjuntos numerables u objetos bien separados entre
si. Un objeto discreto se contrapone a la idea de continuo. Dentro de la mate-
matica discreta tenemos la combinatoria, que estudia colecciones, por lo general
finitas, de objetos que satisfacen ciertos criterios y contar colecciones de estos ob-
jetos. Los problemas de conteo son dificiles, pues requieren de un andlisis cui-
dadoso de su estructura. Para contar, es necesario saber qué caracteristicas debe
cumplir lo que se desea contar, por ejemplo, el hecho de que sea necesario o
no el orden o la repeticion.

El concepto de orden vy repeticion tiene un significado muy claro para todos
fuera de las matematicas. Estos términos se usan en el lenguaje natural y se com-
prenden en ese contexto. Pero al empezar el estudio formal de las ordenaciones
y las combinaciones, los alumnos no distinguen las caracteristicas relevantes del
problema y tienen serias dificultades para resolverlo. Entonces, la manera como se
cuenta se convierte en un problema didactico, pues las ideas de orden y repeticion
se entienden fuera del ambito escolar, pero cuando se abordan con determinados
conjuntos, se pierde la transparencia que tienen en otros ambitos.

En este articulo se estudian las preguntas de investigacion: ¢Qué construcciones
mentales necesitan realizar los alumnos para construir las nociones de ordenacion
y combinacion? ¢Es posible disefiar una secuencia didactica que permita lograr
una mejor comprension de estos conceptos por parte de los alumnos?

ANTECEDENTES

Se llevd a cabo una revision bibliografica en la red vy en libros sobre el tema de
conteo vy se llegd a la conclusion de que se ha llevado a cabo poca investigacion
sobre este tema. Se encontrd un articulo de English (1993), en el que se discuten
los resultados de un experimento con nifos de 7 a 12 anos que no habian estu-
diado problemas que involucraran conteo. Se les plantearon seis problemas de
combinatoria, tres en dos dimensiones y tres en tres dimensiones. Los nifios tenian
que encontrar todas las combinaciones posibles para vestir a osos de peluche con
shorts y blusas de diferentes colores (dos dimensiones) y shorts, blusas y raquetas
diferentes (tres dimensiones). Los nifios tenian los 0sos, la ropa v las raquetas para
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que fisicamente pudieran vestir a los 0sos. Se elaboraron tablas para comparar el
uso de las estrategias en los distintos grupos de edades, el cambio de estrategia
entre los problemas de dos dimensiones y los de tres dimensiones, los cambios al
avanzar en los problemas v la solucion de dos de los problemas en comparacion
con un grupo piloto. Se llegd a dos conclusiones importantes para la matematica
educativa: la diversidad de estrategias que los nifos usan para resolver un pro-
blema y el potencial de los ninos en el aprendizaje autobnomo de conceptos de
matematica discreta. La autora concluye que se necesita prestar mayor atencion a
la brecha que existe entre la habilidad actual que tienen los nifios en matematicas
v lo que son capaces de lograr a través de la solucion de problemas. Es necesario
retar a los nifios con problemas que no requieran recordar conceptos para resolver,
sino méas bien que necesiten procesos de pensamiento matemético que, por lo
general, no se detectan en las clases tradicionales v deja abierta la clara necesidad
de hacer mas estudios sobre el tema de combinatoria.

En el libro Introduction to Discrete Mathematics with ISETL de Dubinsky y Fenton
(1996), se introducen y discuten problemas relacionados con el conteo: ordena-
ciones y combinaciones que los alumnos resuelven utilizando un programa de
computadora (SETL). El disefio del libro sigsue un enfoque constructivista basado
en la teorfa APOE, es decir, estd disefiado para que los alumnos construyan por si
mismos los conceptos matematicos necesarios en la solucion de problemas, pero no
se han hecho investigaciones que permitan analizar su efectividad en la ense-
nanza de la matematica discreta en general, ni del conteo en particular.

En este trabajo se intenta contribuir a la investigacion acerca de la forma en
la que los alumnos enfrentan los problemas de conteo cuando se les ensena
siguiendo una estrategia constructivista. En particular, nos interesa determinar si es
posible disenar una estrategia de ensenanza que permita a los alumnos aprender
los conceptos de conteo de manera significativa, asi como investigar cuales son las
estrategias que utilizan los alumnos cuando enfrentan problemas de conteo por
primera vez y como evolucionan sus estrategias durante el proceso de ensefan-
za, ademas de sefialar algunas de las dificultades que enfrentan los alumnos en
la solucion de este tipo de problemas.

MARCO TEORICO

La teorfa APOE proporciona una base teorica para analizar la forma en la que
se construyen los conceptos matematicos para estudiar como evolucionan las
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construcciones de los alumnos vy, al mismo tiempo, permite disefiar estrategias
didacticas para ayudar a los alumnos a hacer las construcciones necesarias
para que esta evolucion tenga lugar y se logre un aprendizaje de los conceptos
matematicos mas significativos (Asiala et al, 1998: Dubinsky y McDonald, 2001).
Los componentes esenciales de la teoria APOE son: acciones, procesos, objetos v
esquemas, ademas de la abstraccion reflexiva que se considera como mecanismo
de construccion; este mecanismo da lugar a los procesos de construccion de
conocimiento, como son la interiorizacion, la generalizacion, la coordinacion, la
encapsulacion y la reversion.

Dentro de esta teoria, se hacen descripciones detalladas llamadas descom-
posiciones genéticas en términos de ciertas construcciones mentales para crear
hipétesis de como se aprenden los conceptos mateméticos. La descomposicion
genética pone en relieve las construcciones cognitivas que pueden ser necesarias
para el aprendizaje. Actualmente se cuenta con descomposiciones genéticas disefia-
das por diversos autores sobre una variedad de conceptos matematicos (McDonald
et al, 2000; Gavilan et al. 2006; Trigueros et al, 2008).

Con base en la teoria APOE, se propuso la siguiente descomposicion genética
como sustento teorico de la investigacion. En ella se muestran las construcciones
mentales que se piensa deben hacer los alumnos para construir los conceptos de
ordenacion y combinacion dentro del tema de conteo: al enfrentar un problema
de conteo, los alumnos requieren llevar a cabo las acciones necesarias para des-
glosar el problema v mostrar explicitamente todos los casos posibles, a fin de
poder contar fisicamente. Cuando los alumnos reflexionan sobre estas acciones,
las interiorizan en un proceso en el cual ya no es necesario desglosar el problema e,
incluso, pueden generalizar el proceso para simbolizarlo en una formula que tenga
sentido para ellos. Cuando los alumnos utilizan estos procesos v reflexionan sobre
ellos, los encapsulan en un objeto. En este momento pueden comparar formulas,
utilizar en un problema dos férmulas distintas cuando es necesario, distinguir
entre diversas situaciones, distinguir las formulas que se deben emplear en cada
caso e incluso desencapsular el objeto en el proceso que le dio origen.

Después de una primera experiencia de investisacion, de la cual se hablard méas
adelante, se decidio refinar la descomposicion genética para permitir a los alumnos
distinguir claramente entre los procesos necesarios para resolver problemas donde
el orden es relevante (para simplificar la lectura se les llamara problemas con orden)
de aquellos donde el orden no es relevante (problemas sin orden).

La descomposicion genética refinada, sobre cuya base se disené la nueva serie
de problemas, es la siguiente: se agrego la accion de comparar distintos problemas
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con y sin orden para que los alumnos distinguieran entre ambos tipos. Cuando
los alumnos interiorizan la accion de distinguir un problema sin orden de otro con
orden, son capaces de llevar a cabo la accién de dividir la formula de ordenacion
vy realizar el proceso de conteo que conduce a la generalizacion en una formula
de combinacion que pueden usar para resolver problemas sin orden. Cuando los
alumnos reflexionan sobre los procesos anteriormente mencionados, los encap-
sulan para construir el objeto conteo de combinacion. En este momento, podran
hacer comparaciones entre el objeto ordenacion vy el objeto combinacion.

METODOLOGIA
El tema de conteo se introdujo mediante una secuencia que incluyo:

» Una primera serie preliminar de problemas con orden disefiados a partir de
la descomposicion genética, con la finalidad de que los alumnos reflexiona-
ran sobre sus acciones e iniciaran asi la construccion de los distintos proce-
sos v objetos necesarios para la comprension de los conceptos matematicos
del conteo: ordenacion. Esta serie se aplico en los dos semestres que se
estudiaron.

* Una segunda serie preliminar de problemas sin orden disenados a partir de
la descomposicion genética y con la misma finalidad de la serie anterior,
pero en el tema de combinaciones. Esta serie fue aplicada en el primer
semestre, pero como los alumnos de la primera experiencia tuvieron muchas
dificultades para resolver los problemas donde el orden no es relevante, se
decidid revisar la descomposicion genética, puesto que los alumnos no
habian realizado las construcciones mentales que se esperaba.

 Se refino la descomposicion genética y se disefio una nueva (tercera) serie
de problemas con y sin orden, con la finalidad de diferenciar entre ambos
tipos de problemas y para aplicarse en una nueva experiencia conjunta-
mente con las otras dos.

La primera experiencia se llevd a cabo en el semestre agosto-diciembre de
20006, en ella se utilizaron las dos primeras series de problemas, una con orden
y otra sin orden. Una vez refinada la descomposicion genética con base en los
resultados obtenidos de la primera experiencia, se llevo a cabo otra experiencia
en el semestre enero-mayo de 2007. En esta ocasion se utilizo, ademas de las dos
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series de problemas antes mencionadas, una serie adicional de problemas que,
como se describi6 anteriormente, incluia tanto problemas sin orden como proble-
mas con orden, a fin de proporcionar a los alumnos oportunidades de diferenciar
entre ellos. En ambas ocasiones los alumnos participantes cursaban la materia de
Algebra Superior I en una universidad en México. Alsunos problemas incluidos en
las series se tomaron de los libros Cardenas et al. (1979), Grimaldi (1997), Kolman
et al. (1997), Niven (1995), y Reyes (2005).

Los alumnos trabajaron los problemas incluidos en cada una de las series
de problemas en varias ocasiones que denominaremos etapas, con el objetivo de
proporcionarles repetidas ocasiones de reflexion y favorecer asi los procesos de in-
teriorizacion de sus acciones y de encapsulacion de los procesos:

Etapa 1. Antes de estudiar el tema en una clase de dos horas que incluyo
trabajo colaborativo en equipos sin ayuda de ningtin maestro o libro.
Etapa 2. A través de una discusion general en clase sobre el tema de conteo

correspondiente: ordenacion (con orden) o combinacion (sin orden).
Etapa 3. Después de haber generalizado los procesos en férmulas, se pidio
a los alumnos que resolvieran algunos problemas de la serie, con la
finalidad de comparar las soluciones de los alumnos con la estrategia de
solucion de la primera vez.
Etapa 4. De manera individual, los alumnos resolvieron los problemas como
tarea.

Ademas de las etapas anteriores, se aplicaron dos exdmenes de conteo que
incluian preguntas donde el orden es importante v otras preguntas donde no
existe el orden.

A continuacion se presentan algunos problemas junto con su solucion y ana-
lisis a priori. Mas adelante se hace el analisis de las respuestas de los alumnos
a dichos problemas.

PROBLEMA 1. PROBLEMA DE LA SERIE DE PROBLEMAS CON ORDEN

Los coches marca BMW se producen en cuatro modelos, ocho colores, tres
potencias de motor y dos tipos de transmision.

a) éCudntos coches distintos pueden fabricarse?
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b) éCudntos coches distintos de color azul se pueden fabricar?
¢) ¢Cudntos coches distintos de color azul y potencia de motor V-8 pueden
fabricarse?

Solucion:

a) 4X 8 X 3% 2= 192 coches distintos.
b) 4 X 3 X 2= 24 coches azules.
¢) 4 X 2= 8 coches azules y motor V-8.

En este problema se espera que los alumnos lleven a cabo la accion de selec-
cionar los datos relevantes para cada inciso: en el inciso a, cuatro datos; b, tres
datos, v ¢, dos datos. Si tinicamente pueden realizar acciones, puede ser que
escriban todos los casos. Si los alumnos efecttian el producto, indicaria que ya
interiorizaron dicha accién en un proceso.

PROBLEMA 2. PROBLEMA DE LA SERIE DE PROBLEMAS SIN ORDEN

éDe cudntas formas se puede escoger un equipo de basketball (cinco jugado-
res) de entre 12 jugadores posibles? ¢Cudntos equipos incluyen al mas débil y
al mas fuerte?

12
Solucion: ( 5 j =792 equipos.
10 _ g ,
( ; ] =120 equipos con el mds débil y el mas fuerte.

En este problema se espera que los alumnos realicen la accion de reconocer
que no importa el orden v, si resuelven como ordenacion, dividir para quitarlo.
Ademas, deben reconocer que no puede haber repeticiones por tratarse de per-
sonas. En la segunda pregunta se espera que lleven a cabo la accion de restar
del total de personas a la mas débil y la mas fuerte v componer el equipo de tres
personas. Puede ser que intenten la accion de escribir todos los casos y contarlos.
Si los alumnos efecttian el producto y la division, indicaria que va interiorizaron
las acciones en un proceso.
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PROBLEMA 3. PROBLEMA DEL EXAMEN

En una taqueria se pueden pedir los tacos al pastor con o sin cebolla, con o sin
cilantro, con o sin pifia v con o sin salsa. ¢De cudntas formas se pueden ordenar
los tacos?

Solucion: OR; =2X2X2X2=16

En este problema se espera que los alumnos realicen la accion de reconocer
que cada ingrediente puede o no estar presente en los tacos, lo que les da dos
opciones. Si los alumnos efectiian Uinicamente acciones, puede ser que escriban
todos los casos. Si los alumnos han interiorizado la accion en un proceso, entonces
reconoceran que el problema consiste en una ordenacion con repeticion y usaran la
formula: OR™ = n™ con n objetos y m por seleccionar. En el caso de que se utilice
la formula, es importante distinguir si la usan de manera correcta y como la usan.

PROBLEMA 4. PROBLEMA DE LA SERIE DE PROBLEMAS CON Y SIN ORDEN
(DESCOMPOSICION GENETICA REDISENADA)

Sean los ntmeros 1, 2, 3, 4. No puedes repetir los ntimeros.

a) ¢Cudntos ntmeros de dos digitos pueden formarse? Recuerda que existe
orden pues 12 # 21.

b) éCudntos conjuntos de dos elementos pueden formarse? En este caso no
hay orden {1,2] = [21].

¢) éQueé diferencia hay entre los dos incisos anteriores?

d) éComo puedes relacionar las respuestas de los incisos a y b?

Solucion:
a) 07 =4-3 =12 numeros de dos digitos.

4
b) (2] =6 conjuntos de dos elementos.
¢) En el inciso a hay orden mientras que en b, no lo hay.

d) Debe dividirse el inciso a entre 2! = 2 (permutaciones de dos elementos)
para obtener el inciso b.

98 EpucacioN MATEmATICA, vol. 21, num. 1, abril de 2009

EM21-1_pp097-112.indd 98 4/13/09 12:51:40 PM



Hilda Salgado y Maria Trigueros

En este problema se espera que los alumnos lleven a cabo la accion de dis-
tinguir el inciso a, con orden, del inciso b, sin orden, y asi contestar el inciso c.
En el inciso d, deben relacionar las respuestas de los incisos ay by darse cuenta
de que existen menos conjuntos que ntimeros, pues hay secuencias que en a se
cuentan como diferentes, mientras que en b se cuentan como una. Si realizan
Unicamente acciones, puede ser que escriban todos los casos. Si los alumnos va
interiorizaron la accion en un proceso, entonces en el inciso d dividiran el inciso
a entre 2! = 2, pues son dos secuencias iguales, para obtener el inciso b.

PROBLEMA 5. PROBLEMA DE LA SERIE DE PROBLEMAS CON Y SIN ORDEN
(DESCOMPOSICION GENETICA REDISENADA)

Si tienes 10 objetos v quieres escoger a los 10 objetos, ¢cudntas formas hay de
escogerlos sin importar el orden en que los tomes?

Solucion: ng =1 forma.

En este problema se espera que los alumnos efecttien la accion de reconocer
que el orden no importa y solo existe una forma de tomar 10 objetos de 10
objetos. Si llevan a cabo tinicamente acciones, puede ser que escriban el caso. Si
los alumnos contestan correctamente sin escribir el caso, puede ser que hayan
interiorizado la accion en un proceso.

PROBLEMA 6. PROBLEMA DE LA SERIE DE PROBLEMAS SIN ORDEN

¢Cuantas palabras distintas pueden formarse con las letras de la palabra mississi-

“« »

ppi que no tengan las letras “s” consecutivas? ilEXPLICA DETALLADAMENTE CUALES
FORMULAS USAS Y POR QUE!! La explicacion cuenta la mitad de la pregunta.

7 (8
Solucion: — palabras distintas.
421\ 4

En este problema hay varias acciones: la accion de separar las letras “s” de
las demés letras, la accion de permutar las demaés letras y la accion de introducir

“« . »

nuevamente las letras “s” Estas acciones se pueden interiorizar en un proceso.
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Dada la dificultad del problema, no es de esperar que puedan resolverlo correc-
tamente en un primer acercamiento.

Las producciones de los alumnos se revisaron en cada etapa para determinar
cudles acciones habian interiorizado en un proceso v si algunos procesos se
habian encapsulado en objetos. También se tomo en consideracion el hecho de
que los alumnos pudieran estar en transito entre accion y proceso o entre pro-
ceso y objeto. El maestro iba anotando todas las preguntas, respuestas, dudas,
comentarios, etc, que surgian en el momento de la discusion en clase, asi como
el procedimiento que siguio para llegar, junto con los alumnos, a encontrar las
relaciones entre los conceptos que se pueden expresar en términos de formulas de
conteo. Para el andlisis, se utilizo esta bitacora conjuntamente con toda la pro-
duccion de los alumnos.

Es importante aclarar que lo anterior se hizo en condiciones reales de clase.
La metodologia seguida en clase fue consistente con la metodologia ACE (activi-
dades, discusion en clase y ejercicios) de la teorfa APOE.

ANALISIS DE LAS PRODUCCIONES DE LOS ALUMNOS
PRIMERA EXPERIENCIA

Se analizaron las respuestas de los alumnos del semestre agosto-diciembre de
2006 a las diversas actividades disenadas con base en la descomposicion genéti-
ca. A'lo largo del andlisis, se hizo evidente que la accion de desglosar el problema
para contar fisicamente fue interiorizada por 95% de los alumnos, en un proceso
que les permitia encontrar la solucion. Esto puede observarse en la respuesta de un
orupo de alumnos al problema 1 presentado anteriormente:

a) Los miembros del equipo hacen un diagrama para un modelo por color,
potencia y transmisién, como accién para desglosar el problema y contar
fisicamente. Multiplican por 4, pues existen 4 modelos.
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En los incisos by ¢ los alumnos solamente hacen la accion de multiplicar los
datos que necesitan sin necesidad de dibujar un diagrama y contar fisicamente
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En el andlisis de los resultados de los alumnos se encuentran datos que
muestran que han interiorizado las acciones de suma y enumeracion de casos
en un proceso en el que generalizan dichas acciones. Los alumnos poco a poco
dejan de contar fisicamente para introducir productos vy, posteriormente, genera-
lizan estos productos en férmulas.

Sin embargo, en el caso de la serie disefiada con los problemas donde el orden
no existe, los alumnos tuvieron dificultades. Unicamente un grupo de tres alum-
nos resolvio los problemas cuando los enfrentaron por primera vez. La informacion
recabada se analizd con base en el marco teorico para averiguar si, efectivamen-
te, los alumnos llevaban a cabo las construcciones mentales que se habian pro-
puesto en la descomposicion genética. El resultado de este estudio mostro que
dicha descomposicion no incluia la necesidad de realizar acciones especificas
que permitieran a los alumnos distinguir entre los problemas que incluyen orden
vy los que no lo incluyen. Esto puede observarse en la respuesta de un equipo al
problema 2, sin orden, presentado anteriormente:

Los miembros de un equipo resuelven la pregunta de forma incorrecta, pues
cuentan como si hubiera orden. No escriben casos y no son capaces de respon-
der la segunda parte.
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Como esta situacion se presento en las respuestas de todos los equipos, excep-
to uno, se considerd necesario refinar la descomposicion genética para que diera
cuenta de mejor manera de las observaciones del trabajo con los alumnos. Una
vez refinada la descomposicion genética, se rediseid la serie de problemas sin
orden y se probd en una segunda experiencia en la que se considero la inclusion
de problemas de distinta indole, a fin de que los alumnos efectuaran las acciones de
comparar y diferenciar.

Los resultados del andlisis de la solucion del examen muestran evolucion en la
comprension de los conceptos involucrados en el tema de conteo: ordenaciones
y combinaciones. En un principio, todos excepto cuatro alumnos realizaban un
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diagrama o un dibujo o escribian los casos como accion para desglosar el pro-
blema v contarlos fisicamente. Mas adelante, interiorizaron estas acciones en un
proceso que les permitia encontrar el resultado por medio de un producto. En
el examen, Uinicamente seis alumnos requirieron un diagrama, cinco de ellos sélo
lo usaron para comprobar su respuesta, utilizaron correctamente las formulas
adecuadas y mostraron comprension de sus distintas componentes.

Solo un alumno no logro hacer la interiorizacion comentada anteriormente
vy su estrategia de solucion continué ligada a la accion de contar los casos expli-
citamente o hacer un diagrama a partir del cual sea posible contar.

En las respuestas de algunos alumnos al problema 3 del examen, presentado
anteriormente, puede observarse un ejemplo que muestra que han interiorizado las
acciones en un proceso que les permite el uso correcto de formulas.

En este caso, sélo un alumno hizo un arbol, pero lo hizo mas bien con el ob-
jetivo de comprobar su respuesta, pues también incluye la solucion mediante el
uso de la formula.

Los demas alumnos resuelven correctamente, excepto uno que se olvida de la
salsa y otro que considera que se puede o no pedir el taco. Todos los estudiantes
reconocen que cada ingrediente puede o no estar presente en los tacos, por lo
que hay dos opciones. Al parecer los alumnos va no requieren en este momento
hacer algiin diagrama como accion para desglosar el problema y contar fisica-
mente los casos.

El promedio del examen de conteo de 8.06 esta muy por encima del obte-
nido por los alumnos de la misma maestra en semestres anteriores, que no
pasaba de 6.
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SEGUNDA EXPERIENCIA

Nuevamente, el andlisis de los datos de esta experiencia muestra que la accion de
desglosar el problema para contar fisicamente fue interiorizada por 96% de los
alumnos, en un proceso que les permite encontrar la solucion mediante el pro-
ducto de los datos relevantes o la aplicacion de una formula.

Al introducir la nueva serie de actividades basada en la descomposicion gené-
tica revisada, se encontrd que se interiorizaron las acciones de comparar y dife-
renciar entre distintos tipos de problema vy, en esta ocasion, los alumnos fueron
capaces de distinguir cudndo un problema tiene orden y cuando no lo tiene.

A continuacion se muestra el trabajo de uno de los equipos al resolver el
problema 4, presentado anteriormente, realizado a partir de la descomposicion
genética redisenada.

a) Los miembros del equipo escriben todos los ntimeros como accion para
desglosar el problema y contar fisicamente.

b) Escriben el resultado correcto sin explicar su procedimiento.

@ Son 6/

¢) v d) Explican correctamente.
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Se reescribe la respuesta anterior, pues no esta muy legible.

¢) Que unos son # de 2 digitos v los otros son conjuntos (no importa el orden).
d) Que como son de dos digitos v en los conjuntos no hay orden, se reduce
a la mitad que si fueran digitos.

En esta pregunta, los miembros del equipo desglosan el problema para contar
en el inciso a, pero en el inciso b escriben el resultado sin desglosarlo. Aun cuan-
do no explican qué hicieron exactamente, la respuesta del inciso d muestra que
dividieron para quitar el orden. Estos alumnos reconocen la diferencia entre los
casos donde hay orden y donde no lo hay.

Posteriormente, los alumnos interiorizaron las acciones de desglosar y represen-
tan el problema en un proceso que las generaliza y los conduce a encontrar formu-
las generales. Un 23% de los alumnos incluso encapsulé la formula de ordenacion
en un objeto e hicieron en ella la division para quitar el orden, como se muestra en su
solucion al problema 5, presentado anteriormente, de la serie con vy sin orden. El
siguiente alumno utiliza la formula de ordenacion como objeto.

v
u
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A continuacion se presenta la solucion de un alumno que utiliza la formula
de combinacion directamente.

I ob)eh‘)é hay =n
r

Ooly.=m
Sin orden

(n): SO (¢ SR () 2 ¢ L
m/ (o-m)'m!  (0-10)0! 0! oL

-. Solo way 1 forma

El andlisis del examen de conteo muestra la evolucion de los alumnos en el
conocimiento del tema de conteo: ordenaciones y combinaciones. Una vez mas,
se encuentra que 24% de los alumnos requiere un diagrama, entre ellos, 90%
solo lo utilizan para comprobar su respuesta. El uso correcto de las formulas y
la explicacion de sus distintas componentes indica que los alumnos han interio-
rizado las acciones en un proceso que les permite distinguir cual formula usar
en cada problema y como aplicarla correctamente. Siete alumnos dan muestras
de haber encapsulado los procesos en un objeto que les permite plantear pro-
blemas donde se puedan usar dichas formulas y explicar como pasar de una
formula a otra, lo que no se logro en la primera experiencia. A continuacion se
escribe la respuesta de un alumno:

nl

Le inventé la letra —H = W n es el niumero de elementos que puedo
n—Kk)

tomar, como no se repiten se ordenan de la forma n! Primero puedo elegir
cualquier elemento, después elijo cualquiera menos el que va elegi, al final
solo queda un elemento por ser elegido. n-(n—1)-(n—2)-(n—3)- (1),

Solo voy a tomar klelementos, entonces solo se ordenan n (n— 1) (n — 2)
nl
h—k+1)=+7——.
(n— k)
Cuando solo los quiero combinar, puedo usar la formula anterior, pero
quitandole las formas en las que se podrian ordenar los elementos va ele-
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gidos, v ésa es la forma en la que se ordenan k elementos = k!, entonces,

) H nl
para quitarlo es — = ———.
K K(n— k)

A continuacion se transcribe el problema que un alumno plantea y resuelve
explicando la formula que emplea.

Tengo 7 libros distintos vy los quiero acomodar en un estante donde solo
quepan 4. ¢De cudntas formas lo puedo hacer?

7
m=7n=4 (7 4) 3 . Explicacion — tengo 7 v necesito acomodarlos
71
solo en 4 lugares 7-6-5- 4= 3

Finalmente se muestra el problema 6, presentado en la metodologia, donde se
necesitan usar las formulas de ordenacion y de combinacion.

Separa las letras
tienen orden vy utiliza la formula de permutacion distinguible. Para las letras “s
reconoce que se trata de escoger lugares, por lo que no existe orden ni repeti-
cion. Usa la formula de combinaciones. Al final multiplica para encontrar el total
de casos. Explica claramente todos los pasos.

u ”

de las demas letras. Reconoce que las demas letras

“«
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Nuevamente el promedio del grupo, 7.96, en este examen fue superior al de
otros semestres.

DISCUSION DE LOS RESULTADOS OBTENIDOS

Uno de los objetivos de este estudio consistio en determinar si era posible diseriar
una estrategia de ensefanza basada en una descomposicion genética que per-
mitiera a los alumnos construir los conceptos relacionados con el conteo, va
que la experiencia docente mostraba que son dificiles de aprender por parte de
los alumnos.

Para responder esta pregunta, se disefio una descomposicion genética que
sirvib como base para diseniar dos series de problemas relacionados con el conteo:
unos problemas que incluyeran orden y otros, sin orden. Con base en los resulta-
dos obtenidos en la primera experiencia y a través del andlisis de las construccio-
nes que los alumnos requerian para lograr la construccion de los conceptos, se
rediserio la descomposicion genética.
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Es importante notar que, al parecer, no existen investigaciones acerca del
aprendizaje del tema de conteo en la universidad, por lo que podria considerarse
que la descomposicion genética de los conceptos tratados en este trabajo consti-
tuye una contribucion tedrica al andlisis de la ensenanza del conteo.

Ambas descomposiciones genéticas se utilizaron como base para el disefio de
actividades que los alumnos resolvieron en repetidas ocasiones. El resultado
del uso en clase del ciclo ACE con las actividades v de la metodologia especifica
planteada permitio una clara evolucion en la construccion de los conceptos
involucrados en el conteo por parte de los alumnos.

Los resultados de la experiencia permitieron determinar las estrategias seguidas
por los alumnos en la solucion de los problemas. Cuando los alumnos enfrentaron
los problemas por primera vez, sus estrategias consistieron en el uso de métodos
graficos que les permitieran organizar la informacion y contar las posibilidades de
una en una. En la mayoria de los casos, los alumnos hicieron diagramas, enumera-
ron los casos y sumaron como accion para desglosar el problema y contar fisicamen-
te para encontrar el resultado. Poco a poco, estas acciones fueron interiorizadas en
procesos en los que los alumnos eran capaces de detectar patrones en la informa-
cion y utilizar operaciones para generalizar los patrones. Este uso de estos procesos
culmino en la deduccion de las formulas, lo que puso también en evidencia la
interiorizacion de las primeras acciones en un proceso. Esta interiorizacion se refleja
también en el uso de las formulas de manera efectiva y razonada en la solucion de
los problemas de conteo donde el orden fuera importante, lo cual puede conside-
rarse como un indicio de la transicion entre una concepcion proceso v una, objeto.

La solucion de problemas de conteo donde el orden no es importante pro-
vocd dudas que fueron dificiles de superar. Los alumnos no eran capaces de
diferenciar entre los problemas que involucran conteo con orden y conteo sin
orden; esto constituye un posible obstaculo en la construccion de los conceptos
relacionados con este tema de las matematicas y condujo a la refinacion de
la descomposicion genética y al disefio de nuevas actividades que permitieran
dicha diferenciacion. Los alumnos de la primera experiencia resolvieron estos
problemas utilizando las mismas estrategias que usaron al resolver los problemas
con orden, es decir, siguieron manteniendo el orden. Los alumnos de la segunda
experiencia no mostraron dichas dificultades. En ambas experiencias fue posible
observar la evolucion de la construccion de los conocimientos de los alumnos
relativos al conteo. En la segunda experiencia, los alumnos lograron ademas di-
ferenciar los distintos tipos de problemas de conteo v aplicar estrategias eficaces
en la solucion de los problemas.
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Aunque el proposito de este trabajo no consiste en comparar el desemperio de
los dos grupos utilizados en la experiencia, los resultados de este grupo que uti-
lizo actividades disefiadas con base en la nueva descomposicion genética fueron
aun mejores que los del grupo de la experiencia anterior. Esto parece indicar que
la descomposicion genética refinada funciona adecuadamente para predecir las
construcciones mentales que permiten a los alumnos construir los conceptos
relacionados con el tema del orden.

CONCLUSIONES

La experiencia didactica muestra que la construccion de los conceptos asociados
al conteo es dificil para los alumnos; este trabajo muestra que estas dificultades
pueden ser superadas mediante el diseno de una estrategia didactica basada en
consideraciones teoricas, en particular, en la teoria APOE.

El tema de conteo se introduce en muchas ocasiones en los niveles medio y
medio superior: secundaria y preparatoria. El trabajo didactico que se realizo en
este trabajo no supone ningtin conocimiento previo por parte de los alumnos. Por
lo tanto, la descomposicion genética desarrollada para esta experiencia podria ser
también de utilidad para disenar didacticas especificas para esos niveles. Las series
de problemas que se disefiaron con base en la descomposicion genética podrian
utilizarse con alumnos de estos niveles. El andlisis de la pertinencia, relevancia y
efectividad de este disefio podria ser materia de una futura investigacion.

Se encontré, en ambas experiencias, que pocos alumnos pudieron detectar los
casos. Diferenciar distintos casos dentro de un mismo problema implica, en primer
lugar, una comprension profunda del problema. Ademas, este tipo de problemas
requiere estrategias que no son faciles de generalizar, sino que se necesita una
experiencia que permita identificar las posibilidades de eleccion dentro del proble-
ma vy clasificarlas por tipos que se tratan de manera especifica.

El tema de conteo es muy amplio. En muchas ocasiones es necesario resolver
problemas que se separan en casos. Seria conveniente disefiar una descomposicion
genética, basada en la que se propone aqui, que permitiera identificar las construc-
ciones mentales de los alumnos cuando abordan este tipo de problemas.
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ANEXO

Como un ejemplo del tipo de problemas incluidos en las experiencias informadas
en este trabajo, a continuacion se muestra la serie de problemas con orden que se
aplico en la primera y segunda experiencia, conjuntamente con su solucion.
PROBLEMAS CON ORDEN

Pregunta 1

Se va a escoger un representante de alumnos de las carreras de matemdaticas y
actuaria. En la carrera de matemdaticas hay cincuenta v cinco alumnos v en la

de actuaria hay veinticinco alumnos. ¢Cudntos candidatos hay?

Solucion: 55 + 25 = 80 candidatos.

Pregunta 2

Una tienda tiene seis puertas. ¢De cudntas maneras es posible entrar por una
puerta v salir por otra?

Solucion: 6 X 5 = 30 formas distintas.

Pregunta 3

Los coches marca BMw se producen en cuatro modelos, ocho colores, tres poten-
cias de motor y dos tipos de transmision.

a) ¢Cudantos coches distintos pueden fabricarse?

b) éCudntos coches distintos de color azul se pueden fabricar?

¢) éCudntos coches distintos de color azul y potencia de motor V-8 pueden
fabricarse?
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Solucion:

a) 4 X 8% 3% 2= 192 coches distintos.
b) 4% 3 X 2= 24 coches azules.

¢) 4 X 2= 8 coches azules y motor V-8.

Pregunta 4

¢Cuantos viernes 13 puede haber en un afo no bisiesto? ¢Cudl es el menor
ntimero posible?

Solucion: asignar a cada dia de la semana un ntimero y encontrar qué dia
caia 13 de enero, 13 de febrero, etc. En un ano no bisiesto puede haber uno,
dos o tres viernes 13.

Pregunta 5

¢De cudntas maneras pueden ordenarse las letras a, b, ¢, d, e, e, e, e, e de forma
que ninguna letra e sea advacente a otra?

Solucion: 4! = 24 maneras.

Pregunta 6

En cierta transmision existen dos sonidos, uno corto, llamado estrella, v uno
largo, llamado diagonal. Con estos sonidos pueden formarse sefiales de uno,
dos o tres sonidos. ¢Cudntas senales de un sonido, de dos sonidos vy de lres
sonidos existen?

Solucion: 2 senales de un sonido, 2 X 2 = 4 sefales de dos sonidos y 2 X
2 X 2= 8 senales de tres sonidos.

112 EpucacioN MATEmATICA, vol. 21, num. 1, abril de 2009

EM21-1_pp097-112.indd 112 4/13/09 12:51:44 PM



Hilda Salgado y Maria Trigueros

Pregunta 7

Las claves lada en cierta region son de tres digitos, pero el digito intermedio debe
ser cero o uno. Las claves lada cuyos tltimos dos digitos son uno estdn siendo
utilizadas para otros fines, por ejemplo, 911. Con estas condiciones, dcudntas
claves lada hay disponibles?

Solucion: (10 X 10) + (10 X 9) = 190 claves lada.

Pregunta 8

Las placas de los coches en una ciudad son de tres letras. Si se usa el alfabeto
de veintiséis letras:

a) éCudntas placas distintas hay?

b) éCudntas placas comienzan con la letra q? éCudntas terminan con una
vocal?

¢) Si no se permiten las repeticiones, ¢cudntas placas comienzan con
la letra g? ¢Cudntas terminan con la letra q? ¢Cudntas terminan con
vocal?

Solucion:

a) 26 X 26 X 26 = 26° = 17 576 placas distintas.

b) 26 X 26 = 26° = 676 placas que comienzan con q. 26 X 26 X 5 =5 X
26° = 3 380 placas que terminan con vocal.

¢) 25 X 24 = 600 placas que comienzan con q. 25 X 24 = 600 placas
que terminan con q. 25 X 24 X 5 = 3 000 placas que terminan con
vocal.

Pregunta 9
Sea A un conjunto con n elementos. ¢Cudntos subconjuntos tiene A?

Solucion: 2 X 2 X..2 = 2" subconjuntos.
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Pregunta 10

Un profesor de matemdticas tiene siete libros en su librero. Tres son de matemd-
ticas discretas v cuatro de dlgebra superior. ¢De cudntas formas puede ordenar
los libros si:

a) ¢éNo hay restricciones?

b) éSi se deben alternar las materias?

¢) ¢Si todos los libros de matemdaticas discretas deben estar juntos?

d) éSi todos los libros de dlgebra superior deben estar juntos y los de mate-
mdaticas discretas también?

e) ¢Si los libros de matemdticas discretas deben colocarse de forma que
tengan dos libros de dlgebra superior a cada lado?

Solucion:

a) 7! formas de ordenar los libros.

b) 413! formas de alternar las materias.

¢) 513! formas de poner los libros de matemdticas discretas juntos.

d) 21413! formas de poner los libros de matemdaticas juntos v de dlgebra juntos.

e) 314! formas de poner dos libros de dlgebra a cada lado de los libros de
matematicas.

Pregunta 11

¢Cudntos enteros entre 10 000 v 100 000 estan formados sélo por los digitos 6,
7 u 8? ¢Cuantos habra que no tengan mds que los digitos 6, 7, 8 o 0?

Solucion: 3° = 243 numeros formados por 6, 7 u 8. 3(4') = 768 ntimeros
formados por 6, 7, 8 o 0.
Pregunta 12

Con las letras de la palabra “superior” (supéngase que las dos letras r son
diferentes),
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a) écudntas palabras se pueden formar?
b) écudntas palabras de cuatro letras se pueden formar?
¢) dcudantas palabras de doce letras se pueden formar?

Solucion:

a) 8! palabras.
b) 8 X 7x 6 X 5= 1680 palabras de cuatro letras.
¢) 8" palabras de doce letras.

Pregunta 13
Con las letras de la palabra “dedo”,

a) dcuantas palabras se pueden formar, suponiendo que las letras d son
distintas?

b) écuantas palabras se pueden formar, suponiendo que las letras d son
iguales?

Solucion:

a) 4! = 24 palabras.
|
b) 4? =12 palabras distintas.

Pregunta 14
Se van a sentar siete personas en una mesa redonda.

a) ¢Cambia la distribucion de las personas sentadas en la mesa si pides
que todas se levanten y se muevan hacia la derecha dos sillas o hacia
la izquierda tres lugares?

b) éCuantas distribuciones distintas de personas sentadas en la mesa existen?

¢) ¢Cudntas distribuciones distintas de personas sentadas en la mesa exis-
ten si hav dos personas que insisten en sentarse juntas?
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Solucion:

a) No, la distribucion es la misma. Una permutacion circular se considera
igual cuando los elementos se rotan.

b) (7 — 1)! = 6! distribuciones distintas.

¢) 215! distribuciones distintas con dos personas juntas.

Pregunta 15
¢Cuantos de los primeros 1 000 enteros tienen digitos distintos?

Solucion: 9 + (9)(9) + (9)(9)(8) = 738 numeros.
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