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Resumen: Explorar la representacion grafica via la interpretacion global permite
establecer modificaciones en la expresion algebraica para identificar su corres-
pondiente variable visual en la grafica, lo que concede asociar una variable visual
con una variable categorica en la expresion algebraica, favoreciendo la articulacion
entre dichas variables. Sin embargo, desarrollar la interpretacion global en po-
linomios de grado mayor que dos parece ser una tarea compleja, debido al
comportamiento del trazo, lo que complica identificar e interpretar las corres-
pondientes variables visuales que experimentan multiples variaciones. Frente a
esta problematica, se propuso una alternativa orientada a explorar cualitativa y
cuantitativamente el trazo para identificar las “caracteristicas visuales”, informa-
cion que se enriquecio con la representacion numérica, lo que permitio identificar
el contenido de la parabola v el trazo ctibico. Esta propuesta se implemento en
dos grupos del nivel medio superior que cursaban la asignatura de algebra (15 a
16 anos); la finalidad de la investisacion es el analisis de las estrategias que el
alumno emplea cuando ha tenido la vivencia de explorar las representaciones
orafica, numeérica, v algebraica via la interpretacion global en situaciones que
demandan la construccion de la expresion algebraica de una gréfica (recta,
parabola y cubica). Durante la experiencia, los alumnos contaron con el apoyo
del software Cabri géométre para realizar las tareas disefiadas.

Palabras clave: interpretacion global, representacion grafica, representacion
numeérica y caracteristicas visuales.

Numerical study of the graph to build its algebraic expression.

The case of polynomials of degree 2 and 3

Abstract: Exploring the graphical representation by means of the Global Interpre-
tation allows to establish modifications in the algebraic expression to identify
the corresponding visual variable in the graphic, allowing the association of a visual
variable within the algebraic expression, contributing to the articulation between such
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variables. However, developing the global interpretation in polynomials of higsher degree
than two seems to be a complex task because of the behavior of the trace which
makes difficult to identify and interpret the corresponding visual variables that exper-
iment multiple variations. To overcome this problem an alternative was proposed
oriented to explore in a qualitative and quantitative way traces to identify the “visual
characteristics”, information that is enriched with the numerical representation; this
allows to identify the content of the parabola and the cubic trace. This proposal
was applied in two high-school groups, where students were studying an algebra
course (15 to 16 year-old students). The objective of this research is the analysis
of the strategies that the students employed when they have had the experience to
explore the graphic, numeric and algebraic representations using the global inter-
pretation in situations that demand the construction of the algebraic expression
in a graph (straight line, parabola and cubic). During the experience, the students
employed the dynamic software Cabry géomeétry to do the designed tasks.

Keywords: global interpretation, graphic representation, numerical representa-
tion and visual characteristics.

ANTECEDENTES

Diversas investigaciones han dirigido sus esfuerzos al estudio de la ensenanza vy
aprendizaje en el topico de funciones por ser un tema relevante en matematicas.
En general, la literatura relativa al tema de funciones considera dos tareas fun-
damentales, a saber, interpretacion y construccion.

Interpretacion se refiere al acto por el cual un estudiante adquiere sentido de
una situacion por medio de una gréafica, una ecuacion o bien una tabla numeérica.
La interpretacion puede ser de dos tipos: global o local. La primera se enfoca en
tareas que involucran la interpretacion de la grafica, por ejemplo, cuando el es-
tudiante determina la pendiente de una recta a partir de su grafica (Duval, 1988;
Schoenfeld, Smith y Arcavi, 1993). La segunda se refiere a la localizacion de
puntos interesantes en el plano cartesiano, la interpretacion que se realiza particu-
larmente en la grafica puede desarrollarse dentro de la misma gréfica, o bien,
puede moverse a la expresion algebraica.

Ambas interpretaciones son importantes para el estudio de las representaciones
y, en particular, para la representacion grafica; sin embargo, se ha soslayado la
interpretacion global y se ha fortalecido la local en los programas de estudio
tradicional, ya que la primera es valiosa para la aprehension de conceptos
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matematicos. Dicho acercamiento puede dar como resultado el estudio de la
orafica mediante puntos aislados méas que como un objeto o entidad conceptual
(Janvier, 1987; Duval, 1988).

Por otra parte, la interpretacion en la grafica puede ser cualitativa, mirando total
o parcialmente su comportamiento para asociar las propiedades globales. En este
rubro, Janvier (1987) analiza fendmenos fisicos para desarrollar actividades que
permiten estudiar las caracteristicas globales de la grafica. Por su parte, Dugdale
(1993) describe cambios en las estrategias de los estudiantes cuando abordan
temas que requieren la interpretacion de la grafica para analizar simultineamente
diferentes aspectos de algunas secuencias de eventos, incorporando software
orafico en una unidad de instruccion sobre Identidades trigonométricas.

En tareas de interpretacion de graficas de funciones, es importante la traslacion
entre representaciones, va que es un proceso psicologico para pasar de un modo de
representacion de una funcion a otra (Janvier, 1987; Kaput, 1987 y Dugdale, 1993),
0 bien, para construir otra representacion dada. En este sentido, la traslacion no es
exclusiva de la interpretacion, sino también de la construccion, pues es una activi-
dad fundamental para el concepto de funcion (Leinhardt, Zaslavsky y Stein, 1990).
En esta direccion, los trabajos realizados por Moschkovich, Schoenfeld y Arcavi
(1993), con apoyo de la computadora, mencionan la importancia que tiene para el
estudiante moverse con mayor facilidad en el simbolismo algebraico, mientras éste
mantenga un significado visual. Ademas, estiman que el razonamiento visual para
observar las transformaciones como movimientos “sobre” o “del” plano tienen un
poder potencialmente cognitivo en el alumno, el cual requiere tiempo, oportunida-
des y recursos para hacer construcciones, conjeturas y modificaciones.

Kaput (1993) también retoma la importancia del software dindmico para ex-
plorar las relaciones cuantitativas en la grafica, permitiendo la identificacion de
estas relaciones con otras representaciones. Este enfoque explora el comporta-
miento de las parejas ordenadas para establecer relaciones cuantitativas y poder
determinar relaciones con las representaciones numérica y algebraica.

Por su parte, Cordeo y Solis (1995) presentan secuencias de actividades con
apoyo de la calculadora TI82 para la conceptualizacion de la funcion, analizando
el comportamiento tendencial de la grafica y de la expresion analitica de las
funciones. La curva completa se vincula con la expresion Y = Alf(x)] + B; en
ese sentido, deja de ser importante la variable “X” y pasan a ser importantes los
coeficientes Ay B de la expresion. Asimismo, Cantoral y Montiel (2001) exploran
graficamente las transformaciones Y = Clflax + b)l+d para las funciones basi-
cas ) = x, flx) = 2y flx) = %%
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Los trabajos desarrollados por Kaput (1993), Confrey y Smith (1995) y Dugdale
(1993) subrayan la importancia que reviste establecer relaciones entre las repre-
sentaciones, en particular, para el concepto de funcion, identificando relaciones
cuantitativas en las diferentes representaciones.

En su trabajo “Gréficas y ecuaciones: la articulacion de dos registros”, Duval
(1988) menciona los diferentes tratamientos que se han desarrollado para identificar
informacion de la grafica a partir del analisis de la expresion algebraica, desta-
cando el tratamiento cualitativo via la interpretacion global, donde se seiala
que la modificacion en la expresion algebraica corresponde a una variable visual
pertinente para interpretar la grafica, lo cual permite asociar una variable visual con
una variable categorica en la expresion algebraica, lo que favorece su articulacion.

Por su parte, Hitt (1994) analiza la tarea para articular un contexto fisico o real
con la representacion grafica de una funcion. Hitt aplico este cuestionario a una
poblacion de profesores de secundaria, cuyos resultados mostraron que la forma de
la grafica determino el tipo de recipiente del dibujo (traslacion de la forma).

De acuerdo con lo antes expuesto, se aprecia una problematica de investiga-
cion amplia, relacionada con tareas que involucran la interpretacion y construccion
del concepto de funcion, sobre todo en las representaciones graficas, las cuales se
caracterizan por la tendencia del estudiante a la eleccién de puntos en el plano
cartesiano, confusion intervalo/punto, interpretacion iconica, confusion altura/
pendiente (Leinhardt vy Zaslavsky y Stein, 1990), asi como la aproximacion de
diversos investigadores (Janvier, 1987; Kaput, 1993; Dugdale, 1993; Schoenfeld,
Smith, y Arcavi, 1993, y Duval, 1988, entre otros) para abordar el concepto de
funcion, considerando las representaciones como un aspecto fundamental para
llevar a cabo el proceso de aprendizaje en este topico. Sin embargo, los enfoques
son diversos, ya que ciertos investisadores (Kaput, 1993; Confrey y Smith, 1995)
han considerado en un primer momento el analisis cuantitativo, mientras que,
para otros (Dugdale, 1993; Duval, 1988), es fundamental el andlisis cualitativo,
al menos en la representacion grafica.

MARCO TEORICO

La visualizacion matematica (Duval, 2003) no es un acto de aprehension simul-
tanea en el campo de la percepcion, es una actividad cognitiva intencional que
produce una representacion, en una superficie de dos dimensiones (pantalla,
papel..), que muestra las relaciones entre las unidades que componen las figuras,
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eso quiere decir que la visualizacion matematica expone tinicamente objetos, los
cuales se hacen “ver” a través de las organizaciones de relaciones que tienen
las unidades de las figuras. Por tanto, “ver” en matematicas implica la identi-
ficacion de las relaciones o la organizacion de relaciones entre las unidades
representacionales que constituyen una representacion semidtica. En esta direc-
cion, Torregrosa vy Quesada (2007) exponen la necesidad de crear un modelo
conceptual para caracterizar las interacciones entre los procesos de visualizacion
y razonamiento junto con su coordinacion, definiendo la visualizacion en el
estudio de la geometria como “el proceso o accion de transferencia de un dibujo
a una imagen mental o viceversa’, cuya aprehension sera la manera de ver la
fisura matematicamente, es decir, identificar las caracteristicas de la accion de
transferencia realizadas por el sujeto sobre una figura.

Puesto que las representaciones gréfica y numérica son un tipo de visualizacion
matematica, ambas representaciones poseen organizaciones visuales bidimen-
sionales: el cuadriculado del plano en lineas para la grafica v la distribucion en
columnas para la tabla.

La representacion grafica posee sus propias leyes de organizacion (Bertin,
1968) v su funcionamiento se basa en la relacion de dos figuras: fisura fondo,
referida al plano cartesiano, y figura forma, referida al trazo. Segtin Duval (1988),
la interpretacion global es un tratamiento eminentemente cualitativo, pues
consiste en identificar los distintos valores visuales en la representacion gréafica,
explorando la forma y orientacion de la grafica para establecer relaciones con
los valores categoricos de la expresion algebraica, es decir, con las unidades
significativas propias de la expresion algebraica, fortaleciendo asi la aprehension
global del contenido de la representacion gréfica.

Sin embargo, la interpretacion global concentra su atencion en la fisura forma
y descuida la figura fondo, la cual se considera un marco estable para el tratamiento
cualitativo, ya que, si se altera la figura fondo, al dividir localmente la unidad de
sraduacion, se origina un cambio en la figura forma, actividad que altera el com-
portamiento del trazo y, por consiguiente, los valores visuales. Al respecto, Duval
menciona que el punto central y decisivo en el aprendizaje de las representaciones
graficas es la discriminacion de los valores visuales y su coordinacion con los valo-
res categoricos de la expresion algebraica, atendiendo la discriminacion de los va-
lores visuales en relacion con la figura fondo. Para ello, las actividades disefiadas
deben permitir explorar las variaciones de una sola variable y mantener constantes
los valores de las demas variables, a fin de que los valores de las distintas varia-
bles visuales se unifiquen para ser exploradas como una tnica fisura forma/fondo.
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Otro acercamiento a la aprehension global mediante tratamientos cuantita-
tivos en la representacion numeérica es el expuesto por Confrey y Smith (1994),
quienes mencionan el uso de problemas contextualizados para introducir familias
de funciones. Los autores indican el desarrollo de estrategias en el estudiante para
construir tablas de datos, lo que a menudo sirve como el primer punto de entrada
en la situacion problematica. Este proceso de iniciar con los datos se entrelaza
a menudo con la construccion de las variables (Confrey y Smith, 1995), ademas
de mencionar el aspecto basico que desempena examinar y sistematizar el valor de
los datos para este proceso.

Como resultado, Confrey y Smith (1995) arsumentan el hecho de que, para
este contexto, el estudiante construye la imagen de la funcion como la coordi-
nacion de los elementos dispuestos en dos columnas, esto es, no sélo como un
modelo de valores dentro de una simple columna, sino como la coordinacion
de valores de dos columnas diferentes para responder preguntas referentes a
la situacion con el proposito de explorar relaciones entre ambas columnas. De
manera paralela, el alumno puede insertar valores entre los valores de datos
dados, por ejemplo, si una columna se incrementa aditivamente por dos vy la
otra por seis, los alumnos asocian un cambio de uno con un cambio de tres,
insertando los valores apropiados para establecer la aproximacion covariacional
(Confrey y Smith, 1994) y describiendo la situacion en términos de razon de
cambio. En esta discusion, Confrey considera que la covariacion ofrece una com-
paracion alternativa del concepto de funcion, por tener la aproximacion de
correspondencia, la cual se basa en la definicion de funcion como una relacion
entre dos conjuntos, el dominio (A) y el rango (B) donde para cada “X" en A hay
exactamente una “y’ en B. La propuesta de los autores se recupera durante el
trabajo de investigacion para identificar y analizar la informacion que encierra la
representacion numeérica en lo relativo a la aproximacion covariacional.

Por su parte, Duval (1999) establece que la representacion numérica perte-
nece a las representaciones no discursivas, las cuales permiten la organizacion
de relaciones entre las unidades representacionales que componen el contenido de
la tabla numérica. La unidad representacional elemental de una tabla no es la
casilla, como la interseccion de una fila y una columna, sino la lista, como la enu-
meracion realizada segun una relacion de orden. ElI margen sirve de referencia
para organizar los datos de otra lista.

Duval destaca el principio comun de la organizacion visual para las represen-
taciones grafica y numeérica sobre el fenomeno esencial del aprendizaje, el cual
presenta dos niveles de aprehension:
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e “una aprehension que resulta de un simple planteamiento cognitivo de
control sin que la totalidad de la representacion (grdfica, numérica) esté
realmente comprendida

* vy una aprehension que resulta de un planteamiento de interpretacion
global” (Duval, 2003, pp. 29-64).

El primer nivel es el mas socorrido en la ensefianza, pues se enfoca exclusi-
vamente en un planteamiento de control, mientras que se soslaya el segundo
nivel, pues se requiere explorar el contenido de la representacion para identificar
las unidades representacionales que permitan establecer conexiones con otras
representaciones, en particular, con la representacion algebraica.

La tesis doctoral de Benitez (2004) expone la importancia de explorar el
contenido de las representaciones a partir de tratamientos cualitativos y cuanti-
tativos, empleando la interpretacion global para construir la expresion algebraica,
dada su gréfica, con el apoyo de un software dinamico.

La presente investigacion se enfoca en el estudio global del polinomio ctbi-
co para ser explorado cuantitativamente, lo que permitio la identificacion de las
secuencias numericas, tanto en la representacion grafica como en la numeérica.
Para ello, se atendio el analisis del contenido de la representacion grafica mediante
la informacion que brindan tanto la figura forma como la figura fondo, haciendo
de esta representacion una estructura cognitivamente poderosa. Por consiguiente, se
requiere dotar al alumno de oportunidades y recursos para explorar su riqueza,
permitiendole construir, conjeturar y realizar modificaciones, a fin de que tenga
un panorama rico en experiencias alrededor del contenido de la representacion
oréfica, lo que implica la decision de pertinencia y no solo de credibilidad.

LIMITACIONES PARA UTILIZAR LA INTERPRETACION GLOBAL
QUE SUGIERE DUVAL, EJEMPLOS: PARABOLA Y CUBICA

La interpretacion global (Duval, 1988) sefiala que la modificacion en la expresion
algebraica corresponde a una variable visual pertinente para interpretar la grafi-
ca, lo cual permite asociar una variable visual con una variable categorica en la
expresion algebraica, lo que contribuye a la identificacion y establecimiento de
relaciones entre ambos registros de representacion para su articulacion.

Duval analiza el comportamiento de la recta via la interpretacion global, y
menciona la posibilidad de realizar un analisis similar en el caso de la parabola.
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El presente trabajo ha identificado v analizado las variables visuales y las varia-
bles categoricas (expresion algebraica) para este polinomio, su estudio reveld la
dificultad para discriminar las variables visuales que caracterizan al polinomio,
ya que el comportamiento del trazo presentd mas variaciones que la linea recta,
lo que incremento el numero de variables identificadas.

Respecto del estudio del polinomio cubico, se realizé la interpretacion de su
contenido por esta via mediante el andlisis de las modificaciones en su expresion
algebraica, tarea que fue exhaustiva debido al comportamiento del trazo, lo que
obstaculiz6 la interpretacion de las correspondientes variables visuales, las cuales
experimentaban multiples variaciones. No obstante, se identificaron de manera
directa las variables visuales correspondientes al término ctbico (v =+ ax’),
pero se complicod el analisis cuando participaron los términos cuadratico vy lineal,
no asi con el término independiente, ya que éste no alterd significativamente el
comportamiento del trazo.

Frente a esta problematica, se propuso una alternativa orientada a explorar
cualitativamente el polinomio cuibico alrededor del origen en una vecindad sufi-
cientemente pequeiia, por lo cual el término a,x* es despreciable en magnitud
respecto del resto (a,x* + a,x!), lo que induce un comportamiento muy “similar’
del polinomio de grado tres al de a,x* + a,x!, facilitando la identificacion de las
variables visuales respecto de las modificaciones aplicadas a la expresion alge-
braica en cuanto a los términos cuadratico v lineal, mientras que el término inde-
pendiente se considerd nulo para analizar el comportamiento del trazo alrededor
del origen.

Puesto que las condiciones que se utilizaron para discriminar las variables
visuales en el polinomio de tercer grado, especificamente para los términos
a,x’ + ax!, son diferentes a las desarrolladas por Duval (1993), se ha decidido
llamarlas “caracteristicas visuales”.

El analisis se inici6 utilizando las variables visuales correspondientes al tér-
mino cubico del polinomio de tercer grado, las cuales son: si el trazo viene del
infinito negativo presenta la concavidad hacia abajo, para luego cambiar su con-
cavidad hacia arriba y continuar hacia el infinito positivo; por el contrario, si el
trazo viene del infinito positivo, su concavidad es hacia arriba para luego cambiar
su concavidad hacia abajo y continuar hacia el infinito negativo (figura 1).

El analisis para identificar las “caracteristicas visuales” de los términos cua-
dréatico vy lineal se llevd a cabo eligiendo una vecindad suficientemente pequena
alrededor del origen, donde el término es despreciable en magnitud respecto
del resto (bx? + ¢x), lo que induce un comportamiento del polinomio de grado
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Figura 1 Comportamiento del polinomio ctbico y = ax3;
(a> 0y a< 0, respectivamente)

tres muy “similar” al de bx® + ¢x, es decir, se examino el polinomio ctibico
Y(x) = ax’ + bx* + ¢x considerando las funciones: y(x) = ax’ y h(x) = bx* + ¢x
para identificar tanto las variables visuales del término ctibico como las “caracte-
risticas visuales” de los términos cuadratico y lineal (véase la fisura 2).

Las “caracteristicas visuales™ identificadas en la vecindad del origen son las
siguientes:

Caracteristicas visuales Variables categoricas (bx?)
El trazo abre hacia arriba b>0
El trazo abre hacia abajo b<0
El trazo se acerca a su eje de simetria b=1
El trazo se aleja de su eje de simetria b<1

Respecto del comportamiento del término lineal, el trazo es la recta tangente
a la parabola en el origen; dicha recta se desplaza a la derecha o a la izquierda
del eje vertical del comportamiento parabolico.

El andlisis del comportamiento del trazo alrededor del origen favorecio la
realizacion de la interpretacion global mediante el tratamiento cualitativo para
identificar las “caracteristicas visuales” e interpretar la informacion desde la pers-
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Figura 2 Ejemplos del comportamiento de los términos cuadratico
y lineal para el polinomio cubico (Y(x)=ax* + bx*> + ¢x)

y | y y ]
! 0.
0.
1 + 0.2 = 0.2
yx) =x h(x) = 2x’ + x Y(X) =X+ 2x*+ x
y I y Y
1 02 / 02
/ 1 R 0.2 _ 02
— y3 1 2 3 1 2__
y(¥) =x h(x)—fx X Y =X+ 35X —x
y | y y
+ _
1 0.1 = 01
yx=x h(X) = —-2x*+ x Y(x) = X — 2x>+ x
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Caracteristicas visuales Variables categdricas (cx)

Desplazamiento del comportamiento paraboli- | Considerando b >0y ¢> 0
co hacia la izquierda

Trazo ascendente a 45° c=1

Trazo ascendente cuyo angulo formado con 0<cx1
el horizontal es menor que 45°

Trazo ascendente cuyo angulo formado con c>1
el eje horizontal es mayor que 45°

pectiva global, lo cual permitio establecer relaciones a partir de las modificacio-
nes realizadas a las variables categéricas de la representacion algebraica.

Este acercamiento fortalecio la exploracion del trazo en una region del plano,
identificando la informacion para el reconocimiento de las “caracteristicas visuales”,
asi como las relaciones con la representacion algebraica (variables categoricas).

Lo expuesto propone un estudio global en una region del plano cuya infor-
macion contribuya a identificar relaciones en la gréfica, en la expresion algebrai-
ca y entre ellas, de acuerdo con las modificaciones establecidas en la expresion
algebraica; sin embargo, construir su expresion algebraica requiere la participa-
cion de otras representaciones que fortalezcan la informacion identificada vy, por
supuesto, que la enriquezcan.

EXPOSICION DE MOTIVOS PARA EXPLORAR

EL CONTENIDO NUMERICO EN LA GRAFICA (FIGURA FONDO),

ASi COMO LA NECESIDAD DE EMPLEAR LA REPRESENTACION
NUMERICA (TABLA DE VALORES) PARA ENRIQUECER

LA INFORMACION IDENTIFICADA EN LA REPRESENTACION GRAFICA

Hasta este momento, se ha analizado la informacion de la representacion grafica
empleando tratamientos cualitativos; sin embargo, la tarea para construir la expre-
sion algebraica de una grafica requiere informacion de tipo numérico, lo que
plantea la posibilidad de analizar la gréfica via la interpretacion global mediante
tratamientos cuantitativos, es decir, analizar la relacion de la grafica con la figura
fondo desde un punto de vista numeérico. Lo anterior motivé la exploracion de la
informacion de la figura fondo para establecer relaciones con el comportamiento
del trazo, lo que requirio el uso de tratamientos que contribuyeran a la identifi-
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Figura 3 Tratamiento cuantitativo, polinomio y = x3

-

cacion de valores numeéricos pertinentes vy, por tanto, la posibilidad de establecer
relaciones con las caracteristicas y variables visuales ya identificadas.

En este sentido, la discriminacion de los valores numeéricos se encuentra deter-
minada por la escala, va que depende de ella conservar o no las variables y
caracteristicas visuales determinadas antes por tratamientos cualitativos, por lo que
se considerd la misma graduacion para ambos ejes, que es la condicion para
identificar a través de la aprehension global las caracteristicas v variables visuales,
asi como las variables numeéricas. A partir de esta premisa, se analizaron las va-
riables y caracteristicas visuales de los polinomios de grados dos v tres, explorando
la figura fondo, lo cual permiti6 identificar valores numéricos especificos.
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El tratamiento cuantitativo desarrollado en la figura fondo generd secuencias
numeéricas, las cuales se identificaron globalmente. La discriminacion se realizé
mediante “covariacion”, la cual consiste en desplazamientos de y ay ., coor-
dinados con desplazamientos de x, a x . ;, manteniendo la misma graduacion
en ambos ejes. Lo que favorece atender de manera particular el comportamiento
de los valores numéricos que se obtienen mediante los desplazamientos en las
ordenadas (figura 3).

Los desplazamientos que tienen lugar sobre el eje “v' generan la siguiente
secuencia numerica: 1, 7, 19, .., 3n> + 3n + 1 (llamada secuencia numérica basi-
ca). Esta secuencia posee un papel importante para el estudio de la ctibica, pues
es la que la identifica desde la aprehension global. El valor numérico para la
variable visual, definido como “el trazo que viene del infinito negativo presenta
la concavidad hacia abajo, para luego cambiar su concavidad hacia arriba v
continuar hacia el infinito positivo”, se traduce ahora en el sigho que toma cada uno
de los miembros que integran la secuencia numérica; en este caso particular, se
habla del signo positivo. Respecto del segundo valor visual (o valor del término
cubico), se aprecia que la secuencia numeérica se repite una sola vez, ello permi-
te considerar el hecho de que “se repita una sola vez” como el factor que permite
discriminar el valor numérico, por lo que resulta ser la unidad. Esta informacion
se traduce numéricamente en la representacion algebraica y = 1x°

Existe una amplia gama de polinomios ctibicos que presentan la variable
visual antes mencionada, que genera diversas secuencias numéricas, por ejemplo, la
fisura 4 muestra la cubica L v genera la secuencia numeérica: 4, 28, 76, .., por
lo que, nuevamente, la variable visual es positiva, va que todos los miembros de
la secuencia poseen el signo positivo. Por otro lado, la secuencia numeérica 4, 28,
76, .. esta constituida por la secuencia numérica 1, 7, 19, 37, .., 3n> + 3n + 1.
De esta manera, tenemos que la secuencia 1, 7, 19, 37, ., 3n* + 3n+ 1 esta
multiplicada por 4, pues la secuencia 4, 28, 76, .. = 4(1, 7, 19, ., 3n* + 3n + 1),
por tanto, el valor numérico del segundo valor visual es 4.

La informacion numérica de la grafica se relaciona con la correspondiente
variable categorica de la representacion algebraica, construyendo la expresion
algebraica v = 4x® para la grafica L.

Para identificar las secuencias numéricas en la representacion numérica
(tabla de valores), se explord el comportamiento coordinado de los valores de

“_»

X"y de los valores correspondientes a “y’, es decir, para la columna compuesta

con los valores de “X’, se realizo la operacion de sustraccion de los términos
consecutivos. Tipicamente, el incremento para x es la unidad, mientras que para
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Figura 4 Tratamiento cuantitativo para identificar la secuencia numeérica
del polinomio cubico L

7+7+7+7=28

1+1+1+1=4

\ 4

Ve

la columna de los valores de v se aplicd la operacion sustraccion de sus valores
consecutivos (diferencias finitas).

Al identificar el grado del polinomio, se procede a determinar valores numé-
ricos de las variables visuales que conforman el polinomio. La exploracion se
realiza con la informacion que generan las diferencias finitas, la tabla 1 muestra
el tratamiento cuantitativo para identificar informacion que contiene el polino-
mio de grado tres.

Para el caso del polinomio de grado tres (y = ax® + bx* + ¢x + d), el andlisis
cuantitativo de la representacion numérica genera tres columnas que correspon-
den a la primera, segunda vy tercera diferencias (cuadro 1); cada una de ellas
proporciona informacion para discriminar los valores numéricos de las variables
visuales y, por consiguiente, los valores numeéricos de los valores categoricos para
su expresion algebraica, por ejemplo, la tercera diferencia (A(A(Ay)) (cuadro 1,
columna 5) presenta una diferencia comun, la cual permite la identificacion del
valor numerico para el coeficiente del término cubico (a), usando la regla general
para la diferencia comun “6d”.
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Cuadro 1 Tratamiento cuantitativo global para la representacién numérica
Ay AAY) AA(A )
— 0 2
X y=00+ b+ ot d 1¢ diferencia 22 diferencia 32 diferencia
0 d
a+b+c
1 a+b+c+d 6a+2b
7a+3b+c 6a
2 8a+4b+2c+d 12a+ 2b
19a+5b+c¢ 6a
3 27a+9b+3c+d 18a+ 2b
37a+7b+c
4 64a+16b+4c+d
L» Diferencia
comun
Tercera
diferencia
Constante Valor categorico
6

La segunda diferencia (A(Ay)) (cuadro 1, columna 4) permite discriminar el
valor numerico para el valor categérico del coeficiente del término cuadratico (b).
La segunda diferencia estd compuesta por dos secuencias numeéricas, la primera
de ellas se multiplica por el valor categorico del coeficiente del término ctibico,
mientras que la segunda se multiplica por el valor categérico del coeficiente del

término cuadratico.

Valor categdrico

a

b

Segunda
diferencia

222 .,2

Secuencia numérica

(6,12,18, .., 6n)

La columna 3, la cual corresponde a la primera diferencia (Ay), proporciona la
informacion para identificar el valor categorico del coeficiente del término lineal (),
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compuesto por tres secuencias numéricas: la primera de ellas se multiplica por
el valor categorico del coeficiente del término cubico (a), la segunda secuencia
se multiplica por el valor categorico del coeficiente del término cuadratico (b) v,
finalmente, la Gltima secuencia se multiplica por el valor categorico del coeficiente
del término lineal (¢), esto es:

Primera
diferencia
Valor categérico Secuencia numérica
a (1,719, 37, .,30 +3n+1)
b (1,357.,2n+1)
c 1,51.,01

El desglose de las diferencias finitas para las ordenadas de la representacion
numeérica permite identificar los valores numéricos de las variables visuales vy
de las caracteristicas visuales. Dichos valores también estan presentes en las
representaciones algebraica y grafica, lo que permite establecer conexiones entre
las tres representaciones a partir de la interpretacion global segiin el enfoque
nuUMeErico.

METODOLOGIA

La metodologia se caracterizo por determinar donde y como se llevaria a cabo el
estudio en los grupos piloto. Para ello, se analizo el programa de estudio corres-
pondiente a la asignatura de algebra, ast como los lineamientos de la institucion (iPN),
lo cual dio como resultado un plan general de la asignatura que hace énfasis
en la exploracion de las representaciones grafica, numeérica y algebraica. Sobre
esta base, se disefiaron diversas situaciones para explorar el contenido de la
representacion grafica, utilizando tratamientos que permitieran evidenciar su
riqueza. Para ello, se disefid una dinamica que apoyara el fortalecimiento de la
interpretacion global mediante tratamientos cualitativos y cuantitativos. Durante
el proceso, se realizaron videograbaciones y entrevistas para identificar las estra-
tegias empleadas por el estudiante.
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La experiencia se llevd a cabo en el contexto de un curso de algebra. Los
estudiantes no habian participado anteriormente en este modo de trabajo, por lo
que se modifico la practica en el salon de clase, es decir, se impulsé la comu-
nicacion de ideas y la continua participacion en clase. La experiencia educativa
se llevo a cabo con dos grupos del nivel medio superior (CEcyT 11, “Wilfrido
Massieu”), cada uno con 32 alumnos, que cursaban el primer semestre del ciclo
escolar; la duracion fue de 18 semanas. Las edades de los alumnos fluctuaban
entre 15y 16 afos.

DESARROLLO DE LA EXPERIENCIA EDUCATIVA

1. Fase de introduccion. Los alumnos participantes provenian de diversos
centros escolares (secundarias). Por tal circunstancia, se asumio que no
habia un ambiente adecuado para llevar a cabo la dindmica en el aula,
va que los alumnos estaban habituados a una ensefianza magistral. Ante
esta situacion, durante la primera semana de trabajo se introdujo a los
estudiantes, mediante conversaciones por parte del maestro, en la dinamica
que se queria desarrollar en el aula, es decir, trabajo en equipo v discusion
en grupo, donde el profesor asumi6 el papel de coordinador del proceso.
Asimismo, se informo a los padres de familia los lineamientos que se iban a
seguir durante el semestre, mencionando con precision la participacion del
alumno durante las clases, asi como los aspectos que se iban a evaluar.

2. Dinamica de trabajo en el aula. La clase se organizd en equipos de 4 a 5
integrantes, para conformar asi un total de 6 equipos por grupo. Al inicio
de la sesion, se entregd una actividad disefiada por el profesor para que
fuera trabajada de manera colectiva y se menciond que un integrante
del equipo seria el encargado de recolectar toda la informacion que se
obtuviera durante el proceso de solucion, mientras que el profesor parti-
cipaba con los equipos como espectador y para proporcionar informacion.
Una vez terminada la tarea, los equipos presentaban un informe escrito.
El profesor, de acuerdo con las observaciones realizadas a los equipos,
seleccionaba un equipo para que expusiera su trabajo al grupo. El criterio
de seleccion consideraba los diferentes puntos de vista, favoreciendo la
discusion en el grupo para aclarar dudas v superar posibles dificultades.
Los informes de los equipos se devolvian a los alumnos en la siguiente
sesion con diferentes anotaciones para que el alumno, de manera indi-
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vidual, revisara el trabajo y lo corrigiera, si era el caso, en una carpeta
que seria evaluada al final de la experiencia. En determinados momen-
tos durante la experiencia educativa, el maestro expuso al grupo algunos
topicos que presentaban dificultad, por ejemplo, identificar las diferentes
variables visuales que componen la recta vy la parabola para vincularlas con
las representaciones algebraica y numeérica. Cuando el profesor realizd
esta experiencia, los alumnos mostraron mayor interés para explorar los
trazos. Esta situacion se debe posiblemente a la necesidad que siente el
estudiante de que el profesor intervenga en determinados momentos del
proceso. Durante las sesiones que se realizaron en la sala Microsoft,
se continud con la misma dinamica que en el salon de clase.

Las actividades se disefiaron partiendo de la representacion gréfica y utili-
zando tratamientos que permitieran identificar caracteristicas en la gréfica
que no se reconocen de manera inmediata, sino mediante la exploracion
del comportamiento del trazo. El tratamiento que se usé al inicio fue el
cualitativo, a fin de proporcionar a los estudiantes un panorama global del
comportamiento del trazo. Asimismo, se introdujeron tratamientos de tipo
cuantitativo, los cuales permitieron identificar los valores numéricos de las
variables visuales. Las actividades contribuyeron a explorar el contenido
de la grafica aplicando tratamientos cuantitativos cuya informacion puede
interpretarse global o puntualmente. Para este tipo de tareas, los alumnos
exploraron el contenido del plano cartesiano, especialmente la escala; asi-
mismo, los estudiantes también reconocieron la riqueza de contenido que
encierra la representacion numeérica. En particular, al polinomio ctibico se le
aplicaron tratamientos cualitativos para identificar las “caracteristicas visua-
les” del trazo vy, posteriormente, se introdujeron tratamientos cuantitativos
para determinar el valor numérico de algunas “caracteristicas visuales”.
Después de concluir la experiencia educativa, se solicitd la participacion de
seis alumnos para formar tres equipos. Los alumnos participantes fueron
invitados a esta tarea por haberse mostrado comprometidos y dispuestos
a participar. La actividad se llevo a cabo en la sala de Computo (Microsoft)
V sus sesiones se realizaron extraclase con una duracion de dos horas por
sesion. Se proporciono la tarea, en cuyo texto se menciona brevemente la
situacion v se exponen las indicaciones basicas para explorar el archivo
que muestra las graficas que generan los anchos, largos v areas de dife-
rentes rectangulos, también se presenta la tabla numérica vacia para que
los equipos desarrollen el tratamiento que consideren pertinente.
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ACTIVIDADES

Los estudiantes exploraron e interpretaron el contenido de las representaciones
orafica, numérica y algebraica para construir la expresion algebraica que modela
la situacion, la cual se presentd en diversos contextos, por ejemplo, en el contexto
orafico se presentaron una o dos graficas para explorar el comportamiento del
trazo en términos de la situacion. Las curvas que se exponen son: recta, parabola,
dos rectas, pardbola vy recta, v dos pardbolas. La tarea consistio en construir la
expresion o expresiones algebraicas que representan la grafica o graficas expues-
tas. Ademas, se presentaron diversas actividades para que el alumno explorara,
con apoyo del software dinamico, el contenido de la grafica (recta, parabola y el
polinomio ctbico), empleando para ello tratamientos cualitativos y cuantitativos.

La tarea 1 considero diferentes situaciones, su proposito era explorar las
propiedades de la grafica para construir la expresion algebraica que modela la
formacion de los rectangulos, la cual representa una parabola, asi como el area
de los rectangulos, cuyo comportamiento es un trazo cubico.

Tarea 1 Construccion de los polinomios de grado dos y cubico

4 1
2
Area 3
Largo 4
5
6
———— 7
A 352cm S B h 8
9
3521636) .10
1
12
Namero animaciéon  Ancho: 0.00  Largo: 8.00 Area: 0.00
0 Alargo: —0.13 AArea: 3.94
AnLargo: =025 AnArea: 3.00
(3.52; 1.81) AAAArea: —0.38
6.36 cm’
Ancho

El archivo muestra la situacion para la formacion de los rectangulos a través
de discriminar los largos (ordenadas) y anchos (abscisas) de los puntos que
integran la grafica “h”, asi como los puntos que integran la grafica “s”, los cuales
generan las areas. Tales atributos hacen que la tarea 1 presente dificultades, va
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que, por un lado, solicita del estudiante la construccion de la expresion algebraica
para la grafica “h” (parabola) y, por el otro, la exploracion del comportamiento de
un trazo cubico (grafica “s’).

El equipo constituido por las alumnas D vy ] exploraron el contenido de la
representacion numérica mediante tratamientos cuantitativos, actividad que les
permitio identificar la constante en la tabla numérica cuando se aplicaba la
segunda diferencia, con lo que se verificd que el trazo fuera una parabola.

E: ¢Estdn seguras de que la grdfica h es una pardbola?

D: Todavia no.

J- Hasta buscar las diferencias... traes calculadora (realizan calculos).
D: Vemos que no es constante, buscamos doble diferencia.

J: ¢Segunda diferencia?

D: Para ver si... (realizan calculos).

J: Si es una parabola.

D: Es igual a a = —1 (segunda diferencia para las ordenadas).

J: O sea, que si es constante.

D: Y si es una pardabola.

El equipo contintia explorando la representacion numérica para determinar

el valor numeérico del coeficiente del término cuadratico (a) e identificar el valor
numeérico del término independiente (¢) en la representacion grafica.

e o Crx?" =D LY

Feploscyt wis sihy oxZ Aot
205(.9-5) =2"‘:>-2 s 2 _'5)(&_'_ ox +7
R
o= '.'/‘7'——5— = )’j
-5

L sahh e BE
Skt e 755

L 25 - T -\—8"‘-—-"\‘0
2. 32D o= b :
S e as 1956 2
it = s oDt "c"z
2) -.sCs0 24 D)
r ¥ =l R 3 2.5 ¢

— e A S TR
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S: Pues la formula es Za por incremento de x al cuadrado igual a las dobles
diferencias dey, v 2a (incremento x puede ser cualquier niimero, a ver (sefiala

“« »

el doble incremento de y").

¢Qué significan esos dobles incrementos?

Pues, perdon, son éstos, son éstos.

2a(0.50) 2 = —0.25, por tanto, a = —0.5.

Este seria el valor de “a”, entonces ya tenemos —0.5x% nada mas faltaria
‘D” v aqui nos da (grafica “h”) la “c”, que seria ocho y nos faltaria encon-
trar “b”. ¢éLo sacas t?

El equipo identifico la constante por medio de las diferencias finitas (tabla
numerica). Esta informacion se empled para determinar el valor numerico del
coeficiente del término cuadratico, utilizando la expresion

2a(Ax)2 = AlAY)
%f_/

? t

Primera Segunda
diferencia diferencia

Una vez determinado el valor para el coeficiente, el equipo integré la infor-

1
macion (y = —EXZ + bx +8) y se menciono la tarea siguiente: localizar el valor del

coeficiente del término lineal.

El equipo uso tratamientos cuantitativos para elegir una pareja ordenada y
desarrollar procedimientos algebraicos, lo que permitio identificar el valor numé-
rico del coeficiente del término lineal (b):

e n

— 2=

Que seria sustituir en ax® + bx + c.

(Escribe lo que indica S).

Entonces serfia —0.5(1) tienen que dar uno de los puntos éno? (Sefiala
la columna de las ") los anchos, seria 1 al cuadrado + b por uno + c.
ces 8.

Que seria igual éa?

Inicia los calculos (=0.5(1F + 1b + 8 = 7.50).
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S: Entonces la b seria igual a cero.
E: ¢Cudl es la expresion algebraica para los largos?
J: De los largos es —0.5x* + Ox + 8.

Basicamente, el equipo desarrolld tratamientos cuantitativos y cualitativos
en las representaciones numeérica y grafica, respectivamente, para identificar los
valores numéricos de la expresion algebraica de coeficientes del término cuadra-
tico e independiente.

En relacion con el valor numeérico del coeficiente del término lineal, el equi-
po desarrollo tratamientos cuantitativos para ser interpretados puntualmente
mediante la eleccion de parejas ordenadas elegidas aleatoriamente (tabla numeé-
rica). La informacion que se obtuvo se explord con procedimientos algebraicos
para determinar el valor del coeficiente.

Por tiltimo, se integro la informacion identificada en las representaciones numé-

1
rica, grafica v algebraica para construir la expresion algebraica y = EXZ +bx+8

El uso de la interpretacion global por tratamientos cualitativos favorecié el
descubrimiento de un panorama general del comportamiento del trazo, situa-
cion que permitié la toma de decision de traer a escena otras representaciones.
Asimismo, la interpretacion global mediante tratamientos cuantitativos contribuyo
a identificar el tipo de trazo que se analizaba, asi como a la determinacion del
valor numeérico de los coeficientes.

Es importante mencionar que el equipo participante utilizo tratamientos cua-
litativos v cuantitativos para explorar la situacion cuya informacion se interpreta
global o puntualmente. Al respecto, el equipo empleé la interpretacion global al
inicio de la actividad vy, para concluirla, la interpretacion puntual. La interpreta-
cion puntual es el cierre de un andlisis extenso para explorar los contenidos de
las representaciones grafica, numérica y algebraica.

CONCLUSIONES

* Durante la experiencia educativa, los alumnos exploraron cuantitativa-
mente la identificacion de las secuencias numéricas, tanto en la represen-
tacion grafica como en la numeérica; su propésito consistid en proporcionar
informacion al estudiante para que determinara los valores numéricos que
constituian la expresion algebraica, teniendo como antecedente la inter-
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pretacion global (tratamiento cualitativo) de las representaciones grafica
y algebraica. No obstante, el desempeno de los equipos para explorar el
contenido de la representacion gréfica se enfoco en el estudio cualitativo
de las curvas con una participacion minima del estudio cuantitativo global.
Este se desarrollo con mayor asiduidad en la tabla de valores (represen-
tacion numérica) debido a que, en la representacion gréfica, la figura
forma y la figura fondo estan integradas en una sola forma, por lo que la
identificacion de las secuencias numeéricas esta afectada, primero, por el tipo
de curva y, sesundo, por la escala.

» Otra via utilizada por los alumnos para explorar la representaciones grafica
y numérica fue mediante el punteo, esta via la menciona Duval (1988)
como una via asociativa limitada a los valores particulares y a los puntos
marcados en el plano de referencia; a través de ella, los equipos exploraron
parejas ordenadas importantes (porque es un punto de interseccion con
uno de los ejes, o con otra curva, 0 porque es un maximo) para concluir la
actividad o bien para plantear conjeturas que favorezcan el desarrollo de
la tarea. En este sentido, explorar de manera puntual las representaciones
grafica y numeérica es un tratamiento que contribuye a la exploracion de
las representaciones, siempre que se cuente con otras vias para estudiar
aspectos no contemplados por la via del punteo. Por consiguiente, se debe
fortalecer el estudio de las representaciones de manera integral, es decir,
mediante la exploracion conjunta de la interpretacion global y puntual, ya
que cada una de ellas explora aspectos relevantes de las representaciones,
pues si se soslaya alguna de las interpretaciones, el estudio se limitara
a ciertos aspectos, lo que conlleva afirmaciones justificadas por suposicio-
nes y no por argumentaciones referidas a la informacion identificada.

» Los equipos desarrollaron tareas rutinarias (tarea 1), es decir, trazos que se
exploraron durante la experiencia educativa, y tareas no rutinarias (tarea 2),
aquellas tareas que contenian curvas no estudiadas en el aula, por ejemplo,
el trazo de un polinomio de cuarto grado, el cual constituyd un reto para
los equipos, pues se trataba de un trazo inédito para ellos, lo que ocasion6
desconcierto. Sin embargo, los alumnos iniciaron la exploracion de la curva
comparando el comportamiento del trazo con las graficas analizadas en
clase, después aplicaron estrategias para resolver la situacion, identifican-
do las “caracteristicas visuales” del trazo y sus correspondientes variables
categoricas en la representacion grafica, a fin de interpretar globalmente la
informacion y poder seleccionar la expresion algebraica.
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