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Resumen: El trabajo de la técnica, considerado como una de las dimensiones de
la actividad matematica, tiene un papel esencial en el desarrollo y completacién
progresiva de la practica matematica escolar. Entre sus funciones destacan: la
articulacion del proceso de estudio y la creacion de nuevos objetos matemati-
cos. Pero estas funciones didacticas deben entenderse a partir de su relacion con
el resto de las dimensiones de la actividad matematica y, muy en especial, con la
exploracion de nuevas tareas y la constitucion del entorno teédrico que toda
practica matematica requiere. En este trabajo nos centraremos en la practica
matematica escolar en torno a la division sintética (denominada “regla de Ruffini”
en Espana) y la factorizacion de polinomios. Mostraremos una manera posible de
ampliarla y completarla progresivamente tomando el trabajo de la técnica como
instrumento esencial.

Palabras clave: momento del trabajo de la técnica, Teoria Antropolégica de lo
Didactico, regla de Ruffini, organizacion matematica local relativamente completa.

The timing of the work of the technique in the completion of mathematical
organizations: the case of synthetic division and factoring of polynomials
Abstract: According to the Anthropological Theory of the Didactic (ATp), the “work
of the technique” is considered as a dimension of mathematical activity that plays
a crucial role in the development and progressive completion of school mathemati-
cal practice. Among its functions, we can highlight its capacity to connect the study
process and to create new mathematical objects. However, these didactic functions
have to be considered in relation to the other dimensions of mathematical activity
and, more especially, to the exploration of new types of tasks and the constitu-
tion of an appropriate theoretical environment. This paper focuses on the school
mathematical practice around “Ruffini’s rule”, a technique for polynomial division
and factoring. We will show a specific way of enlarging and progressively completing
this rule, considering the “work of the technique” as an essential tool.
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INTRODUCCION: ELEMENTOS DE LA TEORIA ANTROPOLOGICA
DE LO DIDACTICO

El Programa Epistemolégico de Investigacion en Didactica de las Matematicas
(Gascon, 1998 v 1999) surgio de la conviccion de que el origen del problema
de la Educacion Matematica estd en las propias matematicas. El nacimiento de
este Programa de Investigacion' constituye una respuesta a la insuficiencia mani-
fiesta de los modelos epistemoldgicos de las matematicas, incluidos los modelos
elaborados por la epistemologia clasica de las matematicas, para abordar el
Problema de la Educacion Matematica. El cuestionamiento de la transparencia
de lo “matematico” y la asuncion inequivoca de que el misterio esta en las propias
matemdticas, implica que se tome la actividad matemdtica como objeto primario
de estudio, como nueva “puerta de entrada” del analisis didactico.

Para analizar la actividad matematica institucionalizada, la Teoria Antropoldgi-
ca de lo Didactico (en adelante TAD), situada dentro del Programa Epistemologico,
empieza proponiendo un modelo epistemologico general de las matematicas que
describe el saber matematico en términos de organizaciones matemdaticas insti-
tucionales (Chevallard, 1999, 2002a y 2002b). Una organizacion matematica (en
adelante 0M) surge siempre como respuesta a una cuestion o a un conjunto de
cuestiones. No se dice lo que es una oM, pero se da un esbozo de su estructura
postulando que estd constituida por cuatro componentes principales: tipos de
tareas, técnicas, tecnologias y teorias. Si ponemos el énfasis en las relaciones
dinamicas que se establecen entre dichos componentes a fin de llevar a cabo la
actividad matematica necesaria para responder a las cuestiones problematicas
iniciales, entonces aparecen dos caras inseparables: la practica matematica o
“praxis” [T/x], formada por las tareas, T, y las técnicas matematicas, T, v el “logos”
[0/@], constituido por el discurso matemdtico que justifica e interpreta dicha
practica y que estructuramos en dos niveles: la tecnologia, 6, que hace referencia
directa a la préactica vy la teoria, ®, que constituye un segundo nivel de justificacion

I Se suele considerar que los trabajos iniciales de Guy Brousseau y, en especial, los que tratan
sobre la “epistemologia experimental”, constituyen el germen del Programa Epistemologico.
En Brousseau (1998) se encuentra una recopilacion de sus trabajos publicados entre 1970
y 1990.
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de la practica (o tecnologia de la tecnologia). Al unir las dos caras inseparables de
la actividad matematica, se obtiene la nocion de praxeologia matemdatica.

Las organizaciones (o praxeologias) matematicas mas elementales se llaman
puntuales v estan constituidas alrededor de lo que en determinada institucion
es considerado como un unico tipo de tareas. Cuando una OM se obtiene por
integracion de cierto conjunto de OM puntuales, tales que todas ellas aceptan un
mismo discurso tecnologico 6, diremos que tenemos una OM local caracterizada
por dicha tecnologia 0 y la designamos mediante om, = [T/t/ 6/ ©]. Aunque en
la TAD se habla también de OM “regionales” y “globales”, en este trabajo no iremos
mas alla del andlisis de las OM “locales” y, més concretamente, de la nocién de om
local relativamente completa.

Pero, équé se necesita para elaborar una om? Esto es, écudles son las condi-
ciones que posibilitan el desarrollo de las actividades matemaéticas institucionaliza-
das? O, en otros términos, ¢cudles son los medios de que dispone el matematico
investigador o el alumno de matematicas para llevar a cabo una actividad mate-
matica que cristalice en una OM que responda a ciertas cuestiones?

Ante todo, hay que decir que tanto el investigador como el alumno, cada uno
en su nivel, utilizan técnicas diddcticas, esto es, técnicas de estudio, cuya eficacia
depende de su integracion en un proceso, el proceso de estudio de una OM en
el seno de una institucion. La TaD completa entonces el modelo epistemoldgico
del saber matematico antes descrito con un modelo de la actividad didactica o
actividad de estudio (de las matematicas). Se trata de la teoria de los momentos
didacticos® que puede considerarse como un modelo funcional del proceso
de estudio de las oM. Paralelamente a la nocion de oM, surge asi la nocion de
organizacion (o praxeologia) diddctica, con sus dos caras: “praxis” -formada por
tareas vy técnicas didacticas- vy discurso razonado o “logos” sobre dicha practica
~formado por tecnologias v teorias diddcticas—?

Resulta, en definitiva, que para elaborar una oM, debemos utilizar una orga-
nizacion didactica. Aunque, en realidad, la frontera entre lo matematico vy lo
didactico no esta establecida de una vez por todas, puesto que historicamente se
ha producido una matematizacion creciente de lo didactico y, muy en particular,

2 La teoria de los momentos diddacticos propone seis momentos o dimensiones del pro-
ceso de estudio. Estos reciben, respectivamente, los nombres siguientes: del primer encuentro,
exploratorio, del trabajo de la técnica, tecnologico-tedrico, de la institucionalizacion y de la eva-
luacion (Chevallard, Bosch y Gascon, 1997, y Chevallard, 1999).

3 Una descripcion mas detallada de este modelo se encuentra en Chevallard (1999); Cheva-
llard, Bosch y Gascon (1997), Gascon (1998) y Bosch y Chevallard (1999).
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de las técnicas de estudio de las matematicas. Si, en principio, la actividad de
estudio puede ser considerada como emergente de una oM (en cuanto actividad
dirigida a responder las cuestiones problematicas que la OM permite plantear),
también debe considerarse como productora de saber matemdaticoy, por tanto,
de diertas oM. Lo matematico v lo didactico aparecen asi como dos dimensiones de
la realidad doblemente interdependientes. Lo didactico, esto es, lo relativo al
estudio de las matematicas, supone la existencia de las oM, pero contribuye
a su produccion. Las oM son, a la vez, el objeto vy el producto de la actividad de
estudio.

En este trabajo utilizaremos los instrumentos que proporciona la TAD para
analizar, en primera instancia, la OM escolar (empirica) en torno a la division sin-
tética de polinomios (que, en adelante, denominaremos “regla de Ruffini”) y para
proponer un posible desarrollo y completacion progresiva de dicha oM.

¢EN QUE CONSISTE LA COMPLETACION PROGRESIVA
DE UNA ORGANIZACION MATEMATICA?

En sendos trabajos anteriores (Bosch, Fonseca y Gascon, 2004, y Fonseca, 2004)
hemos caracterizado las discontinuidades matemdaticas y diddcticas entre la
Secundaria v la Universidad. Hemos mostrado en qué sentido las organizaciones
matematicas (OM) que se estudian en Secundaria son puntuales, rigidas y poco
articuladas entre si. Al mismo tiempo, hemos puesto de manifiesto la ausencia
de una actividad matematica universitaria que retome las OM que se estudian en
Secundaria, las desarrolle adecuadamente, las articule y las integre en otras oM
mas amplias y completas. Asi, la incompletitud de las OM locales de la ensefanza
secundaria no se remedia en la Universidad (a pesar de disponer de los instru-
mentos para hacerlo), lo que ayuda a explicar, al menos en parte, las citadas
discontinuidades que aparecen en el paso de la Secundaria a la Universidad.
En dichos trabajos también se describian las condiciones que debe cumplir el
estudio escolar de las matematicas (ya sea en Secundaria o en la Universidad)
para que sea posible articular las oM puntuales en oM locales relativamente
completas.

En el presente trabajo esquematizaremos brevemente un ejemplo de dicho pro-
ceso de completacion. Partiremos de la oM escolar en torno a la regla de Ruffini,
tal como aparece tradicionalmente en la ensenanza secundaria espariola, esto es,
como una OM puntual, rigida vy aislada, y mostraremos que es posible llevar a cabo
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un desarrollo suficiente de la técnica inicial en una direccion adecuada para
provocar, en primera instancia, la ampliacion de los tipos de problemas que
pueden abordarse. Veremos que, a medida que se vaya desarrollando la acti-
vidad matematica, apareceran también nuevas necesidades didacticas y nuevas
necesidades matematicas.

a) Nuevas necesidades diddcticas, porque serd preciso institucionalizar pro-
gresivamente aquellos objetos que deben ser considerados como “matema-
ticos”, evaluar la calidad de los componentes de las sucesivas OM que van
apareciendo como consecuencia del desarrollo de la actividad v explicitar
la “razén de ser” de éstas. Asi, aunque este proceso podria interpretarse
simplemente como el desarrollo de una técnica —que seguiremos llamando
“de Ruffini"~ para aumentar progresivamente su “resistencia” a las varia-
ciones de las condiciones de aplicabilidad vy para ampliar su dominio de
validez, veremos que, en realidad, el proceso matematico-didactico que
presentamos permite construir ampliaciones sucesivas de la oM inicial.

b) Nuevas necesidades matematicas, puesto que sera preciso describir, justi-
ficar e interpretar las variaciones de la técnica inicial -lo que puede requerir
la utilizacion de nuevas nociones y nuevas proposiciones— y determinar
el alcance de las nuevas técnicas, su “costo” (en términos de numero de
operaciones necesarias para llevarla a cabo), su ambito de aplicabilidad
y sus limitaciones.

Tendremos, en definitiva, como culminacion de este proceso, el germen de lo
que hemos denominado una oM local relativamente completa (cuya caracteri-
zacion resumiremos brevemente en lo que sigue) v cuyo estudio deberia poder
articularse con determinadas oM que se estudian actualmente en la Universidad.
En nuestro caso deberiamos integrar la OM en torno a la regla de Ruffini en la om
mas amplia en torno al estudio de funciones polinémicas.

La caracterizacion de una oM local relativamente completa (Fonseca, 2004)
presenta dos caras inseparables que se refieren, respectivamente, al proceso de
construccion o reconstruccion de la propia oM local, por un lado, v al producto que
resulta de dicha construccion, por el otro. Hemos caracterizado las condiciones
que se requieren para que la construccion dé origen a una oM local relativa-
mente completa en términos de los momentos diddcticos o dimensiones de la
actividad matematica (Chevallard, 1999), mientras que, para analizar el grado de
completitud (siempre relativa) de la oM local producida, utilizaremos un conjunto
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de indicadores. Solo a partir del analisis de conjunto de ambas caras inseparables
(proceso v producto) podremos determinar el grado de completitud de la oM local.

CARACTERISTICAS DEL PROCESO DE CONSTRUCCION DE UNA OM LOCAL
RELATIVAMENTE COMPLETA EN TERMINOS DE LAS DIMENSIONES
O MOMENTOS DEL PROCESO DE ESTUDIO

El disefio y la gestion escolar del proceso de estudio de una oM plantea un proble-
ma de ingenieria diddctica que debe abordarse de tal modo que permita hacer
vivir de manera integrada todos los momentos o dimensiones de la actividad
matematica. El grado de completitud de la oM local resultante (o producto)
dependera de la medida en que el proceso de construccion de la misma (tambien
llamado proceso de estudio) presente las siguientes caracteristicas:

DO. Alo largo del proceso de estudio de la oM local se debe potenciar la nece-
sidad de retomar tareas, técnicas, nociones y conceptos de aquellas oM
(estudiadas anteriormente o no) que contienen los materiales necesarios
para construir la OM local en cuestion.

D1. El proceso de construccion de la OM local debe contener diversos momen-
tos del primer encuentro (que no se agotan en un nico periodo de tiempo)
con un tipo de tareas matematicas T, asociado a una cuestion matema-
tica ¢ “con sentido” y con suficiente poder generador.

D2. El proceso de reconstruccion de la oM local debe integrar y gestionar momen-
tos exploratorios en los que la comunidad de estudio tenga la oportunidad
de elaborar esbozos de técnicas nuevas, llevar a cabo un verdadero trabajo
“experimental’, utilizar el pensamiento conjetural o plausible (en el sentido
de Polya, 1954) incluso con prioridad al pensamiento logico.

D3. La citada actividad exploratoria vy experimental debe desembocar en un
verdadero trabajo de la técnica sistematico v adecuadamente dirigido.
Este, aunque se inicie rutinizando una técnica inicial poco contrastada,
debe proseguir hasta que la técnica que se esta trabajando alcance un desa-
rrollo suficiente, que se pondra de manifiesto en la generacion de técnicas
“nuevas” (para la comunidad de estudio) que seran cada vez mas potentes
y que permitiran la ampliacion progresiva del campo de problemas.

D4. Alo largo del proceso de estudio de una oM local deben aparecer cuestio-
nes matemdticas relativas a las técnicas que se utilizan, esto es, cuestiones
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D5.

D6.

D7.

relativas a la interpretacion, la justificacion, la economia y el alcance de
dichas técnicas, asi como cuestiones que hagan referencia a las relaciones
que se establecen entre ellas (denominamos cuestionamiento tecnologico
al conjunto de estas cuestiones). La respuesta a estas cuestiones requerird
la realizacion de nuevas tareas matematicas que también pasaran a inte-
grarse en la OM local en construccion. Para llevar a cabo este conjunto de
tareas matematicas, serd necesario utilizar un marco tecnolégico-teérico,
que es el que permitira construir (ademas de describir, justificar, interpre-
tar y relacionar) todas las técnicas necesarias.

En el proceso de reconstruccion de la oM local se debe incluir la progresiva
institucionalizacion de aquellos elementos que deben ser considerados
como “matematicos” por la comunidad de estudio para distinguirlos de los
que han representado, a lo largo del proceso, el papel de meros instru-
mentos auxiliares de la construccion.

El proceso de estudio de la OM local debe integrar funcionalmente los dife-
rentes instrumentos del trabajo matematico. En particular, las calculadoras
simbolicas deben permitir construir nuevas técnicas matematicas que, cuan-
do se utilizan adecuadamente, mejoran la eficacia y la economia del trabajo
matematico y amplian el tipo de problemas que se pueden estudiar.

Junto a la institucionalizacion, el proceso de estudio debe permitir evaluar
la calidad de los componentes de la oM local construida: los tipos de
tareas (testan bien identificados?, éexisten especimenes suficientemente
variados de cada tipo?, éa qué cuestiones estan asociados?, éestan relaciona-
dos con el resto de la actividad de los estudiantes o bien estan aislados?):
las técnicas (bestan suficientemente trabajadas?, éson fiables?, éson econo-
micas?, éson las mas pertinentes para realizar las tareas presentadas?); y el
discurso tecnoldgico (bes suficientemente explicito?, dayuda efectivamente
a interpretar v justificar las técnicas?, épermite variar las técnicas en la
direccion adecuada para construir nuevas técnicas?

INDICADORES DEL GRADO DE COMPLETITUD DE UNA ORGANIZACION
MATEMATICA LOCAL

Si hacemos abstraccion del proceso de construccion y nos fijamos Unicamente
en el producto elaborado, esto es, en la oM local construida, podemos enumerar
siete indicadores de su grado de completitud en términos de las caracteristicas
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de los componentes de la oM y de las relaciones entre ellos. De manera muy
esquematica (véanse detalles en Fonseca, 2004) diremos que una oM local es
mas completa en la medida en que satisface los siguientes indicadores:

M1.

M2.

M.

M4.

M5.

M6.

Los tipos de tareas y técnicas aparecen “integrados” (en contraposicion
a “aislados” e independientes entre si) y contienen tareas matematicas
relativas al cuestionamiento tecnolégico, esto es, tareas cuya realizacion
permitird responder a cuestiones relativas a ciertas caracteristicas de las
técnicas matematicas (dominio de validez, economia, justificacion, inter-
pretacion de los resultados que se obtienen con ella, etcétera).

Para cada uno de los tipos de tareas que forman parte de la oM local en
cuestion, existen diversas técnicas matematicas potencialmente Utiles para
llevar a cabo dichas tareas v en la propia OM local existen criterios operativos
para elegir en cada caso la técnica mas adecuada.

Los objetos matematicos (técnicas, tareas, nociones, teoremas, etc) son
relativamente independientes de los objetos materiales (ostensivos) que
se utilizan en cada caso para representarlos materialmente. Esta caracte-
ristica de la oM local requiere que ésta contenga diversos objetos osten-
sivos (graficos, verbales, gestuales, etc.) para representar un mismo objeto
matematico.

Las tareas vy las técnicas que forman parte de la oM local permiten “varia-
ciones” de todo tipo, esto es, son relativamente “flexibles”. En particular,
tanto las tareas como las técnicas puedan ser “invertidas” (no de manera
Unica) para dar origen a nuevas tareas y nuevas técnicas que denomina-
mos inversas de las anteriores.

La oM local en cuestion contiene tareas matematicas cuya realizacion
permite interpretar el funcionamiento de las técnicas matematicas que se
utilizan en dicha oM vy, también, el resultado de aplicar dichas técnicas.
Este indicador no se cumple en aquellas instituciones donde la interpreta-
cion del funcionamiento de las técnicas que se utilizan (y la interpretacion
del resultado que se obtiene al aplicarlas) no forma parte de la responsa-
bilidad asignada a la comunidad de estudio.

En la oM local en cuestion deben aparecer, de manera relevante, tareas
matematicas abiertas, esto es, tareas matematicas cuyos “datos” e “incog-
nitas” no estén completamente determinados de antemano. Entre dicho
tipo de tareas matematicas deben citarse, en primer término, las que re-
quieren un proceso de modelacion matemdtica.

12
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MY7. El discurso tecnolégico-tedrico de la oM local en cuestion, esto es, el dis-
curso matematico que sirve para interpretar vy justificar la préactica matema-
tica, debe incidir efectivamente sobre ésta vy debe permitir, en particular,
construir técnicas matemdticas nuevas capaces de ampliar los tipos de
tareas y flexibilizar la practica matematica.

Hay que subrayar que la nocion de “completitud” de una oM es relativa. No
tiene sentido hablar de oML completas ni de OML incompletas. Se trata, en todos
los casos, de una cuestion de grado: existen OML mas o menos “completas” que
otras en funcion del grado en que sus componentes cumplen las condiciones
descritas por los indicadores M1-M7. Dualmente, el grado de completitud de una
OML depende de la medida en que, a lo largo de su proceso de construccion, se
cumplan DO-D7.

CORRESPONSABILIDAD ENTRE LA SECUNDARIA'Y LA UNIVERSIDAD
EN LO REFERENTE A LAS DISCONTINUIDADES MATEMATICAS
ENTRE AMBAS INSTITUCIONES

En este trabajo subrayamos la importancia de una de las dimensiones o momentos
de la actividad matematica, el Momento del Trabajo de la Técnica, en cuanto
a la construccion de una oM local relativamente completa. Nuestro propdsito es
mostrar, mediante la consideracion de una oM particular (la que se constituye en
torno a la “regla de Ruffini” para la factorizacion de polinomios), de qué manera
se puede retomar un ingrediente técnico que los alumnos han aprendido a uti-
lizar de manera muy rigida y limitada para, mediante un adecuado trabajo de la
técnica, poder generar nuevas técnicas, nuevas justificaciones y explicaciones de
éstas, asi como nuevas cuestiones, de manera que la oM de partida, que inicial-
mente se presenta escolarmente como una OM puntual, rigida y aislada, se vaya
ampliando y completando de manera progresiva.

En la ensefianza universitaria se supone de manera erronea que muchas de
las organizaciones matematicas previamente estudiadas en la ensefanza secun-
daria lo han sido con un grado suficiente de completitud (esto es, se actia como
si hubiesen sido construidas como oM locales relativamente completas) de mane-
ra que no se ve la necesidad de reconstruirlas efectivamente en la Universidad.
En general, se da la paradoja siguiente: cuando en un proceso didactico se
recupera una técnica aprendida anteriormente para utilizarla en una actividad
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matematica nueva (como, por ejemplo, para utilizarla como subtécnica de una
nueva técnica), se suele recuperar una version rigida v estereotipada de la técnica
“antisua” (aunque ésta ya no sea problematica para los estudiantes). Esto sucede
tanto si se trata de la recuperacion de una técnica que forma parte del mismo
tema, como si se trata de la recuperacion de una técnica que se aprendio en temas
anteriores del mismo curso o, incluso, en cursos anteriores. De este modo, los
alumnos nunca se ven llevados a desarrollar y flexibilizar las técnicas: éstas, o bien
son todavia problematicas (en el primer encuentro con ellas) y, por tanto, se utili-
zan de manera rigida y estereotipada, o bien ya estan cristalizadas y entonces se
utilizan como conocimientos que ya no admiten ningtin tipo de cuestionamiento.

Postulamos que este fenbmeno se acenttia cuando la recuperacion se hace
en una institucion diferente de la institucion en la que el estudiante utiliz6 una
técnica por primera vez, como, por ejemplo, cuando en la ensefianza universi-
taria se recupera una técnica matematica que los estudiantes aprendieron en
Secundaria. Ademas, en este ultimo caso, no solo es cierto que en la ensefanza
universitaria se utilizan rigidamente muchas de las técnicas que se recuperan de
la ensenanza secundaria, sino que, y éste es el punto que nos interesa resaltar
aqui, aunque se disponga (o se pueda disponer) en la ensefianza universitaria
de los elementos tecnoldgicos necesarios para flexibilizar el uso de una técnica
introducida en la ensenanza secundaria, éstos no suelen utilizarse de manera
efectiva para desarrollar la técnica en cuestion, esto es, para ampliar su dominio
de validez, articularla con otras técnicas v hacerla mas econdémica y mas fiable.

Lo anterior sugiere que la explicacion de algunas de las discontinuidades mate-
maticas vy didacticas entre la Secundaria y la Universidad habria que buscarla no
solo en el caracter puntual v la rigidez de las organizaciones matematicas que
viven en la ensenanza secundaria, sino también en la “ausencia de una actividad
matematica universitaria que retome las OM que se estudian en Secundaria, las
desarrolle de manera adecuada, las articule entre si v las integre en otras oM
mas amplias y completas” (Fonseca, 2004).

En lo que sigue, ejemplificaremos una posible via de desarrollo de este tipo
de actividad matematica en el caso de la regla de Ruffini, un algoritmo muy
utilizado en la ensefianza secundaria espafola para efectuar la division de un
polinomio con coeficientes enteros por un binomio del tipo x — a. Veremos,
ademas, qué papel desempena y qué papel podria representar el momento del
trabajo de la técnica en este proceso de produccion praxeologica.
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ANALISIS DE LA REGLA DE RUFFINI
EN LA ENSENANZA SECUNDARIA ESPANOLA

La regla de Ruffini es un algoritmo de division de polinomios que se ensena clasi-
camente en la Secundaria espanola y que constituye, en esta institucion, un ingre-
diente esencial de las técnicas de resolucion de ecuaciones polinomicas.

La movilizacion de esta regla permite realizar de manera “taquigrafica” la division
de un polinomio con coeficientes enteros por expresiones del tipo x — a. Por ejem-
plo, para dividir x* — 4x* + x + 6 entre x — 2 se procede de la siguiente manera:

En primer lugar, se escriben los coeficientes ordenados del polinomio y el
valor de la posible raiz (aqui a = 2):

Posteriormente se “baja” el primer coeficiente (que en este caso es 1 escri-
biéndolo en la linea de abajo), se multiplica este coeficiente por a (en este caso
a = 2)yse suma a este producto el segundo coeficiente (en este caso —4),
escribiendo el resultado de la suma debajo (en este caso 2 — 4 = —2). Se repite el
proceso con los demés coeficientes hasta llegar a un valor final que coincide con
el resto de la division. Este debe ser 0 si el divisor del término independiente elegi-
do, a, es efectivamente una raiz del polinomio. En nuestro caso se obtiene:

1 —4 1 6
a=2 2 —4 —6
1 -2 -3 Resto = 0

Los valores obtenidos son los coeficientes del polinomio cociente de dividir
X — 4x* + x + 6 entre x — 2 ordenados de mayor a menor grado, teniendo
en cuenta que este polinomio tiene siempre un grado menos que el inicial
(si el inicial es de grado 3, éste sera de grado 2) resulta ser en nuestro caso:
X —2x — 3.

En el caso de haber realizado la operacion con un entero que no fuera raiz
del polinomio, se encontraria un ultimo coeficiente (esto es, un resto de la division)
distinto de O como, por ejemplo:
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1 —4 1 6
a=>5 5 5 30
1 1 6 Resto = 36

Tal como se utiliza la técnica en la ensefanza secundaria espanola,
se concluiria en el primer caso que 2 es raiz de X — 4x* + x + 6 y que
X — A+ x+ 6 =(x—2) (% — 2x — 3), mientras que en el segundo caso se
concluirfa que 5 no es raiz de x* — 4x> + x + 6, ya que:

B A+ x+6=Kx—-50(+x+6)+ 36

En general, la regla de Ruffini se utiliza junto con el principio tecnolégico que
afirma que, si un polinomio de coeficientes enteros tiene una raiz entera, entonces
ésta divide el término independiente del polinomio. En el caso anterior, ya no se
habria probado si 5 es 0 no raiz del polinomio, porque 5 no divide al término
independiente 6, pero si se tendrian que probar los otros divisores de 6 (esto es, 1,
3, —1, =2 y —3). Asi, dado un polinomio entero, se buscan los divisores del tér-
mino independiente y se determina, mediante la regla de Ruffini, si estos valores
son 0 no raices de aquél, obteniendo directamente en caso afirmativo (resto 0) el
cociente de la division.

El uso iterado vy sistematico de esta regla para la resolucion de ecuaciones
polinomicas con coeficientes enteros genera en los alumnos un principio tecnolo-
gico “folclorico” y muy robusto segun el cual:

Todas las ecuaciones polinbmicas de grado mayor que 2 con coeficientes
enteros, o bien tienen alguna raiz entera y ésta se puede calcular “por Ruffini”,
o bien no tienen ninguna raiz.

En general no se plantea a los alumnos la necesidad de recurrir a otro tipo
de técnicas para resolver ecuaciones, ni siquiera cuando los alumnos va dispo-
nen de los instrumentos del célculo diferencial y de la representacion grafica de
funciones. Ademas, en los pocos casos en los que se utilizan las graficas de fun-
ciones para resolver ecuaciones, éstas no aparecen como una técnica que permita
superar las limitaciones de la regla de Ruffini.

Es facil, pues, poner en evidencia la incompletitud de la oM que se ensena en
Secundaria en torno a la resolucion de ecuaciones polinomicas (Fonseca, 2004),
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incompletitud debida esencialmente a la ausencia de una cuestion generatriz lo
bastante rica y potente que conlleve un estudio de las limitaciones de la regla de
Ruffini y la necesidad de desarrollarla con nuevos ingredientes técnicos y tecno-
logico-tedricos. De hecho, podriamos decir que, en Secundaria, el problema que se
plantea no es el de hallar las soluciones de una ecuacién polindmica, sino el de
calcular sus soluciones enteras en el supuesto previo de que éstas existen.

La ausencia de un auténtico cuestionamiento de las técnicas matemdticas
que se utilizan en la ensefianza secundaria implica que sea muy dificil pregun-
tarse en dicha institucion sobre la utilidad, el costo, la justificacion y el alcance
(0o dominio de validez) de dichas técnicas. De hecho, el cuestionamiento de las
diversas propiedades de las técnicas matematicas no forma parte de las respon-
sabilidades matematicas que el contrato didactico asigna a los alumnos de la
ensefianza secundaria. Incluso podemos afirmar que esta responsabilidad mate-
matica tampoco esta asignada al profesor de ensenanza secundaria como tal
profesor. Todo esta preparado para que las técnicas “funcionen” siempre que
se las requiera y para que no exista ningun conflicto entre las técnicas de que se
dispone vy las tareas matematicas que se proponen.

Partiendo de la actividad matematica que aparece en los libros de texto de
Bachillerato® en torno al célculo de raices (enteras) de ecuaciones polinomicas,
nos proponemos mostrar que, con la ayuda de un adecuado cuestionamiento
tecnologico, es posible desarrollar el trabajo de la técnica en una direccion tal
que provoque la ampliacion de los tipos de ecuaciones que pueden abordarse
y, al mismo tiempo, implique la necesidad de llevar a cabo una actividad mate-
matica flexible en el sentido de que esté relativamente libre de la rigidez que
hemos descrito en Fonseca (2004) y que, esencialmente, constituyen la negacion
de las caracteristicas descritas por los indicadores del grado de completitud de
una organizacion matematica (M1-M7).

Todo ello comportara, como veremos, que la propia actividad matematica,
a medida que se vaya desarrollando, debera justificar las razones de ser de las
nuevas tareas que van apareciendo y, ademas, debera crear una técnica cada
vez mas resistente y lo bastante potente para abarcar las sucesivas ampliaciones
del campo de problemas. Tendremos, en definitiva, el germen de una oM local
relativamente completa.

* Utilizaremos los libros de texto de Bachillerato que corresponden a las tltimas edi-
ciones de las editoriales de mayor difusion del Estado espanol (SM, Anaya, Santillana y
McGraw-Hill).
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Para iniciar el analisis de los manuales de Bachillerato, observamos que las
funciones elegidas efectivamente en dichos manuales para llevar a cabo la tarea
de representar grdaficamente funciones polinémicas son analogas a las siguientes:

flx) = x*— 3x flx) =%+ x flx) = x' — 2x°

W =2¢-8x+] f(=x-2¢+x—-1 fIN=x—3C+4

) = =3x"+4x* flx)=x—3x+2 fx) = x* — 9x% + 24x — 20
fix) = x* — 4x° flx) = x*— 3x fix) = x' — 6x°

) =x' — 443 f() =3+ 4 — 36 + 100 flx) =x' — 8¢+ 2

Una de las subtareas que se le proponen al alumno para representar grafi-
camente estas funciones polinomicas es la de calcular los puntos de corte de la
grafica de la funcion con el eje de las “X’, lo que equivale a resolver la ecuacion
asociada f(x) =

Si analizamos las ecuaciones asociadas a las funciones polinbmicas citadas,
observamos que la mayoria estan preparadas para que admitan como raices
alsunos de los niimeros: 0, =1 o *=2. Ademas, el término independiente siempre
tiene, en todos los casos, muy pocos divisores, por lo que el ntimero de posibles
raices enteras es muy pequeno. De esta manera se consigue que la técnica domi-
nante (la regla de Ruffini) “funcione” de manera muy economica y eficaz en todos
los casos, evitando asi todos los conflictos entre la tarea y la técnica (limitaciones,
alcance, etc.). La regla se aplica en la mayor parte de los casos de una manera
completamente estereotipada, sin ninguna variacion, sin permitir ningtin tipo de
desarrollo y, en definitiva, sin que se plantee ni sea necesario plantear ningin
cuestionamiento tecnologico. El tipo de tareas que aparecen en los libros de
texto es, en consonancia, muy cerrado y preparado para que no plantee ningtin
problema a la técnica.

En definitiva, la regla de Ruffini acaba teniendo en la ensenanza secundaria un
caracter autotecnolégico, esto es, se propone como si fuese una técnica transparen-
te que no necesitase de ningtin tipo de justificacion mas alld de la comprobacién
empirica de que, efectivamente, “funciona”. Como no se proponen tareas que
provoquen ningtin tipo de conflicto a la utilizacion estereotipada de la regla de
Ruffini, nunca aparece la necesidad, en el trabajo matematico que se realiza efec-
tivamente en Secundaria, de flexibilizar dicha técnica, de modificarla ligeramente
para aplicarla a un caso especial ni, mucho menos, de analizar y cuestionar su

18 EDUCACION MATEMATICA, vol. 22, nuim. 2, agosto de 2010



Cecilio Fonseca, Marianna Bosch y Josep Gascon

costo, su alcance o su justificacion. Esta ausencia institucional de cuestiona-
miento tecnologico de la regla de Ruffini se manifiesta en el impulso incontrolado
de los sujetos de la institucion por comenzar a calcular las raices enteras de un
polinomio sin tener en cuenta la posibilidad de su no existencia.

Una de las consecuencias practicas de estos hechos es que se expulsan fuera
de la ensenanza secundaria algunos tipos de tareas matematicas como, por ejem-
plo, la representacion grdfica de funciones polinomicas sencillas cuyo término
independiente tiene bastantes divisores o cuyas raices no son enteras (tanto si son
racionales como si son irracionales).

Se produce de este modo un empobrecimiento en cadena de las organizacio-
nes matematicas que se estudian. Este es un fenomeno de largo alcance del cual
la regla de Ruffini constituye tnicamente un pequeno ejemplo: el hecho de no
poder utilizar versiones flexibles de las técnicas elementales para construir téc-
nicas mas complejas implica que la actividad matematica escolar estara siempre
centrada en tipos de tareas relativamente estereotipadas.

Podemos resumir lo anterior diciendo que el tipo de tareas matematicas que
aparecen en la ensefianza secundaria en torno al célculo de las raices de un
polinomio, principalmente cuando ésta deja de ser la tarea principal para conver-
tirse en auxiliar de otras tareas mas complejas, aparecen como tareas puntuales,
aisladas v rigidas en todos los aspectos descritos anteriormente.

LA REGLA DE RUFFINI EN EL PASO DE LA SECUNDARIA
A LA UNIVERSIDAD

Si consideramos ahora la institucion universitaria, también se puede mostrar que,
en los estudios de primer ciclo de matematicas, especialmente en las asignaturas
de célculo diferencial o de algebra elemental, en lugar de retomar la regla de
Ruffini de Secundaria, mostrar sus limitaciones, desarrollarla e integrarla en una
organizacion matematica mas completa en tormo a la resolucion de ecuaciones,
se ignora por completo esta articulacion y se proponen métodos de resolucion
de ecuaciones totalmente independientes de los construidos en la ensenanza
secundaria. Ademas, tampoco se suelen cuestionar en la ensefianza universitaria
el alcance vy las limitaciones de la técnica considerada, es decir, la delimitacion
de la clase de ecuaciones polinomicas que se pueden resolver (de manera exacta
o aproximada). Como hemos dicho anteriormente, el uso sistematico de la regla
de Ruffini en la ensefianza secundaria conduce a los alumnos a actuar como si
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los polinomios con coeficientes enteros, o bien tienen una raiz entera “evidente”
(un divisor del término independiente del polinomio) que se determina mediante
la regla de Ruffini, o bien no tienen raices. Veremos que este grave “prejuicio”
tampoco se supera adecuadamente en la ensefianza universitaria.

En este sentido, la OM en torno a la regla de Ruffini constituye un buen ejem-
plo de un fenomeno didactico que podemos enunciar de la siguiente manera:

La rigidez de las practicas matematicas “elementales” que se llevan a cabo
en la ensenanza secundaria no disminuye cuando éstas se llevan a cabo en la
ensefianza universitaria, aunque se disponga de los elementos tecnologicos
que podrian cuestionarlas, flexibilizarlas v desarrollarlas.

A fin de comprobar, de manera meramente exploratoria, que esta rigidez no
disminuye cuando la regla de Ruffini se utiliza en la ensenanza universitaria,
propusimos durante el curso 1999-2000 a una muestra de 128 alumnos de la
Escuela Universitaria de Ingenieria Técnica Industrial y de la Escuela Superior
de Ingenieria Industrial de la Universidad de Vigo, la siguiente tarea:

Calcular las soluciones enteras de la ecuacion
X — 61 —50x+ 135 =0

Comprobamos que 79 alumnos (61.71%) intentaron calcular las raices utili-
zando la regla de Ruffini; 26 alumnos (20.31%) empezaron calculando el valor
numerico del polinomio para cada uno de los divisores del término independiente
y los 23 alumnos restantes (17.96%) dejaron en blanco el ejercicio. De entre los
105 alumnos (82% del total) que intentaron resolver la ecuacion, ninguno de
ellos se plante¢ la posibilidad de la no existencia de soluciones enteras.

Creemos que las respuestas de estos alumnos reflejan el escaso cuestionamien-
to tecnologico que existe (también en la ensefanza universitaria) en relacion con
las técnicas de resolucion de ecuaciones polinomicas v, en particular, alrededor de la
regla de Ruffini. La uniformidad y casi unanimidad de las respuestas obtenidas
pone de manifiesto que la actividad dominante ante la tarea propuesta (también en
la ensenanza universitaria) consiste en empezar calculando los divisores del término
independiente (que, en este caso, son +1, 3, £5, £9, 15 +27, 45y +135) y, a
continuacion, comprobar para cada uno de ellos si es 0 no una raiz del polinomio,
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va sea utilizando la regla de Ruffini, o bien calculando directamente el resto de la
division del polinomio entre x — a (esto es, el valor numérico del polinomio para x = a).

La rigidez y ausencia de cuestionamiento tecnologico provoca, entre otros
efectos indeseables, que cuando se dispone de una técnica, ésta se use prescin-
diendo completamente del costo que comporta dicho uso. La explicacion es
sencilla: en la matematica escolar (incluida la universitaria) la principal (y casi
tnica) actividad que los alumnos aprenden a realizar con una técnica es aplicar-
la para realizar una tarea concreta. No existen tareas de estudio de las técnicas.
En nuestro ejemplo, el costo de utilizar la técnica de que se dispone es excesivo
porque, al no existir raices enteras, la técnica estereotipada que se utiliza requiere
una gran cantidad de célculos pesados v, en definitiva, bastante intiles.

Supongamos, por ejemplo, que los alumnos hubiesen dispuesto de un resul-
tado tecnoldgico sencillo tal como el siguiente:

0,: Si f(x) es una funcion polinomica con coeficientes enteros y f(0) y
f(1) son nuimeros impares, entonces la ecuacion polinomica f(x) = 0 no
tiene soluciones enteras. (Véase anexo.)

Este resultado les hubiera evitado la necesidad de calcular los divisores de
135 y llevar a cabo una gran cantidad de calculos inttiles, puesto que en este
caso f(0) = 135y f(1) = 25 son impares y, por tanto, podemos asegurar que el
polinomio x* — 61x*— 50x + 135 no tiene raices enteras. Ademas, este resultado
tiene una justificacion basada en la descomposicion de Taylor del polinomio
que, aunque no pueda estar disponible en la ensefianza secundaria, si lo estara
muy pronto en el primer curso universitario.”

° Aparece aqui un ejemplo de resultado tecnologico que podria utilizarse en Secundaria
sin necesidad de llevar a cabo una demostracion rigurosa, pero con la intencion didactica de
provocar necesidades tecnoldgico-teoricas que deberian ser retomadas para ser satisfechas en
los inicios de la enseflanza universitaria. La utilizacion adecuada y prudente de esta técnica
diddctica, que consiste en utilizar un resultado teorico cuyo enunciado es sencillo pero cuya
demostracion esta fuera del alcance de los estudiantes de una institucion determinada (y
que puede introducirse mediante la frase del profesor “se puede demostrar que..”), permitirfa
dar sentido a muchos de los resultados teoricos de la matemética universitaria, va que éstos
aparecerian como respuesta a cuestiones y necesidades que ya habian surgido en etapas ante-
riores del proceso de estudio, en lugar de aparecer de manera puramente formal e inmotivada
como sucede demasiado a menudo.
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ALGUNOS DESARROLLOS POSIBLES DE LA REGLA DE RUFFINI

Mostraremos que, con ayuda de un adecuado cuestionamiento tecnologico, es
posible desarrollar el trabajo de la técnica “regla de Ruffini” en una direccion tal
que provoque la ampliacion de los tipos de ecuaciones que pueden abordarse.
Partimos de un tipo de tareas, que designaremos por T,y que esta presente en
la ensefianza secundaria.

T,: Calcular las soluciones de ecuaciones polinomicas con coeficientes
enteros v que tengan todas las soluciones enteras.

Un espécimen de este tipo de tareas es el siguiente:

Resolver la ecuacion x> — 42+ x+ 6 =0

Puesto que f(0) = 6y f(1) = 4, es posible que exista alguna raiz entera y, en
ese caso, debe ser forzosamente un divisor del término independiente que es 6.
Las posibles raices enteras son =1, +2 vy £3.

1 —4 1 6
a=-1 -1 5 —6
1 -5 6 | Resto=0
a=2 2 —6
1 =3 Resto = 0
Las soluciones son x = —1, 2 y 3, por lo que tenemos la descomposicion

factorial:

A+ x+6=Kx+1)(x—2) (x—23)
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Para “rutinizar” esta técnica y “experimentarla” con un material empirico sufi-
cientemente rico, se pueden considerar ecuaciones similares a la anterior, como
por ejemplo:

X =9+ 23x—15=0. Raices: x=1,3y5
X+ 3¢ —=9x+5=0. Raices x =1 (doble) y x = =5

Llamaremos T, a esta primera técnica. Es una técnica ligada a un tipo de
tareas concretas y, desde este punto de vista, aparece en los manuales de la ense-
fanza secundaria como una técnica natural o canonica. No es cuestionable en
dicha institucion porque es considerada como “la manera de calcular las raices
(enteras) de las ecuaciones polinomicas (preparadas)”.

A fin de flexibilizar la técnica <, lo que permitira desarrollarla y relacionarla
con ofras técnicas (cosa que raramente se realiza en la ensefanza secundaria),
planteamos en este momento cuestiones tecnoldgicas relativas a T,

¢Cudl es el alcance o dominio de validez de t,? ¢Para qué tipo de ecua-
ciones polinbmicas no sera aplicable? (Existen, para esos casos, técnicas
alternativas? ¢Es posible modificar ligeramente T, de manera que se amplie
el campo de problemas al que es aplicable? ¢Qué modificaciones son nece-
sarias?

A fin de poner a prueba la resistencia de la técnica creada proponemos un
segundo tipo de tareas.

T, Resolver ecuaciones polinbmicas de grado n = 3 con coeficientes
enteros.

Un ejemplar de este segundo tipo de tareas es el siguiente:
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Resolver la ecuacion x* — 2x2— 3x + 6 = 0.

Aparece la primera situacion relativamente conflictiva porque, después de
calcular todos los divisores de 6 y comprobar que solo x = 2 es solucion, nos
encontramos con el problema de que el resto de raices reales, si existen, no se
pueden calcular utilizando la técnica anterior T, porque no son enteras.

«Como calcular las otras dos raices si existen? ¢Es posible modificar ligera-
mente T, de manera que se amplie el campo de problemas al que es aplicable?
En la ensenanza secundaria aparece, de hecho, una pequena modificacion de la
regla de Ruffini que permite resolver la ecuacion anterior: después de obtener una
raiz entera, si el polinomio inicial era de grado 3, basta factorizar el polinomio
inicial y resolver una ecuacion de segundo grado para calcular las otras dos raices
reales (o bien para asegurarse de que éstas no existen). Llamaremos a esta variacion
de la técnica inicial ©,;. En nuestro ejemplo, se obtienen —1.73205 y 1.73205.

Pero en la ensenanza secundaria dicha variacion de la regla de Ruffini no
se considera como tal y, lo que es mas importante, no se utiliza para poner de
manifiesto que, si la ecuacion polinomica fuese de grado mayor que 3 vy solo
tuviese una raiz entera, entonces no podria aplicarse t,,. Tampoco se utiliza sis-
tematicamente para resolver ecuaciones de grado n > 3 con coeficientes enteros
que tengan, como minimo, n — 2 soluciones enteras.

Forman parte de este segundo tipo, tareas tales como:

El dominio de validez de T, es mayor que el de T,, puesto que es aplicable a
todas las ecuaciones polinomicas de grado n siempre que tengan, como minimo,
n — 2 raices enteras. A medida que se continta rutinizando T,,, aparece una
segunda cuestion tecnologica:
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¢Es posible calcular con t,;, de una manera razonablemente economica,
todas las raices de cualquier ecuacion polinomica de grado tres que tenga,
como minimo, una raiz entera? Y, en general, ¢es posible calcular con un
costo razonable todas las raices de cualquier ecuacion polinomica de grado n

que tenga, al menos, n — 2 raices enteras?

La respuesta tecnologica provocara las primeras formulas de acotacion del valor
absoluto de las raices. Técnicamente se trata de economizar el funcionamiento de
T,, limitando el numero de posibles candidatos a raices de la ecuacion, porque el
costo de la técnica t,, aumenta muy rapidamente cuando se trata de resolver
ecuaciones polinomicas cuyo término independiente tiene un ntimero grande

de divisores.
Consideremos, por ejemplo, el siguiente problema:

Resolver la ecuacion x* — 70 x>+ 1 400 x — 8 000 = 0

Dado que 8 000 tiene 56 divisores:

1 2 4 8 16 32 64 =1 —2 —4 =8 —16 —32 —64
5 |10 | 20 | 40 80 | 160 | 320 | =5 | =10 | =20 | —40 =80 | =160 | —320
25 | 50 | 100 | 200 | 400 | 800 |1600| —25 | =50 |—100| —200 | —400 | —800 |—-1600
125 | 250 | 500 | 1000 | 2000 | 4000 | 8000 | =125 | —250 | =500 | —1000 | —2000 | —4 000 | —8 000

el costo de utilizacion de la técnica T, para realizar esta tarea es considerable en
términos de esfuerzo, precision y posibilidad de cometer errores. Cabe entonces
hacer un segundo cuestionamiento tecnologico de la técnica con el objetivo de

disminuir, si es posible, dicho costo.

¢Es necesario probar, en todos los casos, todos los divisores del término
independiente? ¢Hay alguna posibilidad de acortar ese proceso?

25
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Una buena tecnologia deberfa disminuir el costo de T, e intentar resolver
esa tarea con un costo minimo. Supongamos que la formula de Cardano-Vieta
formara parte del entorno tecnologico de la regla de Ruffini:

8, Si todas las raices de la ecuacion a, x"+ a, (x"'+ .. +ax+a,=0
son reales, entonces toda raiz x; de la ecuacion pertenece al intervalo

| 2
[-M, M], donde Ms\/(a”lj —Z(G”ZJ.

a, an

Utilizando adecuadamente este resultado tecnologico, la técnica T, serfa mucho
mas econémica y mucho mas fiable. En nuestro caso particular, este resultado
tecnologico limita las posibles raices al intervalo [—-46, 46] y nos permite reducir
considerablemente el niimero de candidatos a raices enteras:

1 2 4 8 16 32 -1 | -2 | -4 | -8 | =16 | =32
5 10 20 40 -5 | =10 | =20 | —40
25 —25

La tecnologia incide asi directamente en la practica matematica, producien-
do una disminucion del costo de la técnica. De los 56 candidatos iniciales
pasamos a Unicamente 22, pero el costo de T,, aln sigue siendo grande. ¢Qué
posibilidades hay de disminuir todavia mas la posibilidad de cometer errores v,

en consecuencia, el costo?
La respuesta a esta cuestion viene dada por un nuevo resultado tecnologico.

0. (Regla de Descartes) Si n es el numero de cambios de signo de los
coeficientes de un polinomio f(x) y m su nimero de raices positivas,
entonces m = n yn —m es par. El nimero de raices negativas se obtiene
repitiendo el proceso anterior para f(—x).
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De acuerdo con este resultado tecnologico, en toda ecuacion polindomica
de grado 3, cuyos coeficientes tengan signos alternados, como por ejemplo:
X' —ax* + bx— ¢ =0 (donde a, by ¢ > 0), en el supuesto de que tenga raices
reales, todas ellas seran positivas. Mientras que en toda ecuacion polinbmica
de grado 3 de la forma x* + ax*+ bx + ¢ = 0 (donde a, by ¢ > 0), en caso de
tener raices reales, todas seran negativas.

Esto nos permite, en nuestro ejemplo, restringir todavia méas el ntimero de
candidatos pasando de 22 a 11 y quedarnos solo con los candidatos positivos.

1 2 4 8 16 | 32
5 10 20 40
25

Pero todavia podemos disminuir mas el costo de la técnica =,,. Para ello
podemos utilizar otro resultado tecnologico:

0,: Si f(x) es un polinomio con coeficientes enteros y a es una raiz entera
de f(x), entonces a — 1 es un divisor de (1) vy a + 1 es un divisor de
f(—1).

fll
Al aplicarlo a nuestro ejemplo particular resulta que ( )l da origen a una
a —
division exacta tinicamente con los divisores siguientes:

f(-1)

a+1

Pero como que solo da division exacta con:

10‘20‘40
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Resulta que las tnicas raices enteras posibles de la ecuacion
x> — 70x*+ 1400x — 8000 = 0

son 10, 20 vy 40.

Las técnicas T,y T,;, que aparecen como incuestionables en la ensefianza
secundaria, tienen un alcance muy limitado debido a que el costo aumenta muy
rapidamente con el simple aumento del ntimero de divisores del término inde-
pendiente de la ecuacion. Llamaremos T, a la técnica que se obtiene de disminuir
el costo de t,, mediante la utilizacion de los elementos tecnologicos 6, 6., 6,y 6,.
Esta técnica T, surge como consecuencia del desarrollo de las técnicas T,y T,
y tiene un costo mucho menor.

A continuaciéon se proponen nuevas tareas de rutinizacion, para dominar la
técnica T,

x°— 53x%2+ 532x — 480 = 0. Raices: x=1, 12 y 40
x> — 88x*+ 1620x + 3600 = 0. Raices: x=— 2,30 y 60

El trabajo técnico rutinizado con T, para obtener las soluciones de una
ecuacion polinomica hace surgir de manera natural la siguiente cuestion tecno-
logica:

¢Cudl es el alcance y cudles son las limitaciones de la técnica t,? ¢Como
hay que modificar T, para resolver una ecuacion polinomica de grado
tres que tenga al menos una solucion racional pero ninguna solucion
entera?

Afin de poner a prueba la resistencia o robustez de la técnica T, proponemos
un tercer tipo de tareas:
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. Resolver ecuaciones polinomicas de grado 3 con coeficientes enteros
T, Resol | d do 3 { i

que tengan, como minimo, una solucion racional. O bien ecuaciones poli-
nomicas de grado n que tengan, como minimo, n — 2 soluciones racionales.

Un espécimen de este tipo de tareas es el siguiente:

Resolver la ecuacion 60x® — 274x% + 340x — 96 = 0

La utilizacion de la técnica T, nos permite afirmar que la ecuacion propuesta
no tiene raices enteras, pero no nos permite calcular las posibles raices reales no
enteras de dicha ecuacion. Se trata, por tanto, de una tarea que muestra las
limitaciones de ., por lo que se requiere explorar nuevas técnicas o mejorar
las técnicas anteriores.

¢Es posible modificar ., para ampliar su dominio de validez de manera que
abarque el calculo de raices racionales? La respuesta depende de un elemento
tecnoldgico que, como tal, forma parte del curriculum de la ensefianza secundaria
(y es “demostrable” en esta institucion), aunque su incidencia en la practica mate-
matica que se lleva a cabo efectivamente en las aulas de Secundaria es muy
pequena:

. m . ) y .
0. Six=— (con myn enteros primos entre si) es una solucion racional
n

de una ecuaciéon polinomica con coeficientes enteros, entonces m debe ser
divisor del término independiente v n debe ser divisor del coeficiente de
grado mdximo.

Por consiguiente, todas las raices racionales pueden escribirse como una
fraccion cuyo denominador coincide con el coeficiente de grado maximo de la
ecuacion polinomica. En nuestro ejemplo, v en el supuesto de que la ecuacion

) . . . . z
dada tenga raices racionales, haciendo el cambio de variable x = © obtendremos

EbucacioN MatemAnica, vol. 22, num. 2, agosto de 2010 29



El momento del trabajo de la técnica en la completacién de Organizaciones Matemdticas

una ecuacion en z con soluciones enteras. Resulta en efecto que, aplicando a dicha
ecuacion la técnica anterior T, se obtienen las soluciones siguientes: z = 24, 90 y

160. Deshaciendo el cambio de variable, obtenemos tres soluciones racionales
23 8
- =y —
3273

A esta nueva técnica, que consiste en componer el citado cambio de variable
con la técnica t,, podemos denominarla t,. Es una técnica util para calcular las
raices racionales de una ecuacion polinomica y, evidentemente, vuelve a ampliar
el campo de problemas. Su dominio se extiende, en principio, a todas las ecua-
ciones polinomicas con coeficientes racionales de grado n siempre que tengan,
como minimo, n — 2 soluciones racionales.

Esta claro que también T, sigue presentando importantes limitaciones si lo que
se pretende es calcular las soluciones de una ecuacion polindmica cualquiera.
Basta con que los coeficientes no sean todos racionales, o bien que la ecuacion
en cuestion no tenga suficientes soluciones racionales. El trabajo de la técnica
podria asf continuar con nuevas variaciones de t,, aparecerian nuevas necesida-
des tecnologicas y nuevas ampliaciones del campo de problemas.

para la ecuacion inicial: x =

A MODO DE CONCLUSION: LAS FUNCIONES DIDACTICAS
DEL TRABAJO DE LA TECNICA Y SUS RELACIONES
CON EL RESTO DE DIMENSIONES DEL PROCESO DIDACTICO®

En este trabajo hemos considerado de manera especifica el papel del momento
del trabajo de la técnica en el desarrollo y completacion relativa de una organi-
zacion matematica escolar concreta. Pero, en realidad, el momento del trabajo de
la técnica es un momento o dimensién particular del proceso de estudio cuyas
funciones no pueden entenderse si no es a partir de su relacion con el resto de
las dimensiones del proceso.

De hecho, va se ha sugerido la conexion funcional entre el momento del tra-
bajo de la técnica y el momento exploratorio de un tipo de tareas matematicas.
En efecto, la exploracion de un problema particular extraido de un tipo determi-
nado de problemas no constituye un fin en si mismo, sino que sélo es un medio
para empezar a constituir una técnica de resolucion de todos los problemas de

6 Para un analisis mas sistematico de las funciones del momento del trabajo de la técnica
dentro del proceso de estudio, véanse Bosch y Gascon (1994) y Chevallard, Bosch y Gascon
(1997, pp. 286-290).
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dicho tipo. Esta es la razon por la cual el momento del trabajo de la técnica
constituye el desarrollo natural del momento exploratorio.

Por otra parte, hemos mostrado hasta qué punto el cuestionamiento tecno-
logico de las técnicas ha dirigido el desarrollo de éstas v, reciprocamente, como el
trabajo practico-técnico ha originado nuevas necesidades tecnologico-tedricas, esto
es, la necesidad de constituir un discurso tecnologico-tedrico cada vez mas rico,
capaz de justificar, interpretar y variar las técnicas con la finalidad de hacer que
éstas sean mas eficaces, mas economicas y mas fiables. Aparece asi claramente
la relacion funcional entre el momento del trabajo de la técnica y el momento
tecnologico-teorico.

Por todo lo anterior, podemos decir que el momento del trabajo de la técnica
tiene una importante funcion integradora de los diferentes momentos del proce-
so de estudio de las matematicas que, en el caso de las instituciones escolares,
tiene una fuerte tendencia a la desarticulacion v hasta a la atomizacion.

Pero, ademas, el trabajo de la técnica se ha manifestado, una vez més, como
un trabajo “creativo”, esto es, productor de nuevas tareas, nuevas necesidades
tecnologicas v nuevas técnicas. El desarrollo del trabajo de la técnica ha produ-
cido, incluso, nuevas técnicas que permiten resolver cuestiones planteadas en el
nivel tecnolégico respecto de la técnica inicial. En este sentido, hemos mostrado
un posible desarrollo de la técnica inicial T, que aparecia como la manera de
resolver las ecuaciones polinbmicas en la ensenanza secundaria, pero que es una
técnica muy rudimentaria, rigida, con un alcance muy pequeno y solo aplicable
a un tipo muy restringido de tareas.

Digamos, para finalizar, que el caso examinado aqui no es un caso aislado ni en
lo que se refiere a las funciones didacticas del momento del trabajo de la técnica
ni en lo que se refiere a las discontinuidades matematicas (y didacticas) que se
ponen de manifiesto entre la ensefianza secundaria y la universitaria. Lo méas habi-
tual es que la ensenanza universitaria no retome las organizaciones matematicas
que se construyen en Secundaria, no las desarrolle adecuadamente utilizando los
elementos tecnoldgicos que proporciona la matematica disponible en la enserianza
universitaria y no las articule con las nuevas organizaciones matematicas que se
construyen (por ejemplo, para mostrar sus limitaciones y delimitar mejor su ambito
de aplicacion). Y éste es, a nuestro entender, uno de los factores esenciales de la
ruptura entre el tipo de actividad matematica que es posible llevar a cabo en cada
una de dichas instituciones.
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ANEXO

6, Si f(x) es una funcion polinomica con coeficientes enteros y f(0) v f(1) son
numeros impares, entonces la ecuacion polinomica f(x) = 0 no tiene soluciones
enteras.

En efecto:
El desarrollo de Taylor de grado n del polinomio en torno a x = a es:
, ” (n)
f(x)=f(a)+ff)(x_a)ﬁgf)(x_a)z+ EA O

Evaluando esta expresion en x = 2ny a = 0, se obtiene que todos los térmi-
nos son pares, excepto f(0) que es impar, por tanto, f(2n) no puede anularse:

f(”)(o) ;

@ (Zn)

f(2n) =f(0) + : f”(o)(Zn)z T

(2n)+ | o
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Evaluando esta expresion en x = 2n + 1y a = 1, se obtiene que todos los
términos son pares, excepto f(1) que es impar, por lo que f(2n + 1) no puede
anularse:

(1)

lan+1) =)+ T (o) + U a4

£0)() o

nl
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