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Resumen: Se informan resultados de un estudio sobre la introduccion temprana
en el pensamiento algebraico realizado con nueve estudiantes de 5° y 6° grados
de primaria, de entre 10y 11 anos de edad, en el cual se contemplan dos rutas de
acceso al algebra: el razonamiento proporcional vy los procesos de generalizacion.
El marco teorico-metodologico utilizado se basa en la teoria de los modelos
locales desarrollada por Filloy (1999) v Filloy, Rojano y Puig (2008). El trabajo
experimental involucré actividades con lapiz y papel y con el programa Logo. Los
resultados revelan que, al término del estudio, los alumnos participantes logra-
ron comprender ideas basicas de variacion proporcional, describir un patron vy
formular una regla general, a medida que transitaban del pensamiento aditivo
al multiplicativo.
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Early algebraic thinking: The role of the environment Logo
Abstract: Results are reported of a study on early algebraic thinking performed with
9 students of 5™ and 6™ degree of elementary school, 10 to 11 vears old. Two
routes of access 1o algebra are explored: proportional reasoning and generaliza-
tion processes. The methodological theoretical framework is based on the theory
of local models developed by Filloy (1999) and Filloy, Rojano and Puig (2008).
The experimental activities involved pencil and paper and the Logo environment.
Results reveal that at the end of the study the participant pupils came to under-
stand basic ideas of proportional reasoning describe a pattern and discover a
general rule, as they transit from an additive to a multiplicative thinking.
Keywords: early algebraic thinking, generalization processes, elementary school,
Logo environment.
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INTRODUCCION

En este articulo informamos resultados de un estudio sobre el papel del entor-
no Logo en el acceso temprano al pensamiento algebraico. Las investigaciones
sobre esta tematica han proliferado en los ultimos anos bajo el nombre genérico
de early algebra studies.

La transicion de la aritmética al dlgebra es un paso crucial para llegar a ideas
mas complejas y abstractas dentro de las matematicas escolares. Sin embargo, los
resultados de la investigacion en didactica del algebra registran que la mayoria
de las dificultades que enfrentan los estudiantes al iniciarse en el estudio del
algebra se deben a que, por mucho tiempo, ésta ha sido vista como una mera
extension del calculo numérico al calculo literal. Lo anterior ha tenido como
consecuencia una ensefianza del dlgebra a partir de fuentes de significado muy
limitadas: usualmente se toma como base el dominio numérico (simbolizacion
numérica), dejando de lado ideas importantes que se interconectan con otros
dominios matematicos, como el geométrico.

Por otro lado, numerosos estudios han investigado vy catalogado las dificultades
vy los errores que cometen los estudiantes al iniciarse en el estudio del algebra ele-
mental; autores como Booth (1984), Kieran (1980), Kieran y Filloy (1989), Mason
et al. (1985), Filloy y Rojano (1985) vy Ursini (1990b) sefialan que los estudiantes
suelen usar métodos aritméticos en lugar de métodos algebraicos para resolver
problemas de enunciado y tienen dificultades para comprender y manejar con-
ceptos propios del algebra (incognita, nimero general y variable), asi como para
comprender que las operaciones en algebra pueden no llevar a un resultado
numérico y que, a la larga, pueden quedar como operaciones suspendidas. Estos
estudios evidenciaron, ademas, que un bagaje predominantemente aritmético
puede resultar un obstaculo para el aprendizaje del algebra (véase, por ejemplo,
el estudio de Filloy y Rojano, 1985). En ese sentido, alsunos autores afirman que,
para el desarrollo del pensamiento algebraico, es imprescindible que los alumnos
puedan pensar y percibir la simbologia y las operaciones aritméticas de manera
distinta a la que se cultiva tradicionalmente en la escuela primaria, para que, sobre
ese nuevo modo de pensamiento aritmético, puedan construir las nociones basicas
del algebra.

Cabe mencionar que los enfoques mas tradicionales empiezan por ensefiar
la sintaxis algebraica, destacando sus aspectos manipulativos vy, al final, resuelven
problemas aplicando dicho contenido sintéctico-algebraico. La principal critica
a este enfoque senala que, en él, se introduce al estudiante en un simbolismo

56 EpucacioN MATEMATICA, vol. 22, num. 3, diciembre de 2010



Cristianne Butto Zarzar y Teresa Rojano Ceballos

desprovisto de significado vy de sentido; se ignora que viene de trabajar con la
aritmetica, donde los simbolos se relacionan con diversas fuentes de significado
y los contextos de los problemas determinan en buena medida la manera de
resolverlos. A este respecto, los estudios de Filloy (1991 y 1993) vy Filloy y Rojano
(1991) sobre la transicion de la aritmética al algebra evidencian también proble-
mas de traduccion del lenguaje natural al algebra y viceversa.

Todo lo senalado anteriormente en relacion con las dificultades de acceso al
pensamiento algebraico ha llevado a la conclusion de que los tiempos didacticos
para el aprendizaje del algebra son prolongados y que parece oportuno iniciarse
en ese pensamiento a edades tempranas (7-11 afios) aprovechando diferentes
fuentes de significado presentes en los contenidos curriculares de la escuela
primaria. Estudios sobre una iniciacion temprana al algebra, como: El sentido de
las operaciones (Slavit, 1999); El tratamiento de las operaciones y las funciones
(Carraher, Schliemann, y Brizuela, 2000, 2001); Generalizacion v formalizacion
progresivas (Kaput y Blanton, 2000); EI dlgebra como una herramienta de repre-
sentacion y resolucion de problemas (Da Rocha Falcdo, 1993); La dialéctica entre
la teoria v la préctica: un proyecto de iniciacion temprana al dlgebra; Algebra
en la escuela elemental (Schliemann, Carraher, Brizuela y Eamest, 2003); La rei-
ficacion (Sfard y Linchesvski, 1994); El sentido de las operaciones (Slavit, 1999),
y El tratamiento de las operaciones y las funciones (Carraher, Schliemann, y
Brizuela, 2000), han identificado temas curriculares de la escuela elemental que
pueden ser explotados para introducir en los alumnos de ese nivel escolar algu-
nas ideas algebraicas importantes.

A su vez, los estudios sobre algebra temprana tratan de dar explicaciones
plausibles sobre las dificultades que enfrentan los estudiantes cuando se inician
en el estudio de dicho lenguaje en la escuela secundaria. Una de tales explicacio-
nes es una falta de antecedentes en los educandos para tratar numeéricamente
problemas matematicos de una manera que los pueda conducir a ideas alge-
braicas como la generalidad, la expresion de una generalizacion o la idea de
variacion y funcion.

En el estudio que aqui se informa, se propone una iniciacion temprana al pen-
samiento algebraico a partir de la idea de variacion proporcional vy evolucionando
hacia procesos de generalizacion. El trabajo se realizo con nifios de 5° vy 6° ano
de primaria, que es un periodo de transicion entre las estructuras aditivas v multi-
plicativas' en el contexto de la resolucion de problemas de enunciado (Vergnaud,

! Problemas de estructura aditiva: Vergnaud (1991), los problemas de estructura aditiva
son todos aquellos para cuya resolucion intervienen sumas o restas, y no pueden estudiarse de
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1991). Especificamente, se parte de la variacion proporcional, resaltando la nocion
de variable en una relacion funcional v se pasa a tratar con la nociéon de ntimero
general via procesos de generalizacion v expresion de la generalidad.

El campo conceptual de las estructuras multiplicativas se ha estudiado desde
la década de 1980 y se han realizado importantes aportaciones, tanto en su deli-
mitacion tedrica como en las estrategias, dificultades v errores de los estudiantes
ligados a dicho campo conceptual. Para analizar los problemas con estructura
multiplicativa, Versnaud distingue tres tipos de contenidos: comparacion multiple
de magnitudes, proporcionalidad simple, proporcionalidad simple compuesta
y proporcionalidad doble o multiple (Versnaud, 1991).

Por su parte, el pensamiento algebraico involucra la comprension de las relacio-
nes funcionales, la generalizacion de patrones y de relaciones numéricas, el trabajo
con la estructura, el simbolismo y la modelizacion como medios de expresion, y
la formalizacion de generalizaciones.

En los estudios mencionados se pueden identificar dos enfoques sobre la ini-
ciacion al pensamiento algebraico: uno desde la predlgebra v otro desde el alge-
bra temprana. El primero corresponde a intervenciones de tipo transicional que
buscan aminorar las dificultades de los alumnos en el aprendizaje del algebra
y trata cuidadosamente de redefinir o aumentar el sentido de los simbolos que
se utilizan en las expresiones algebraicas. El segundo, por su parte, reconoce lo
anterior pero propone intervenciones previas a la transicion; en este grupo desta-
can, entre otros, los trabajos de Carraher, Shliemann y Brizuela (2003), los cuales
explican el origen de las dificultades en términos de la instruccion escolar. Estos
autores afirman que, en la primaria, se ha ensefiado la aritmética por lo general
sin establecer vinculos con otros temas matematicos del curriculo y aseguran
que la aritmética tiene un caracter inherentemente algebraico y puede ser vista
como parte del algebra, en lugar de ser vista como un dominio claramente dis-
tinto del algebra; asimismo, concluyen que los alumnos pequerios a veces llegan
a generalizaciones algebraicas sin usar el lenguaje simbolico del algebra.

manera separada, pues pertenecen a una misma familia de problemas o a un mismo campo
conceptual. Los problemas de estructura aditiva involucran la construccion de conocimientos
matematicos que van mas alla de los algoritmos de la suma v la resta, como son el dominio de
diversas estrategias de calculo vy el reconocimiento de los problemas que se resuelven con esas
operaciones.

Problemas de estructura multiplicativa: Vergnaud (1991) define los problemas de tipo
multiplicativo como aquellos que incluyen una multiplicacion o una division, y clasifica tres
categorias: proporcion simple, producto de medidas y proporcion multiple.
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Los estudios sobre la aritmética como una iniciacion al algebra son prome-
tedores; sin embargo, hay diversas posturas acerca de como llevar a la practica
dicha iniciacion. Kaput, Carraher y Blanton (2008) basan su postura en la premisa
de que la aritmética y la matematica en la escuela primaria se han abordado de
tal manera que restan importancia a la generalizacion como factor inherente
del pensamiento algebraico. Otros autores piensan que los alumnos de la escuela
elemental pueden estar preparados para pensar sobre estructuras y relaciones,
aunque no puedan usar simbolos convencionalmente aceptados.

En general, los enfoques de algebra temprana concuerdan en que no es ne-
cesario agregar mas contenidos al programa escolar, sino tratar con mayor pro-
fundidad los temas que va se cubren, subrayando las ideas de generalizacion,
estructura y relaciones. En cuanto al razonamiento simbolico, los investigadores
en algebra temprana tienen una vision amplia: consideran que dicho razona-
miento incluye, pero no se restringe, el razonamiento con una notacion algebraica,
y se pueden incorporar, ademas, el uso del lenguaje natural (oral y escrito), las
tablas vy los graficos.

El estudio que aqui se expone trata sobre el pensamiento algebraico temprano
y propone una ruta conceptual en la que no necesariamente se debe llegar a
la manipulacion algebraica en una etapa inicial. El estudio se ubica al final del
curriculo de la escuela primaria, en la franja del pensamiento prealgebraico,
donde atin no se instruye a los alumnos en la sintaxis algebraica. Se introducen
las ideas algebraicas en dos versiones: presimbolica (relacionada con la idea de
variacion proporcional) y simbdlica (en tareas de encontrar y expresar una regla
general en el lenguaje Logo). Se disefa una secuencia de ensefianza en la que
los alumnos resuelven problemas relacionados tanto con la variaciéon propor-
cional como con la generalizacion. Lo anterior da lugar a dos rutas de acceso
al algebra: la primera de ellas aprovecha la familiaridad de los alumnos con el
contenido curricular de la primaria sobre razonamiento proporcional y conecta
éste con la variacion proporcional, la nocion de relacion funcional y el niimero
general (Radford, 1996); la sesunda ruta de acceso (los procesos de generalizacion)
promueve la percepcion, la expresion vy la escritura de patrones graficos, nume-
ricos v figurativos. Se busca que los nifios sean capaces de detectar similitudes,
diferencias, repeticion y otros aspectos de las regularidades, asi como realizar
operaciones aritméticas para generalizar, partiendo de casos particulares y vice-
versa. A continuacion, se resumen los propositos del estudio y se presentan en un
diagrama las dos rutas referidas de acceso al algebra.
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PROPOSITOS DEL ESTUDIO

e Investigar la factibilidad de una iniciacion temprana al algebra a partir
de dos rutas de acceso: el razonamiento proporcional v los procesos de
generalizacion.

» Disenar una secuencia didactica que tome en consideracion tanto aspec-
tos cognitivos como el uso de distintos lenguajes (numérico, geométrico y
algebraico).

Para lograr los objetivos del estudio, se proponen las dos rutas de acceso al
pensamiento algebraico, segin se muestra en el siguiente diagrama (véase figura 1):

Figura 1 Rutas de acceso al pensamiento algebraico

Rutas de acceso
al pensamiento

algebraico
1 1
[
— Procesos
PO E de generalizacion
Logoy dpiz y papel Logo y lapiz y papel
I
Aspectos Aspectos Aspectos
aritméticos geométricos algebraicos
Secuencia _ | Variable
aritmética
Secuencia _ | Fundion
geomeétrica
Comparacion Numero
P generalizado

J_ ———

Cuantitativa Multiplicativa Secue,nc'la SeF ue,nF N
geomeétrica aritmetica
fablas - fabla Patron Patron
de proporcion de valores
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En este articulo se discuten resultados del trabajo experimental con la segunda
ruta de acceso, la de los procesos de generalizacion. Se considerd necesario tra-
bajar tanto con actividades de lapiz y papel como en el ambiente Logo. Este
ultimo ofrece la posibilidad de tener acceso a un ambiente numeérico, geométrico
y algebraico, con tareas en las que los nifios trabajan con patrones o regulari-
dades en correspondencia con los valores que usan como “entradas” (inputs).
Cuando el nifio corre un programa, éste le permite no solo dar sentido a lo que
estd haciendo, sino también validar sus propias predicciones. El ambiente Logo
se caracteriza por ser interactivo, tanto en el modo directo como en el modo de
programacion; en ambos se producen efectos graficos, numéricos y textuales, v
se introduce a los nifios en la geometria de la tortuga, donde cada comando
produce un efecto visual instantaneo. Ademas, el uso del lenguaje por parte de
los estudiantes es relativamente facil v tienen la oportunidad de construir sus
propios programas. El uso del ambiente Logo en este estudio sirvié como puente
entre los lenguajes geometrico, numeérico vy algebraico, de suerte que se fomen-
taron las percepciones geométrica y numeérica para ser expresadas en un codigo
similar al del algebra.

MARCO TEORICO-METODOLOGICO

Para el diseno de la investigacion, se recurrio a la nocion tedrica de los Modelos
Locales desarrollada por Filloy (1999) v Filloy, Rojano y Puig (2008). En esta pers-
pectiva, un Modelo Teorico Local (MTL) incluye cuatro componentes interrelaciona-
das: 1) Modelo de ensefnanza; 2) Modelo de los procesos cognitivos; 3) Modelo de
competencia formal; 4) Modelos de comunicacion. Un MTL es recursivo: después
de una fase experimental, se reformula y pasa por las fases de replanteamiento del
problema, andlisis de éste, proposicion de hipotesis, disefio experimental (experien-
cias de aprendizaje, planeacion de la observacion y medida) v desarrollo empirico
(sesiones experimentales, recoleccion, andlisis e interpretacion de datos a la luz de
las componentes del modelo local) (Filloy, Rojano y Puig, 2008, pp. 60-62).

Un MTL es local porque, sin pretender ser una teoria con un caracter universal,
sirve para estudiar fenomenos especificos mediante un diseno experimental desa-
rrollado ad hoc que arroja luz sobre las interrelaciones y oposiciones que tienen
lugar durante la evolucion de los procesos relevantes relacionados con cada una
de las componentes (Filloy, Rojano y Puig, 2008, pp. 34-35).

A lo largo del estudio, el andlisis de investigaciones desarrolladas en los
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temas de razonamiento proporcional y procesos de generalizacion constituyd un
eje central para la creacion de los instrumentos de recoleccion de datos (cues-
tionario inicial, entrevistas individuales, secuencia didactica y cuestionario final),
asi como para concebir las diferentes componentes del modelo local. El estudio
se enfoco basicamente en dos de las componentes: la del modelo de ensenanza
y la de los procesos cognoscitivos.

Para estudiar los procesos cognoscitivos se tienen en cuenta los procesos de
pensamiento que ocurren cuando el estudiante transita por la ruta trazada por el
modelo de ensenianza. Aqui se describen las acciones de los sujetos observados
al realizar tareas relacionadas con el contenido matematico tratado en el estudio.

PROCESOS DE GENERALIZACION

Internacionalmente, se reconocen cuatro acercamientos a la ensefianza del algebra
(Bednarz, Kieran y Lee, 1996): mediante la generalizacion de patrones numeéricos y
geométricos v las leyes que gobiernan las relaciones numeéricas; mediante la mode-
lizacion de situaciones matematicas vy situaciones concretas; mediante el estudio
de situaciones funcionales, y a partir de la resolucion de problemas y ecuaciones.
En el estudio que aqui se expone, se adopta la perspectiva del acercamiento
mediante la generalizacion.

Segtin Mason (1985), la generalizacion en algebra es el punto de partida hacia
la abstraccion matematica y puede ser desarrollada a partir del trabajo con patro-
nes o regularidades. Para aprender el lenguaje algebraico, es importante que el
alumno tenga algo que comunicar; asi, al percibir un patrén o una regularidad,
puede intentar expresarlo y comunicarselo a alguien. Para el referido autor, hay
cuatro etapas para trabajar la generalidad en el salon de clases: percepcion de
un patron; expresion de un patron; registro de un patrén; prueba de la validez
de la(s) formula(s).

El trabajo con patrones esta recomendado también en los estandares curricula-
res v de evaluacion por el National Council Teacher of Mathematics (NTCM, 1989),
cuyo documento recomienda el uso de patrones desde muy temprana edad (lo
equivalente a la ensefanza preescolar) extendible a los grados superiores. De
acuerdo con este documento, el trabajo desarrollado en primaria, que equivale a
los niveles 5-8, debe incluir la exploracion de patrones y funciones para que los
estudiantes sean capaces de: descubrir, extender, analizar y crear una amplia
gama de patrones; describir y representar relaciones con tablas, graficas vy reglas;
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analizar relaciones funcionales para explicar como un cambio en una cantidad
provoca un cambio en la otra; y usar patrones y funciones para representar y
resolver problemas.

En el curriculo mexicano, el contenido de patrones no aparece con un gran
énfasis en la escuela primaria; sin embargo, si hay una presencia extensa del
razonamiento proporcional; a partir de esto, se asignan significados de la com-
paracion cuantitativa y cualitativa de cantidades; las ideas de variable y relacion
funcional aparecen en una etapa mas avanzada, las cuales conducen a su vez
a procesos de generalizacion.

De acuerdo con Pegg (1990), citado en Duran Ponce (1999), el descubrimien-
to de patrones requiere el trabajo en tres procesos: experimentar actividades con
patrones numeéricos; expresar las reglas que caracterizan patrones numéricos parti-
culares mediante oraciones, involucrando a los estudiantes en aclaraciones y preci-
siones, y propiciar que los estudiantes expresen dichas reglas de manera abreviada.
Para Pegg, la parte mas compleja de la introduccion al dlgebra requiere el trabajo
con patrones numéricos hasta describir éstos utilizando la notacion algebraica.

Los estudios de Mac Gregor v Stacey (1993) con estudiantes australianos
revelan que, cuando se trabaja con patrones numéricos, los nifios muestran tener
grandes dificultades para describir y expresar algebraicamente dichos patrones.

Reggiane (1994) afirma que la generalizacion es un término utilizado en las
matematicas para indicar el paso de lo particular a lo general y para ver lo general
en casos particulares. Segtin la autora, lo que impera en la practica didactica es
el aspecto puramente técnico, la capacidad operativa y una mala comprension
general del niimero; contrariamente —comenta- la base del pensamiento algebrai-
co se consolida cuando se aprenden las propiedades de las operaciones entre
numeros v empieza el trabajo con simbolos en diversos contextos (aritméticos,
geometricos, procesamiento de datos), pero agrega que esto es un logro gradual.

Otros autores han investigado la relacion entre el lenguaje algebraico v el
lenguaje de la programacion, sefialando la contribucion de este tltimo para llegar
a un uso correcto de la variable. Otras investigaciones describen algunas limita-
ciones en habilidades espontaneas para pasar de lo particular a lo general y
recomiendan estimular a los nifos con procedimientos guiados. En el estudio
realizado por Ursini (1996) con nifios entre 11 y 12 afios de edad, cuyo objetivo
era la comprension de la generalidad, se les propuso una actividad con un proce-
dimiento guiado paso por paso, que apuntaba a estimular la Zona de Desarrollo
Proximo (zbp). La autora informa que se requirid una intervencion extrema para
lograr dicha estimulacion.
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Lee (2001), al concebir el pensamiento algebraico como una manera de pensar,
propone estimular a los estudiantes para extender su pensamiento acerca de objetos
matematicos (nimeros, formas y medidas) y las relaciones entre ellos, asi como
también darles la oportunidad para que operen mentalmente con niimeros que
conocen.

De acuerdo con Castro, Rico y Castro (1995), se puede generalizar en proble-
mas que involucren patrones de tipo lineal o cuadratico mediante expresiones
algebraicas. Por otro lado, los estudios de Hoyles y Sutherland (1989) en el pro-
yecto Logo Math revelaron que el trabajo con la generalizacion era un camino
importante que debe ser desarrollado vy su investigacion con el ambiente Logo
mostré evidencias pertinentes acerca de la contribucion del trabajo en parejas
cuando los nifos programaban en dicho ambiente. EI ambiente numeérico y
geomeétrico de Logo permite a los nifios observar patrones numéricos y geome-
tricos y, en funcion de eso, construir una regla general en términos algebraicos
o prealgebraicos.

LOGO E INICIACION TEMPRANA AL PENSAMIENTO ALGEBRAICO

En 1989, Hoyles y Sutherland publicaron los resultados de su estudio con alum-
nos de 11 a 14 afos de edad, utilizando el lenguaje de programacion Logo para
realizar tareas matematicas. Los nifios trabajaban en parejas durante las clases
normales de matematicas y se exploraron la naturaleza y extension del trabajo
colaborativo con Logo, asi como las estrategias de resolucion de problemas uti-
lizadas por los nifios en el ambiente v la intervencion del maestro en el proceso
de aprendizaje (Hoyles y Sutherland, 1989).

Las implicaciones de estudios como el anterior para las practicas en el salén
de clases son diversas: por ejemplo, al cambiar las relaciones didacticas en las
clases de matematicas, los ninos adquieren mas autonomia y responsabilidad en
su desempenio, pues se involucran activamente en la construccion de su cono-
cimiento y toman decisiones acerca de las estrategias que utilizan. De acuerdo
con Noss (1986), el pensamiento matematico es algo que siempre tiene sentido
en nuestra cultura y en el ambiente Logo se recrean las heuristicas v las ideas
matematicas. De acuerdo con Clements (1986) y Pea y Kurland (1985), citados
en Holyes y Sutherland (1989), programar en Logo aumenta el desemperio de
la cognicion especifica; por ejemplo, la reflexibilidad, el pensamiento divergente y
el desarrollo de habilidades metacognitivas v de creatividad. El uso del lenguaje
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Logo crea, pues, un puente entre las acciones de los estudiantes y su entendi-
miento de las relaciones generales mateméticas que requieren para escribir el
programa. Asi, los nifos son capaces de capturar su entendimiento en la forma
simbolica y lo aclaran contando con el apoyo de la computadora.

CONSIDERACIONES METODOLOGICAS

La investigacion a la que se refiere este escrito es de corte cualitativo: estudia los
fenomenos que ocurren durante los procesos de ensenanza vy aprendizaje como
un conjunto de diversas variables que se deben considerar a partir de una vision
mas dindmica; esto con el proposito de comprender los procesos, los significados
y la naturaleza social del aprendizaje, asi como el papel que el investigador puede
asumir en un estudio, por ejemplo, en el diseno y aplicacion de una secuencia
de ensenanza.

El papel del investigador en el estudio es de caracter participativo, pues in-
terviene para promover la discusion en el grupo, otorgando a los estudiantes infor-
macion necesaria para que puedan avanzar conceptualmente.

MONTAJE EXPERIMENTAL

Se trabajo con cuatro parejas de ninos, de entre 10 y 11 afos de edad, que
cursaban el 5° grado de primaria en una escuela publica de la Ciudad de México
y sin previo conocimiento de algebra. Las sesiones de trabajo se llevaron a cabo
en las instalaciones de la escuela con acceso al uso de computadoras con el
programa Logo. Los alumnos trabajaron en parejas, con la colaboracion de la
investigadora.

ETAPAS DEL ESTUDIO SOBRE LOS PROCESOS DE GENERALIZACION

A continuacion se describe cada una de las cuatro etapas del estudio: cuestionario
inicial, sesiones experimentales, cuestionario final y entrevistas individuales.
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Primera etapa: cuestionario inicial sequido de entrevista ad hoc

En esta etapa se aplican y analizan los cuestionarios iniciales de razonamiento pro-
porcional y los procesos de generalizacion, cuyo objetivo es identificar posibles
dificultades y competencias matematicas en los dominios que se exploran en la

secuencia didactica, tal como se muestra en el cuadro 1.

Cuadro 1 Descripcion del cuestionario inicial sobre procesos de generalizacion

Ndmero
de
pregunta Ideas matematicas Planteamiento de la pregunta
1 Secuencia aritmética Completar secuencias aritméticas con enteros
y negativos.
2 Secuencia aritmética Completar secuencias aritméticas y geométricas.
y geomeétrica
3 Relacion funcional Se pide observar las tarjetas y completar la tabla con
los valores que aparecen en cada tarjeta (relacion
funcional entre peso y edad) y se les pregunta iqué se
puede decir entre el peso y los anos de Fabio?
4 Relacion funcional Comparar el numero de plastico producido y el nimero
lineal de maquinas. Encontrar la relacién entre ambos y se
les pide también generar una férmula.
5 Progresion geométrica | Se pide observar 4 edificios que estan siendo pintados
y relacion funcional y se pregunta cuantos pisos deberian ser pintados en
el 5° edificio.
51 Progresion geométrica Expresar relaciéon funcional.
y relacion funcional
6 Progresion geométrica | Se pide completar una secuencia geomeétrica de edificios
y relacion funcional pintados y encontrar la relacion entre el nimero de
edificio y los pisos pintados, hacer una grafica, explicitar
la relacion y generalizar una formula.
7y8 Variable como nimero | Se pide resolver dos problemas.
especifico
9 Variable como nimero | Se pide observar una serie de rectangulos y dibujar la
general quinta figura de la serie; se pide completar una tabla
y encontrar cual es el patron.
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La aplicacion durd 60 minutos y los nueve alumnos participantes tuvieron
libertad para resolver el cuestionario en el orden deseado.

Segunda etapa: sesiones de trabajo
En esta etapa se aplico una secuencia didactica, dividida tematicamente en dos

partes: razonamiento proporcional y procesos de generalizacion. Los nifios tra-
bajaron en parejas, alternadamente con lapiz y papel y en ambiente Logo. Los

contenidos matematicos explorados se muestran en el cuadro 2.

Cuadro 2 Contenidos matematicos explorados

Actividades

Contenido matematico

Se dan tres letras “E” que constan de cuatro
segmentos: 3 horizontales y 1 vertical (divi-
dido a la mitad). Se dan las dimensiones de
los segmentos. Se pide: dibujar con Logo dos
letras E siguiendo la secuencia; un programa
en Logo que dibuje una letra E de cualquier
tamano; llenar una tabla con las dimensiones
de los tres segmentos horizontales y el vertical;
dar las dimensiones de la décima letra E sin
dibujarla.

Proporcion entre varias cantidades a:b:c:d:

2a:2b:2c:2d=3a:3b:3c:3d=4a:4b:4c:4dx:
5a:5b:5¢:5d.

Solucion de la ecuacion lineal
a_ X

b 10

Se dan los primeros 4 elementos de la
secuencia de numeros cuadrados en forma
de cuadrados formados por puntos. Se pide
completar una tabla del numero de puntos
en la base y el numero de puntos del cua-
drado, hasta el sexto elemento y dar una
regla general y verificarla para los casos en
la tabla.

Proporcion entre varias cantidades a:b:c:d:

2a:2b:2c:2d=3a:3b:3c:3d=4a:4b:4c:4dx
5a:5b:5c¢:5d.

Solucion de la ecuacion lineal
a_ x

b 10

Se dan los primeros 4 elementos de la
secuencia de numeros cuadrados en forma
de cuadrados formados por puntos. Se pide
completar una tabla del nimero de pun-
tos en la base y el numero de puntos del
cuadrado, hasta el sexto elemento; dar una
regla general y verificarla para los casos en
la tabla.

Relacion cuadratica con variable discreta
+1)

A= nln
2
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Cuadro 2 Contenidos matematicos explorados (continuacion)

Actividades

Contenido matematico

Se dan los primeros 4 elementos de la
secuencia de numeros rectangulares en
forma de rectangulos formados por puntos
en proporcion base: altura n: n + 1. Se pide
completar una tabla del nimero de puntos
en la base y el numero de puntos de los rec-
tangulos, hasta el sexto elemento, y dar una
regla general y verificarla para los casos en
la tabla.

Relacion cuadratica con variable discreta

A=nln+1)

Se da una secuencia de rectangulos forma-
dos por cuadrados, resaltando los cuadrados
interiores (mosaicos azules) y los que forman
la orilla (mosaicos blancos). Se pide llenar
una tabla de tres columnas contando el
numero de cuadritos que forman los mosai-
cos totales, azules y blancos.

Contenido algebraico: Relacion cuadratica y
lineal con variable discreta

T=nr (totales)
A=(n-2)

B=rm—-(n-2=40n-1)

(azules)

(blancos)

En una carrera de caballos el caballo A
corre a 4 km/h (répido) y el caballo B corre
a 2 km/h (lento). El caballo B lleva 12 km

de ventaja sobre el caballo A. Se pide encon-
trar a cuantos kilometros del inicio el caballo
A alcanzara al caballo B. Se pide una tabla
de tres columnas con el numero de horas y
kilometros recorridos por el caballo A'y por
el B, una grafica de posicion contra tiempo

y localizar dénde se encontraran, y se plantea
la misma pregunta pero con los siguientes
datos: caballo A: 3 km/h; caballo B: 2 km/h.

Contenido algebraico: Relacion lineal simultdnea
con variable entera:

Xy =4t x; =2t + 12
At=2t+12

Relacion lineal simultanea con variable
entera:

X, =3t xy=2t+ 12
3t=2t+12

Se pide dibujar en Logo tres cuadrados de
distinto tamano, observar los pardametros que
son constantes y los que son variables y un
programa general que dibuje un cuadrado de
cualquier tamano.

Variable como numero general.

Se pide dibujar en Logo una estrella regular
de 5 lados vy, al final, un programa general
que dibuje una estrella de cualquier tamano.

Variable como ndmero general.
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Cuadro 2 Contenidos matematicos explorados (conclusion)

Actividades Contenido matematico

Se experimenta con el programa Arbol en Variable como numero general.
Logo, un programa recursivo dependiente de
un parametro que dibuja un arbol que gene-
ra tantas ramas como el parametro.

Se experimenta con el programa Pluma en Variable como ndmero general.
Logo, un programa dependiente de tres para-
metros que dibuja una estrella espiral. Los
parametros controlan el tamano de los picos,
el espaciamiento y las veces que se repite la
construccion.

Entre las actividades correspondientes a los procesos de generalizacion, se
exploraron comandos del programa Logo en modo directo vy sintético en el con-
texto de figuras geométricas, para después explorar procesos de generalizacion
a partir de la percepcion de secuencias aritméticas y geomeétricas, asi como de la
percepcion, expresion y registro de patrones, niimero generalizado, variable y
variacion funcional.

Antes de la aplicacion de la secuencia didéctica de procesos de generalizacion,
se seleccionaron las parejas de alumnos con base en los niveles de comprension
conceptual mostrada en el cuestionario inicial, los cuales se describen a conti-
nuacion.

Nivel alto: se caracteriza por la comprension del razonamiento proporcional
y los procesos de generalizacion; se expresa en un pensamiento prealgebraico.

Nivel medio: se caracteriza por la comprension del razonamiento propor-
cional, pero con dificultades para generalizar y expresar una regla en términos
prealgebraicos.

Nivel bajo: se caracteriza por falta de comprension del razonamiento propor-
cional y de los procesos de generalizacion; el pensamiento matematico se expresa
en términos aditivos o aritméticos.

Los estudiantes fueron clasificados por niveles de conceptualizacion matemati-
ca, con base en los resultados del cuestionario inicial v de la entrevista ad hoc. Las
parejas de nifios se organizaron de la siguiente manera:
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Parejas
de ninos Nivel alto | Nivel medio | Nivel bajo
12 pareja José Ricardo
29 pareja Guadalupe Cristina
3¢ pareja Antonia Valeria
1 trio lvan Armando y
Gustavo

Nota: los nombres son ficticios.

Una vez seleccionadas las parejas, se trabajo en el laboratorio de la escuela en
18 sesiones de 40 minutos cada una después de los horarios escolares de clase.
Las sesiones de trabajo fueron audio y videograbadas. Cada pareja contaba con
una grabadora y se filmaba parte del trabajo en pareja; en ocasiones, la camara
enfocaba a todo el grupo.

Tercera etapa: cuestionario final

Se aplicod un cuestionario al término de la secuencia de ensefianza con el pro-
posito de verificar el desempeno de los nifos en dicha secuencia y analizar su
evolucion hacia el pensamiento algebraico, contrastando los resultados con los
del cuestionario inicial. En el cuestionario final, se exploraron las mismas ideas
matematicas que en el inicial, pero en contextos v con ejemplos distintos.

RESULTADOS DEL ESTUDIO
RESULTADOS DEL CUESTIONARIO INICIAL SOBRE LOS PROCESOS DE GENERALIZACION
Las respuestas al cuestionario inicial se categorizan en niveles de conceptualizacion

matematica (alto, medio y bajo) en relacion con las siguientes dimensiones de
analisis:
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Figura 2

2) Observa las siguientes figuras de lasecuencia
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Estrategias de resolucion de problemas

Estrategia aritmético-aditiva. En esta categoria los estudiantes resuelven los proble-
mas planteados con sumas y restas y muestran tener dificultades para descubrir
la relacion proporcional y expresar los datos en una grafica; no llegan a la
construccion de una regla general. Se manifiesta un pensamiento en términos
aditivos o aritméticos. A continuacion se muestra una de las preguntas del cues-
tionario, a la cual se da una respuesta del tipo aritmético-aditiva.

Secuencias de puntos

Se les presentan a los alumnos dos secuencias de puntos (una en la parte superior
y olra en la parte inferior de los recuadros) y se les pide que dibujen los recuadros
correspondientes a los dos términos subsiguientes de ambas secuencias (véase
figura 2).

Aqui se ilustra la tipica respuesta aditiva para los dos casos. En la primera
secuencia (3, 4, 5, 6...) la respuesta es correcta (7, 8), mientras que en la segunda se-
cuencia (1, 2, 4, 8...) la respuesta es de caracter aditivo (10, 12) en lugar de multi-
plicativo (16, 32) que es lo que corresponde a la secuencia con término general 2n.
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Figura 3
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Nueve de los nueve ninos que participaron en el estudio respondieron de manera
aditiva en la secuencia aritmética v tres de ellos respondieron también aditivamen-
te en la secuencia geomeétrica; los seis restantes no respondieron en esta tltima.

Estrategias prealgebraicas. En esta categoria los estudiantes resuelven los pro-
blemas con una multiplicacion y establecen relaciones proporcionales. Compren-
den la idea de variable como ntimero general y en una relacion funcional, pero
tienen dificultades para encontrar una regla general y expresarla; es decir, se trata
de un pensamiento en transicion. En la pregunta del cuestionario inicial que se
muestra a continuacion, se explora la idea de variable en una relacion funcional
y su expresion en lenguaje simbolico. Se les solicita a los estudiantes que obser-
ven la tabla de variacion namero de maquinas/cantidad de plastico producido y
que escriban una regla para el caso de x nimero de maquinas. Aqui se muestra
la respuesta prealgebraica de uno de los alumnos:

Ejemplo: pregunta niimero 4 del cuestionario inicial de los procesos de genera-
lizacion, que exploraba la idea de variable como relacion funcional lineal (véase
fisura 3).

En el cuestionario inicial, en muchos casos, las respuestas con una estrategia
prealgebraica revelaron también que los alumnos se encontraban en una etapa
de transicion entre las estructuras aditivas y las multiplicativas.

DEL CUESTIONARIO INICIAL A LAS SESIONES DE ENSENANZA:
SURGIMIENTO DE UN PENSAMIENTO ALGEBRAICO TEMPRANO

Como va se ha mencionado, en el cuestionario inicial los nueve alumnos partici-
pantes completaron secuencias aritméticas con niimeros enteros; en las secuencias
geomeétricas, seis estudiantes respondieron de manera aditiva, es decir, sumando,
como se ilustrd en el ejemplos de la secuencia geométrica de puntos, y solo tres
respondieron de manera multiplicativa.

Ademas de los resultados del cuestionario inicial en la dimension aritmético-
aditiva/prealgebraica, en el caso de la idea de variable en una relacion funcional
lineal, siete ninos percibian la relaciéon entre las cantidades, pero no podian
expresar los datos en una gréafica y sélo dos no percibian ninguna relacion entre
los datos. En cuanto a las ideas de variable en una relacion funcional y de una
progresion geomeétrica, dos nifios entendieron la progresion geométrica, pero no
pudieron dibujar la grafica ni elaborar una regla general. Sin embargo, siete nifios
entendieron la progresion geométrica, dibujaron vy graficaron los datos, pero no
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llegaron a una regla general. Respecto a la idea de variable como ntimero especi-
fico, cinco ninos respondieron el problema de manera aditiva y los otros cuatro con
otras estrategias. En el problema ntimero 8 de variable en una relacion funcional
con varias variables, siete nifios dibujaron el quinto rectangulo, pero no llegaron
a expresar una regla: area versus altura.

Estos resultados muestran los tres niveles de conceptualizacion a los que se
ha hecho referencia. Algunos de ellos muestran que los alumnos se encontraban
en una etapa de transicion del pensamiento aditivo al multiplicativo y que tienen
dificultades para expresar los resultados en una grafica y encontrar una regla
general; pero, por otro lado, se percibe que hay de su parte el surgimiento de un
entendimiento de la variable en una relacion funcional.

Ademas de los diferentes niveles de conceptualizacion matematica identifica-
dos, se pudo observar que los estudiantes abordan los problemas de secuencias
aritmeticas sumando los valores, pero cuando se les plantean secuencias geo-
métricas, en algunos casos suman los valores vy en otros, los multiplican. En los
problemas de relacion funcional, descubren en algunos casos la relacion propor-
cional existente, pero unos lo hacen de manera aditiva y otros de manera multi-
plicativa. En los problemas de variable como ntimero general, en algunos casos
los alumnos descubren y representan la relacion multiplicativa existente en el
problema, pero no consiguen encontrar una regla general. De acuerdo con los
resultados obtenidos, se pudo confirmar que, en esta etapa, los estudiantes atin
permanecen anclados a un tipo de pensamiento aritmético y aditivo, v de alli
deriva la dificultad para que puedan entender, representar y expresar relaciones
proporcionales, asi como encontrar una regla general. En resumen, este analisis
reveld que, al inicio del estudio, los nifios se encontraban en una etapa de tran-
sicion del pensamiento aritmético al prealgebraico v del aditivo al multiplicativo.

Mas adelante, con la aplicacion de la entrevista ad hoc, se observd una evo-
lucion en los estudiantes tanto en los procedimientos de resolucion como en el
tipo de manipulacion y en el soporte de representacion utilizados.

RESULTADOS DE LA SECUENCIA DIDACTICA SOBRE PROCESOS DE GENERALIZACION

El andlisis de las observaciones durante la secuencia didactica relativa a los proce-
sos de generalizacion (Logo y lapiz v papel) se realizo en tres niveles de estrategias
de resolucion de problemas: aritmético-aditivas, prealgebraicas y algebraicas. Estas
estrategias se hicieron evidentes durante las sesiones de trabajo, donde ademas se
observaron y analizaron procesos de interaccion social en pareja.
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En las actividades en las que se exploran tanto la idea de variable como la de
relacion funcional y progresion geométrica, el trabajo con lapiz vy papel resulto facil
para los alumnos, fueron capaces de percibir la progresion geométrica, llenar la
tabla y elaborar una regla prealgebraica. En ambiente Logo, percibieron con un
poco de dificultad la idea de funcion implicita en el procedimiento.

A continuacion se presenta una de las actividades sobre los procesos de genera-
lizacion en ambiente Logo, en la cual se les pedia que corrieran el programa Pluma
y completaran una tabla con los valores “n” y “V". Inicialmente se les proporcio-
naron unos valores en la tabla de variacion, se les solicito que los completaran

“ p « _»

y que determinaran una regla para ‘v’ conociendo el valor de “n”. También se les

J
» “« »

pidio que experimentaran diferentes valores para “y" conociendo “n’. Los estu-
diantes llegaron a comprender la correspondencia entre los valores. La experien-
cia adquirida con un Programa General de Logo (PcL) (asignar un valor y obtener
un resultado) les permitio llegar a una regla general. Esto se logro, por ejemplo,
observando qué sucedia con la figura que iban produciendo al variar uno de
los valores; se les indicod que, si deseaban hacer la fisura de diferentes tamanos,
deberfan asignar diferentes valores a la variable y ver su efecto (véase fisura 4).

En la hoja de trabajo se muestra que dos estudiantes consiguen elaborar un
programa general, pero obtienen una figura en otra posicion; tuvieron dificultad
con la posicion de la tortuga al iniciar el dibujo. En este caso, los estudiantes
identificaron los aspectos variables de los invariantes, pero cometieron ese error.
En los problemas que abordaban la idea de variable como ntimero general, pero
con lapiz y papel, algunos de ellos también tuvieron dificultad para elaborar una
regla general. Entendian, por ejemplo, como iban variando las cantidades; llega-
ban a comprender la relacion entre ellas, pero no conseguian llegar a un método
general; otros estudiantes si lograban esto ultimo y ademas podian verificar si la
regla funcionaba para todos los casos.

Interaccién social en pareja

Durante las sesiones de trabajo, se pudieron observar dos tipos de interaccion que
resultaron muy productivos: en un tipo de interaccion, los participantes del equipo
expresan sus puntos de vista y cada uno insiste en que el suyo es el correcto, es
decir, surge un conflicto. Esto hace que los participantes avancen en el modo de
expresion de su pensamiento y en sus posibilidades de convencimiento; en el otro
tipo de interaccion, productivo, los participantes piensan en voz alta y, mientras
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Figura 4 Hoja de trabajo de los alumnos en actividad en ambiente Logo
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resuelven aparentemente la tarea de manera independiente, en realidad estan
monitoreando la resolucion de su companero. Esto les permite identificar algiin
hecho o accién significativa del otro para la resolucion desde su propia perspec-
tiva. Se verifico que estas interacciones involucran la reciprocidad de los papeles
de los alumnos y ocurren cuando la pareja resuelve una situacion problema,
v se presentan comportamientos que propician el aprendizaje matematico. Se
observd que, en efecto, estos dos tipos de interaccion propician el aprendizaje,
en contraste con otros menos productivos como aquel en el cual predomina la
opinion de uno de los participantes o aquel otro en el cual los alumnos se invo-
lucran en una actividad que resulta rutinaria para ambos, la pretendida solucion
se considera compartida y la posibilidad de que surjan oportunidades de aprendi-
zaje son remotas.

Elementos de pensamiento algebraico temprano

En las actividades realizadas durante la secuencia didactica, en las hojas de
trabajo se describen los problemas que exploraron las ideas de variable en una
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relacion funcional y de sucesion geométrica (en lapiz v papel, los nifos fueron
capaces de percibir la regularidad en la sucesion geométrica, llenar una tabla
de valores y elaborar una regla expresada en un simbolismo prealgebraico). A
continuacion se reproduce un fragsmento de entrevista con un alumno (R) en el
que el entrevistador (E) le pide revisar esta hoja de trabajo, que ¢l habia com-
pletado en clase.

Idea matemdtica: idea de variable en una relacion funcional con varias va-
riables.

Objetivo de la tarea: en esta actividad se solicita a la pareja de estudiantes
que observen tres albercas y dibujen la cuarta; a continuacion, se les pide que
llenen una tabla de valores, respondan algunas preguntas y, por ultimo, que gra-
fiquen la variacion del nimero de mosaicos azules y la del niimero de mosaicos
blancos con el lado de la alberca. Se pide que respondan como varian y cuéles
son los mosaicos cuyo nimero crece con mayor rapidez (véase fisura 5).

E: Recuerdo que esta actividad fue motivo de mucha discusion, pasaron méas
de dos sesiones solo en esta actividad. Aqui estan las albercas ntimeros 1y
2 [Segmento de la entrevista con Ricardo] y tenian que hacer la ntimero 4.
¢Tuvieron problema para hacer la alberca numero 4? [Segmento de la
entrevista con Ricardo.]

: No.

: ¢Donde tuvieron problema?

: No, es que no la descubrio, lo que yo descubri es que aqui en la alberca nti-
mero 1, asi como que da un brinco y eran los mosaicos azules de la alberca 3,
y después aqui la alberca nimero 2 eran los mosaicos de la alberca nu-
mero 4 (descubre esta relacion) A ,, = A + B, [Segmento de la entre-
vista con Ricardo.]

E: Explicame cémo dabas el brinco, équé sucedia en esos brincos que ti me
decias de las albercas? De los mosaicos azules de la alberca niimero 1 a la
alberca ntimero 3y los mosaicos azules de la alberca ntimero 2 a la alberca
numero 4.

: Yo supongo que no es porque aqui si da el brinco y aca no.

: ¢Qué brinco daba de la alberca 1 a la 37

: Este... ocupa una piscina, no, si da el brinquito, porque pasa por la alberca
numero 3.

: ¢Qué sucede en el brinquito?

: Si, haz de cuenta que ésta es toda la piscina y aqui 1, 2, 3 v 4 de base y

e lico =)

AEH mAER
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los cuatro de base y de altura v los cuatro de altura aumentan aca 1, 2,
3y 4y aca también da el brinquito, 1, 2, 3.
E: Pero, ¢chacia donde da el brinquito, de la alberca nimero 1 a la numero 3?

En este didlogo se percibe que el nifio descubre y expresa la relacion
A=A, ,+B,_, como un brinco, es decir, que la alberca nimero 3 esta for-
mada del total de los mosaicos blancos y azules de la alberca ntimero 1 (véase
figura 5).

Durante las sesiones de trabajo, se utilizaron actividades en lapiz y papel v
en Logo. Para dar el paso hacia un razonamiento proporcional visto como una
relacion funcional, las actividades mas significativas fueron aquellas en las cuales
los alumnos tuvieron que elaborar un programa general en Logo para trabajar
con este tipo de relaciones. En la figura 6, se muestra una de las hojas de tra-
bajo de los alumnos. Durante las sesiones, se identificaron casos en los cuales
la intervencion de uno de los integrantes de la pareja, con un nivel conceptual
intermedio, fue determinante en la evolucion de ésta hacia los procesos de gene-
ralizacion. Esto se ilustra con el ejemplo siguiente.

Actividad 3 de la secuencia didactica sobre los procesos de generalizacion:

Idea matemdtica: idea de variable como ntimero general.

Solicitud en la actividad: figura 6, actividad en Logo, letra N con diferentes
medidas.

En la tabla se comparan valores y comandos® para dibujar cada letra N de
diferentes lados. El estudiante necesita observar los comandos. Se les pidio que
dibujaran las figuras 4 v 5 de la secuencia, manteniendo la misma proporcion de
las anteriores letras N. En seguida, se les solicito que llenaran una tabla y, por
ultimo, que elaborasen un programa general en Logo. El estudiante construye
cada letra Ny esto es muy importante para irlo ayudando a ver las relaciones
(vease figura 6).

De acuerdo con los resultados obtenidos, los nifios perciben cémo van
aumentando o disminuyendo los distintos sesmentos que conforman las letras N
y cudl es la relacion entre las medidas de cada letra; completan adecuadamente
la secuencia y completan la tabla de valores; son capaces de generalizar las
medidas para la letra N 'y hacen un programa general en Logo.

2 Primitivas en Logo: AV, GD, GL
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Figura 6 Hoja de trabajo de los alumnos
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A partir de las sesiones de trabajo, se percibe que los estudiantes evolucionan
de modo diferenciado hacia el pensamiento algebraico. De las tres parejas de
estudiantes y un trio, tres parejas pasan de un nivel medio a un nivel de conceptua-
lizacion matematica avanzado, que se caracteriza principalmente por las estrate-
gias de resolucion de problemas de tipo prealgebraico al algebraico, pues llegan
a establecer una regla general en ambiente Logo y en lapiz y papel; ademas, el
tipo de interaccion social de las parejas de estudiantes propicié que pudieran
expresar sus puntos de vista y que cada uno insistiera en que el suyo era el
correcto; de alli derivé un conflicto cognitivo interesante que los hizo avanzar en
la expresion de un pensamiento en términos generales. Otra pareja permanecio
en el nivel conceptual inicial (una de ellas bajo y otra medio), lo cual puede
significar que, a pesar de que en cierta medida comprendian los problemas plan-
teados en las sesiones de trabajo, no pudieron llegar al pensamiento algebraico
y comprendian con cierta dificultad la idea de variable como relacion funcional.

80 EpucacioN MATEMATICA, vol. 22, num. 3, diciembre de 2010



Cristianne Butto Zarzar y Teresa Rojano Ceballos

En términos generales, el andlisis de los resultados del cuestionario final per-
mitio confirmar las conclusiones obtenidas después de analizar la evolucion de
las parejas de alumnos en las sesiones de clase en cuanto a ideas matematicas
y tipos de estrategias para abordar las tareas de generalizacion.

DISCUSION FINAL

En su contexto, este estudio se propuso investigar la factibilidad de una iniciacion
temprana en el pensamiento algebraico a partir de los contenidos matematicos
anteriormente explicitados, observando, entre otras cosas, los diferentes tipos de
interaccion social, sus efectos y sus relaciones con los dominios matematicos
incorporados en el estudio. La intencion era posibilitar situaciones didacticas que
facilitaran el acceso temprano al pensamiento algebraico desde el curriculo de la
escuela primaria en dos versiones: presimbdlica (percepcion de la idea de variacion
proporcional) y simbolica (encontrar y expresar una regla general e incorporarla en
lenguaje Logo), mediante una secuencia didactica que define contenidos mate-
maticos especificos, un ambiente de aprendizaje y un modelo pedagogico como
elementos generadores de significado matematico.

El estudio se llevo a cabo con alumnos de 5° v 6° grado de primaria desde la
perspectiva de los Modelos Teoricos Locales (MTL), con una referencia especifica
a dos de las cuatro componentes de dichos modelos: la componente del modelo
de ensenanza v la componente de los procesos cognitivos involucrados en el
estudio. La primera sirvio para estudiar el modelo de ensefianza propuesto, es
decir, las dos rutas de acceso al pensamiento algebraico temprano, asi como
también las dificultades enfrentadas en el proceso de ensefianza vy aprendizaje
de la tematica propuesta, especificamente en lo que respecta a la transicion del
pensamiento aditivo al multiplicativo. La segunda sirvi6 para analizar los datos,
explorando los procesos cognoscitivos que ocurrieron durante la evolucion de
los sujetos en cuanto a ideas matematicas y tipos de estrategias utilizados en
tareas de generalizacion.

En lo que respecta al trabajo con el ambiente Logo, se presentaron algunas
dificultades. Algunos estudiantes no consideran un programa como la expresion de
un meétodo ni como una entidad; lo ven, mas bien, como un medio para guardar
una lista de instrucciones y pierden la idea de procedimiento como expresion de un
meétodo. Puesto que los estudiantes tuvieron dificultades para identificar los aspec-
tos variables de los invariantes, parece importante estimularlos a diferenciar los ele-
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mentos variables de los invariantes y solicitarles que escriban programas diferentes
en Logo para resolver diversos casos particulares de un mismo problema y analizar
asi en cudles aspectos son semejantes y en cuales no. En seguida, es importante
nombrar los elementos de un problema. En Logo se usa, por ejemplo, lado para nom-
brar la variable que representa el lado de un cuadrado de tamano indeterminado.
Esto los ayuda a identificar la variable, pero cuando en un Programa General de
Logo (PeL) hay mas de una variable, es importante que puedan diferenciarlas en el
momento de nombrarlas o simbolizarlas.

Sobre la idea de variable en una relacion funcional, se observaron coinciden-
cias con el trabajo de Ursini (1997) sobre el lenguaje Logo. La autora menciona
que, desde un inicio, los estudiantes abordan relaciones funcionales, especifi-
camente las ideas de correspondencia y cambio, pero estas caracteristicas no
son explicitas, sino que estan implicitas en los procedimientos vy, por tanto, traba-
jar con estas ideas no quiere decir que los estudiantes necesariamente elaboren
conscientemente esos conceptos. Es importante trabajar con los estudiantes
en este sentido.

En este estudio, tanto el lenguaje Logo como las actividades en lapiz y papel
vy la interaccion social mediante el trabajo en parejas propiciaron la introduccion
temprana al pensamiento algebraico. Los estudiantes no tenian conocimiento
escolar previo sobre procesos de generalizacion y su interaccion con la investiga-
dora y el ambiente Logo permitieron que dieran sentido a dichos procesos. Esto
sugiere también que las nociones matematicas abordadas en el estudio dependen
de los mediadores que se utilizan. Los resultados también ponen de manifiesto
que tener acceso al pensamiento algebraico a temprana edad mediante el uso de
un micromundo Logo no so6lo mejora el desempeiio de los estudiantes, sino
también la naturaleza del aprendizaje de dichos contenidos teméticos, pues tal
aprendizaje proviene de una fase de exploracion y experimentacion directa con
los elementos matematicos de generalizacion y variacion.

A pesar de que el contenido matematico utilizado en el estudio se ensefia en
la escuela secundaria, los resultados evidencian que la instruccion escolar hace
demasiado énfasis en el pensamiento aritmético aditivo, obstaculiza el razona-
miento en términos multiplicativos y dificulta no solo el abordaje de contenidos de
la ensefianza bésica (por ejemplo, el razonamiento proporcional), sino también el
acceso a otro tipo de razonamiento, como el algebraico. Por otra parte, se pudo
observar que el tipo de interaccion social que tuvo lugar entre los estudiantes
propicio el aprendizaje, pues podian intercambiar sus concepciones vy llegar, de
manera conjunta, a la resolucion de los problemas presentados.
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CONSIDERACIONES FINALES

Los resultados aqui registrados muestran la factibilidad de iniciar a estudiantes
de la escuela elemental en el pensamiento algebraico, partiendo de temas v con-
ceptos curriculares de este nivel escolar y potenciando su expresion general en
un lenguaje simbolico semejante al del algebra. Esto, en vista de la experiencia
que desarrollan estos estudiantes al enrolarse en actividades que involucran la
elaboracion de programas generales que reproducen un patron dado. El estudio
confirma resultados publicados por Carraher et al, Hoyles y Sutherland, y Ursini,
en el sentido de que es posible aprovechar topicos de la aritmetica (en este caso,
el de variacion proporcional) y las potencialidades del lenguaje de programacion
Logo para fomentar en los alumnos procesos de generalizacion que evolucionen
hacia un nivel simbolico-algebraico. Tanto la generalizacion como la simboliza-
cion formal son aspectos sustantivos del algebra y, en este sentido, los resultados
expuestos apuntan hacia el surgimiento de un acceso temprano al pensamiento
algebraico.
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