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Resumen: Se presenta una investigacion en torno a la ensenanza y aprendizaje
de la demostracion en geometria. Se estudia, en particular, el papel que pueden
desempenar los problemas de determinacion de lugares geométricos en el aula.
Por un lado, se analizan los esquemas de demostracion que presentan los estu-
diantes en la resolucion de este tipo de problemas, asi como las funciones de
la demostracion que se explicitan en su abordaje. Para ello, se diseno v aplicd
una actividad concreta. Por otro lado, dicho estudio permite concluir acerca de
la pertinencia de este tipo de problemas como una estrategia adecuada para
propiciar la practica de la demostracion, favoreciendo el transito entre diferentes
esquemas de demostracion.
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Geometrical places: Their role in learning of the geometry demonstration
Abstract: A research about geometry proof teaching and learning is presented. In
particular, the rol played by proposing locus problems in such teaching is studied.
On one side, we analyze the proof schemes that students exhibit when solving
this type of problems, as well as the functions of proof that become explicit in
their solving. A specific activity was designed and implemented for that purpose.
On the other hand, such study allows concluding about the relevance of this type
of problems as an appropriate strategy to develop proof practice and promote
transition between different proof schemes.
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INTRODUCCION

Las investigaciones que dan cuerpo a la matematica educativa como disciplina
consideran que es necesario problematizar el discurso escolar dominante con
vistas a mejorar la ensenanza de la matematica, reflexionando en particular
sobre la practica educativa. Para ello, se estructuran diversas concepciones de la
matematica y su ensefianza, asi como de los contextos en los que ella se produ-
ce. En esta investigacion, los sistemas educativos se consideran como espacios
socioculturales complejos, donde los humanos aprenden al ejercer practicas (en
este caso, entenderemos practicas como actividad, la practica escolar de demos-
trar). La institucion escolar es el espacio donde se fomentan y ejercen dichas
practicas, y lo que interesa investigar en el presente trabajo.

Dentro de ese escenario, se entiende el aprendizaje como construccion de
saberes matematicos. Para ello, es preciso reflexionar sobre la manera en que
se presentan tradicionalmente los conocimientos v, a partir de ello, encontrar una
manera de modificar su estatus de productos acabados, centrando la atencion
en la construccion de otras practicas de aprendizaje que propicien la conside-
racion de nuevos significados. La problematizacion del conocimiento propone
identificar, entre otras cosas, las caracteristicas que lo definen: su génesis en ambitos
cientificos, como y por qué se integrd en el ambito escolar (procesos de institucio-
nalizacion), su desarrollo a lo largo de la historia de la humanidad, sus posibles
transformaciones —particularmente en la manera de difundirse-, las rupturas y
la perdida de significados.

Un estudio que llevo a cabo la Administracion Nacional de Educacion Publica
describe la perspectiva que domina el discurso escolar actual en la ensenanza de
la matematica en Uruguay v esboza sus posibles causas: “La irrupcion de la
matematica moderna en las décadas de 1960 y 1970 reforzaron en la ensefian-
za media el desarrollo de una matematica que se presentaba como acabada en si
misma, modelo atemporal, l6gico y abstracto. Se favorecid una ensefianza impues-
ta a los alumnos en su presentacion teorica y practica” (Administracion Nacional
de Educacion Publica, 1997, p. 4).

Esta realidad conduce al interés por problematizar dicha practica dominante
por medio de la investigacion. En particular, en este trabajo se decidio explorar el
concepto de “lugar geométrico” y su vinculo con la ensenanza y aprendizaje de una
practica propia del quehacer mateméatico denominada demostracion. Para ello, se
diseno y puso en practica una actividad que permitiera dar respuesta a los cuestio-
namientos planteados a partir del andlisis de las producciones de los estudiantes.
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DESCRIPCION DEL PROBLEMA Y OBJETIVOS

En el escenario especifico en el que se desarrolld nuestra investigacion, la mayo-
ria de los estudiantes del curso Geometria Meétrica Euclidiana (perteneciente al
plan 1976 para la opcion “Cientifico” en el segundo ano de Educacion Media
Superior (EMS) en Uruguay, con alumnos de 16-17 afos) se enfrenta por primera
vez a la practica de demostrar: deben construir las demostraciones ellos mismos.
Es frecuente que los estudiantes se sientan “bloqueados” v sin herramientas
para proponer siquiera un camino posible para generar la demostracion pedida,
o0 bien, que las demostraciones producidas sean incompletas, no ajustadas a lo
que se espera para validar las afirmaciones.

En particular, en la resolucion de problemas de lugares seométricos (LG),!
que son los que se analizaron en este trabajo, se constato la dificultad de los
estudiantes a la hora de justificar la determinacion del LG: intentan detectar cudl
es la figura a partir del estudio de casos particulares, pero no saben cémo dedu-
cr, a partir de la observacion de la situacion y de propiedades aceptadas como
validas, que la figura hallada es en efecto el lugar geométrico. Esto es lo que des-
pertd nuestro interés por describir y analizar las producciones de los estudiantes
cuando se enfrentan a este tipo de problemas.

Los estudiantes estan expuestos a una practica escolar que no contempla su
desarrollo: a partir del segundo ano de EMS, afo en el que realizamos esta inves-
tigacion, se espera de ellos que tengan desarrollado un razonamiento deductivo
y sean capaces de generar demostraciones elaboradas de manera autonoma,
mientras que, en la formacion precedente, se ha estimulado poco la construccion
de justificaciones propias en el aula de Matematica v el desarrollo de la argu-
mentacion.

Varias investigaciones atestiguan que uno de los problemas que se presentan
en la ensefanza de la demostracion es que los alumnos concentran sus esfuer-
z0s en imitar demostraciones mostradas por sus profesores o extraidas de libros
de texto, en lugar de buscar caminos a través de los cuales puedan generar argu-
mentaciones y demostraciones propias, lo que otorgaria significado a dicha acti-
vidad (Balacheff, 1982; Balacheff y Laborde, 1988; De Villiers, 1993; Galbraith, 1979,
citado por Balacheff y Laborde, 1988). Esta practica corresponde a una concepcion

I Estos problemas consisten en relacionar biunivocamente un conjunto de puntos que
cumplen una propiedad dada con una figura que debe ser determinada por quien resuelve
el problema.
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de la matemética como un conjunto de productos acabados, ajenos al sujeto
que aprende.

Los profesores, por su formacion e intereses, reconocen la necesidad de pre-
sentar demostraciones y ensenar a sus alumnos a justificar sus razonamientos
(esto esta sujeto al punto de vista de cada profesor). Por otro lado, la mayoria
de los estudiantes no tienen la necesidad de demostrar las propiedades, espe-
cialmente cuando éstas resultan evidentes v se pueden descubrir o establecer
intuitivamente (Sowder y Harel, 1998; De Villiers, 2003). Es comun que el estu-
diante considere la demostracion como una actividad incomprensible que debe
aprender de memoria para repetirla cuando el docente se lo pida.

Los objetivos propuestos en la investigacion de la cual deriva el presente
articulo fueron los siguientes:

* analizar y describir las producciones de los estudiantes cuando se enfren-
tan a la resolucién de problemas que involucran variacion de puntos en una
situacion geomeétrica particular (19), los esquemas de demostracion y pro-
cesos que se hacen presentes, asi como las funciones de demostracion que
se manifiestan en la resolucion.

 analizar si el abordaje de este tipo de problemas (Ig) permite el fortaleci-
miento en los estudiantes de la practica de la demostraciéon en matematica
y en geometria, en particular.

En este articulo desarrollamos algunos de los casos analizados, referidos a
estos objetivos, que consideramos mas significativos e ilustrativos de las conclu-
siones a las que se llega.

JUSTIFICACION DE LA INVESTIGACION

En las practicas educativas de profesores de nivel medio, es comun que la de-
mostracion se introduzca como medio para verificar resultados que va fueron
aceptados por el grupo clase, sea por una actividad previa de exploracién o sea
porque el profesor lo dijo. Sin embargo, eso no corresponde a la actividad mate-
matica “real”, va que, entre matematicos, son otros los medios para convencerse
o persuadir y la demostraciéon mayormente se hace presente cuando va se esta
convencido de un resultado (Hanna, 2001). Esto cobra especial relevancia en
un medio como el del sistema educativo uruguayo, en el que estad fuertemente
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arraigada una tradicion formalista en los cursos de bachillerato, seguin la cual
los docentes invierten gran parte del tiempo de clase en la exposicion de demos-
traciones.

De Villiers (1993 y 2003) considera otras funciones de la demostracion en la acti-
vidad matematica cientifica, como el descubrimiento de nuevos resultados, la comu-
nicacion, la explicacion v la sistematizacion. Asimismo, sugiere disefar secuencias
de ensenianza que contemplen la demostracion desde estas diferentes funciones.
Para ello, es necesario proponer actividades que promuevan la formulacion de
conjeturas que requieran argumentaciones por parte de los estudiantes para
ser refutadas o aceptadas y que, al consensuarse en el grupo clase, se convier-
tan en demostraciones.

Por otro lado, creemos que es importante disenar actividades en las que la
busqueda de justificaciones surja como una necesidad intrinseca, que sea el estu-
diante quien sienta la necesidad de brindar explicaciones, mas alla de la nece-
sidad de cumplir con el contrato de responder al profesor. En este contexto, la
determinacion de LG se hace presente como una actividad matematica en la cual
se ve reflejada la necesidad de la busqueda de arsumentos: la demostracion se va
construyendo en la busqueda del resultado, en la explicacion de éste, en su valida-
ciobn y su comunicacion a los comparieros. Permite a los estudiantes apreciar que
la demostracion no solo es legitimar resultados que va se asumen como validos,
sino que también implica un procedimiento de descubrimiento, autoconvenci-
miento y convencimiento del compariero.

En suma, se valora la pertinencia de la investigacion llevada a cabo en el con-
texto sociocultural actual de la educacion matematica en Uruguay, en primer lugar,
porque creemos que la geometria euclidiana representa una rama propicia para
desarrollar practicas propias de la matemética, como la practica arsumentativa
que conduce a la demostracion. Esto esta respaldado en este contexto especifico
por el hecho de que ésta se haya mantenido como parte del plan de formacion
de profesores de matematica.

En segundo lugar, consideramos otro tipo de supuestos que revela la comple-
jidad del concepto de LG v su potencial didactico para el proceso de ensenanza
y aprendizaje de la demostracion:

 Por la manera en que son planteados (en lugar de “demostrar que el Ig
de tal punto es..” se pide “hallar el lg de..”), la resolucion de problemas de
lugares geomeétricos es una ocasion en la que se espera que el alumno
descubra por cuenta propia el resultado al que debe llegar, y que lo motiva

J
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a buscar argumentos -por razones de necesidad de convencer(se)-. Es
una instancia en la que los estudiantes conjeturan, formulan, refutan vy
demuestran en la busqueda de la solucion del problema, sin que se les
pida explicitamente.

e Es una oportunidad en la que los estudiantes se enfrentan a un problema
que involucra elementos estaticos y dindmicos, y en parte, su resolucion
depende precisamente de identificar la relacion entre ellos, encontrar las
invariancias de una situacion que es dinamica: determinar cuéles medidas
o relaciones permanecen constantes, mientras otras no v justificarlo. Esto
favorece nuevos tipos de razonamientos respecto a los problemas en los
que solo intervienen elementos estaticos.

e En la resolucion de este tipo de problemas, la demostracion no aparece
solamente como verificacion de resultados, sino que se hace presente
cumpliendo diferentes papeles: descubrimiento, explicacion, sistematizacion
y comunicacion (De Villiers, 1993).

* Resolver problemas de lugares geométricos o de construccion sistematiza
y sintetiza conceptos previamente trabajados, vinculando propiedades de
diferentes figuras. Crea condiciones para la discusion acerca de la necesi-
dad de precision en el lenguaje, el lenguaje simbolico entre ellos.

Estos supuestos fueron cotejados en la experiencia llevada a cabo, segin se
puede apreciar en el andlisis de las producciones de los estudiantes.

ELEMENTOS TEORICOS

En el presente trabajo se concibe la matematica como una ciencia en desarrollo,
construccion social y cultural del hombre vy, desde esa perspectiva, interpreta-
mos la naturaleza del saber escolar y la construccion de significados. Para ello,
exploramos la posibilidad de un rediseno del discurso matematico escolar vy la
resignificacion de los conceptos matematicos, lo que implica indagar sobre las
practicas que posibiliten nuevos tratamientos didacticos de las ideas matematicas
en el salon de clase.

El discurso matemdtico escolar “es aquel que atiende a la formacion de consen-
sos en la noosfera en torno de un saber escolar y a aspectos relativos a su trata-
miento y caracteristicas, incluidos aspectos de profundidad tematica y profundidad
expositiva” (Castafieda, 2006, p. 255). Se denomina noosfera al entorno del
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sistema de ensenanza conformado por los representantes del sistema didactico
(docentes) y los representantes de la sociedad (padres, especialistas de la discipli-
na, autoridades politicas). Alli se produce todo conflicto entre sistema y entorno
y alli encuentra la transposicion didactica su lugar privilegiado de expresion
(Chevallard, 1991). Tanto los libros de texto en los que se apoya la ensefianza
como el tipo de explicaciones que usa el docente en clase son elementos que
definen el discurso matematico escolar (Buendia, 2004).

De esta manera, en el marco de este trabajo, se entiende la demostracion
—en un contexto educativo- como una practica mediante la cual una persona
establece la coherencia de los elementos que componen un hecho matematico
y, por medio de ella, fortalece la certidumbre de una propiedad, la comprende,
argumenta por qué es asi, la integra dentro de un sistema de conceptos vy rela-
ciones que tienen un significado determinado para ella y puede comunicarla
a otras personas. Balacheff y Laborde (1988) subrayan la dimension social de
la demostracion: si bien el proceso de demostrar puede ser individual, es fun-
damental su caracter dialdgico, ya que el valor de verdad de un razonamiento
es acordado por un determinado colectivo, en un momento determinado (que
puede ser, por ejemplo, el srupo de clase en un dia determinado). Esta explica-
cion puede ser reconocida por un colectivo y no por otro o en un determinado
momento y no en otro.

A continuacion, se presenta un panorama de caracterizaciones sobre la ense-
nanza de la demostracion, nos apoyamos en ellas para analizar las producciones
que los estudiantes realizaron al resolver la actividad propuesta.

Sowder y Harel (1998) presentan la nocion de “Proof Scheme” (que tradu-
ciremos como esquemas de demostracion). Plantean que probar o justificar un
enunciado implica dos aspectos: el convencimiento propio v la persuasion (con-
vencimiento de otros). El esquema de demostracion de un individuo consiste en
los procesos y actividades mentales que componen el convencimiento propio v el
aparato de persuasion que construye ese individuo en un momento determinado
de su vida cuando se enfrenta a una situacion determinada. La clasificacion que
presentan surge de considerar la demostracion en un sentido amplio: justifica-
cion desde el punto de vista psicologico, mas que desde la posicion rigurosa de
la demostracion matematica.

Los autores distinguen tres categorias de esquemas de demostracion, seguin el
nivel de profundidad en el desarrollo cognitivo: externos, si tanto lo que convence
al estudiante como lo que el estudiante ofrece para persuadir a otros tiene una
procedencia externa a él. Ejemplos de ellos son los esquemas de demostracion
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autoritarios, rituales o simbolicos. Son empiricos si se basan exclusivamente en
experiencias concretas para justificar resultados. Pueden ser esquemas de demos-
tracion perceptivos (basados en figuras, en ocasiones casos particulares de la situa-
cion presentada) o inductivos (basados en ejemplos). Y denominan analiticos a
aquellos que los profesores e investigadores de matematica a menudo conside-
ran validos: deduccion, utilizando reglas légicas bien definidas. Se reconocen dos
tipos: los esquemas de demostracion de transformacion y los axiométicos.

Harel v Sowder (1998) proponen estos esquemas a partir de experiencias con
estudiantes preuniversitarios v explicitan que sus resultados no son definitivos,
sino que deben ser cotejados y validados con otras investigaciones. En este
sentido, algunas investigaciones han validado la pertinencia y adecuacion de
estos esquemas para explicar las maneras en que los estudiantes elaboran para
convencerse v persuadir (Dalcin, 2004; Flores Pefiafiel, 2005; Harel, 2001; Harel
y Sowder, 2005).

Otras investigaciones han extendido esta tipologia en algtin sentido: Ibanes
(2001 y 2002) sugiere que la tipologia de Sowder y Harel (1998) considera tnica-
mente la verificacion como funcion de la demostracion (De Villiers, 1993 y 2003;
véase mas adelante), y propone presentar el concepto de esquema de demostra-
cién teniendo en cuenta otras funciones. Puesto que el esquema de demostracion
depende de la tarea propuesta v de que en una misma persona pueden coexistir
varios esquemas, el autor define diversas modalidades de esquema de prueba:
utilizado, aceptado, adherido, declarado, entre otros.

Los propios autores han profundizado en este marco en un estudio sobre el
pensamiento matematico avanzado (Harel y Sowder, 2005). Afirman que las
formas de pensamiento de una persona involucran por lo menos tres categorias
interrelacionadas: creencias (beliefs, en el original) sobre lo que es la matematica,
las estrategias de resolucion de problemas (problema-solving approaches, en el
original) y los esquemas de demostracion. Sin embargo, utilizan la misma tipologia
de esquemas de demostracion, ratificando la presentada en 1998.

Por tltimo, como consecuencia de un estudio llevado a cabo con profesores,
Flores (2007) amplia también el marco presentado por Sowder y Harel (1998) con
un nuevo esquema de demostracion factico: “el profesor hace un recuento de lo
que hizo o repite los hechos evidentes de una situacion a manera de explicacion
o justificacion de algiin resultado. A menudo, el profesor expone una serie de
pasos como si fueran un algoritmo” (Flores, 2007, p. 71). Atribuye esta diferencia
con el marco teorico original al hecho de que su estudio se llevd a cabo con pro-
fesores de bachillerato y no con estudiantes, ademas de que las actividades
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propuestas eran especificas de geometria, a diferencia de las de Sowder y Harel
(1998) que eran de diversas ramas de la matematica.

Por su parte, De Villiers (1993 vy 2003) propone un analisis de las diferentes
funciones de la demostracion, con el propésito de utilizarlas en el aula para
resignificar la actividad de demostrar. Distingue cinco funciones de la demostra-
cibn en matematica: verificacion, demostrar para validar resultados; explicacion,
herramienta que otorga entendimiento; sistematizacion, sistematiza diferentes
resultados en una teorfa matematica, vincula diferentes conceptos; descubri-
miento, como un método de exploracion, analisis, descubrimiento e inventiva;
y comunicacion, constituye un espacio para interaccion social y negociacion de
contenidos matematicos al hacerlos explicitos en aras de una argumentacion
aceptable.

Para el cumplimiento del primer objetivo (analisis de las producciones de los
estudiantes), se identificaron los esquemas de demostracion de los estudiantes y
las funciones de la demostracion evocadas en cada actividad por cada estudiante
o grupo de estudiantes.

El modelo de Van Hiele estructura el aprendizaje de la geometria en niveles
cognitivos, los conocimientos de cada nivel se suponen conocidos en el nivel
sisuiente, donde se explicitan relaciones que antes estaban implicitas y se pro-
fundizan conocimientos adquiridos previamente.

Segun explican Alsina, Burgués y Fortuny (1997), la teoria de Van Hiele
estructura el aprendizaje de la geometria en cinco niveles: nivel 1: reconocimien-
to de figuras y de sus propiedades; nivel 2: andlisis de éstas; nivel 3: ordenamiento
y busqueda de relaciones; nivel 4: deduccion vy, por ultimo, nivel 5: abstraccion
formal. El nivel en el que se encuentra una persona y la transicion de un nivel
a otro no depende de su edad, vy los estudiantes que se encuentran cursando
un mismo grado no tienen por qué estar en el mismo nivel. Por otra parte, dos
personas que estan razonando en diferentes niveles dificilmente pueden com-
prenderse entre si, lo que explica el fracaso cuando se abordan las practicas
de demostracion introduciéndo excesivas herramientas teoricas y simbologia de
manera prematura: existe una diferencia entre el nivel en que es presentado el
conocimiento y el nivel en el que los estudiantes estan operando.

El nivel 3 (ordenamiento y busqueda de relaciones) representa una bisagra
entre la geometria basica de descripcion de figuras y una geometria mas abstracta
y formal, en la que se reconocen las figuras por sus propiedades y se explicitan
relaciones entre las diferentes propiedades de las figuras. Parece ser que en la
transicion entre ese nivel y el siguiente es cuando resulta significativa la presenta-
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cion de problemas de LG. Asi, este modelo se utiliza en la investigacion solo para
enmarcar las actividades propuestas, pero no se intentd una caracterizacion del
nivel de pensamiento en el que se encuentran los estudiantes, asumiendo que se
encontraban precisamente en esta transicion. Vale destacar que uno de las autoras
habia sido docente de los estudiantes durante 7 meses en el momento de realizar
el experimento, por lo que tenia un conocimiento importante del grupo.

DESCRIPCION DE LA EXPERIENCIA Y METODO DE TRABAIO

Se disend una actividad con tres problemas, la cual se propuso en tres ins-
tancias:

e La primera a estudiantes de un centro de formacion docente. Esta expe-
riencia sirvio como prueba piloto para ajustar detalles.

» Las otras dos a dos grupos de estudiantes de segundo ano de educacion
media superior de un instituto de educacion secundaria (16-17 afios), pro-
poniendo parte de la actividad a un grupo v la otra parte al otro grupo.

En las tres instancias se armaron espontaneamente subgrupos de trabajo de
dos o tres integrantes cada uno, si bien hubo estudiantes que prefirieron trabajar
de manera individual. La actividad fue desarrollada en salones de clase en los
que habia computadoras con un programa de geometria dinamica (Gb) instalado
(The Geometer’s Sketchpad o Cabri-Géometre), se indicd que se podia trabajar
tanto con lapiz v papel como con la computadora e incluso integrando ambas
estrategias. El uso de geometria dinamica no es una variable de analisis, el interés
se centra en las practicas argumentativas, independientemente del medio en el
que desarrollaron sus producciones.

Se utilizaron diversas estrategias para recolectar datos: grabacion de dialogos
entre la docente y los diferentes subgrupos de trabajo y el didlogo entre los miem-
bros de cada subgrupo; registro escrito de figuras, apuntes, intentos de justificacion
de resultados obtenidos; archivos de los programas de computadora utilizados
con producciones de los estudiantes, tanto figuras de analisis como presentacion
de soluciones, observacion general de las situaciones, y apuntes personales de
la docente en el momento de la puesta en practica de la actividad, registrando
tanto éxitos como fracasos.

Exponemos a continuacion la actividad propuesta:
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Te agradeceria que, al resolver los problemas, escribieras todas las estra-
tegias que pensaste para abordarlos, tanto aquellas que crees que son
validas como aquellas que crees incorrectas o que descartaste por alguna
razon.
Problema 1:
a) Construye una circunferencia C, de centro O y radio ry una recta t.
Construye ahora en el mismo plano una circunferencia C” de centro O
y radio 3 que sea tangente a C, y a t. Discute la cantidad de soluciones
segun la posicion de C, y t
b) Se consideran dos circunferencias C, y C, de igual radio vy la circun-
ferencia C, en el mismo plano que las anteriores y tangente a ambas.
Halla el lugar geométrico de O en las siguientes situaciones:
i) C,y Cg son exteriores.
ii) C,y Cg son tangentes.
iii) C, y Cy son secantes.
iv) C, v Cg son coincidentes.

Problema 2:

Se considera un triangulo AADE, B es el punto medio del segmento AD
y C es un punto variable en el segmento AE. Las bisectrices de ACB y
ABC se cortan en [, y las bisectrices de AED y ADE se cortan en J. Halla
el lugar geométrico de O, circuncentro del triangulo AAI.

Problema 3:
Se considera una circunferencia C de centro O y radio ry P un punto de
ella. B es un punto de C tal que BP = ry APOB es horario. Se traza una
recta t variable por P, t N C = {P, Al.

Halla el lugar geometrico de H, interseccion de la bisectriz de BAP con
la circunferencia C.

Te agradeceria ahora que escribieras cual es tu opinion con respecto a
los problemas planteados, como te sentiste al resolverlos y qué piensas
de tu desemperio.

Muchas gracias.
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Es importante senalar que, si bien en las actividades propuestas no aparece
la consigna “demostrar” o “justificar”, ésta esta implicita en el tipo de actividad
y creemos que eso es un potencial de ella. Ambos tipos de actividades (“cons-
truir’” v “hallar el LG de..”) habfan sido previamente propuestos a los estudiantes
en clases anteriores y se les habia explicado lo que dichas consignas implicaban.
En la parte a del problema 1, se pide “construir’. En el contexto del curso de
Geometria Métrica en este nivel, esto implica realizar una figura de analisis con
los datos que brinda el problema, disefiar un algoritmo de construccion, ejecutarlo
con regla y compas (ya sea en papel o en un programa de Gb) y justificar por qué
la construccion realizada es valida y conduce a lo pedido en el problema. Por su
parte, “hallar el LG de un punto que cumple una determinada propiedad” implica
realizar una figura de analisis, descubrir cudl es la figura en la que varia el punto
(directo), justificar la conjetura, analizar si efectivamente todos los puntos de esa
fisura son puntos del LG (reciproco), justificar esa nueva conjetura y finalmente
concluir cudl es el LG pedido.

ANALISIS DE LA EXPERIENCIA

Se presentan las producciones de algunos de los estudiantes, seleccionados por su
representatividad: sus respuestas recorren una amplia gama de los esquemas
y funciones de demostracion que se esperaba detectar a priori en el andlisis. El
analisis completo se puede encontrar en (Molfino, 2006).

CAsO 1. EP: EL OBSTACULO DE LA CONCENTRACION EN FIGURAS PARTICULARES

EP, que prefirio trabajar de manera individual, es uno de los estudiantes del
grupo al que se le propuso solamente el problema de construccion (problema 1a).
Trabajando solamente con l&piz v papel, propuso una construccion sin un analisis
previo de las condiciones, por lo que no se enfrentd a la necesidad de aplicar la
nocion de lugar geométrico. Eligio un punto cualquiera P de la circunferencia C,,
y trazo una circunferencia con centro en él y radio 3 cm. La intersecd con otra
circunferencia de igual radio v centro en un punto T, elegido arbitrariamente de
la recta t EP considera uno de los puntos de interseccion de ambas circunferen-
cias como el centro de la circunferencia solucion.

Como se puede observar, esta solucion solo cumple las condiciones exigidas
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o

Centros
de las
circunferencias

para algunos puntos particulares de la recta ty la circunferencia de centro O
v no para “cualquiera’, como afirma EP (¢l elije arbitrariamente el punto T en
ty el punto P en Cp). Se suscitd un problema en la resolucion: al efectuar la
construccion con regla y compas, EP considerd como centros de las circunferen-
cias puntos que casualmente brindaron una solucién que en apariencia parecia
correcta. La figura particular construida precisamente —con regla y compas— no
le permitio al estudiante percatarse del error que estaba cometiendo, por lo que
la docente intervino, preguntando qué ocurriria si se tomaran otros puntos como
centros. EP se dio cuenta de su error, y corrigié la solucion por la que se da a
continuacion:
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1. Trazar perpendicular a t que pase por O (al punto de interseccion lo llama P).
2. Trazar una recta que pase por Py sea tangente a la circunferencia de
centro O (al punto de tangencia lo llama Q).

Trazar una recta s que pase por Oy por Q.

4. Trazar una circunferencia de centro Q y radio 3 c¢m, el punto que corta
a s exterior a la circunferencia de centro O. [No lo dice, pero se supone
que se refiere a que ese punto es (V1.

5. Trazar circunferencia de centro O’ v radio 3 cm. (t tiene que estar a
menos de 6 cm de la circunferencia de centro O).

w

Al igual que la anterior, esta solucion es construida sin un analisis previo
de las condiciones exigidas y sin utilizar la nocion de lugar geométrico. Considera
la condicion de tangencia a la circunferencia y la medida del radio pero no la
condicion de tangencia a la recta. Efecttia la construccion con regla y compés
y obtiene una circunferencia que casualmente es tangente a la recta, lo que no le
permite identificar de manera autonoma su error. EP estaba convencido de que
su solucion era correcta.

A EP no se le presenta en ningtin momento la necesidad de justificar los pasos
que va haciendo ni las decisiones que va tomando, a pesar de que se habia con-
sensuado que “construir” en geometria y en el contexto del curso implica precisa-
mente una justificacion de la construccion, ademas del algoritmo que si presenta.
Algo importante de rescatar de la experiencia es que en el segundo intento descubre
la necesidad de que los dos centros estén alineados con el punto de tangencia. Sin
embargo, el descubrimiento no se hace presente como una funcion propia de
meétodos deductivos, sino como el papel desempenado por métodos empiricos
en la resolucion del problema.

Seguin la clasificacion de Sowder y Harel (1998), en esta situacion el estu-
diante presenta un esquema de demostracion empirico perceptivo: en las dos
soluciones que presenta se convence de la validez de su algoritmo de construc-
cion por la fisura que construye (que ademas cuida que sea precisa, efectuada con
regla y compas). El haber trabajado solo con lapiz y papel y sin un software de
GD refuerza esta situacion. Para que el estudiante descartara sus soluciones, fue
necesario un cuestionamiento externo por parte de la docente.

Observamos también la presencia de un esquema de recuento fdctico, en
el sentido en que lo presenta Flores (2007): el estudiante elabora un algoritmo
detallado de la construccion realizada, aparentemente a modo de justificacion.
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CASO 2. AR Y JO: EL PODER DE LA INTUICION

AR vy JO, estudiantes del mismo grupo, trabajaron integrando ambos métodos:
lapiz y papel v software de ¢b. En un primer intento, trazaron el lugar geométri-
co de los puntos que se encuentran a 3 cm de la recta t (union de dos rectas
paralelas a la recta a esa distancia: sy s') y explicaron por qué el centro de la
circunferencia solucion debia pertenecer a una de esas rectas. Hasta aqui podria
afirmarse que los estudiantes estan siguiendo un esquema de demostracion
analitico, va que utilizan deducciones légicas para validar su conjetura acerca
de la ubicacion del centro de la circunferencia. En particular, se trata de un
esquema analitico de transformacion, va que interviene la anticipacion de la
transformacion del objeto.

Los estudiantes afirmaron, ademaés, que debia estar a 3 ¢m del punto de
interseccion de s o s’ con la circunferencia dada originalmente. Constataron que
esta solucion era parcialmente incorrecta, para lo que fue necesario la ejecucion
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de la construccion con regla y compas, lo que les permitié darse cuenta de que
respetaba la condicion de tangencia a la recta pero no a la circunferencia e,
incluso, que su construccion era impracticable en el caso de que la circunferen-
cia dada originalmente no cortara ni a s ni a s". Fueron capaces de descubrir lo
incompleto de la solucion presentada, a diferencia de EP, quien no presentod en
el momento herramientas cognitivas para descartar una solucion erronea.

Después de un proceso de busqueda con métodos empiricos e inductivos
primero, y deductivos después, presentaron un segundo intento de solucion (en
un principio intentaron diferentes posiciones del centro O sobre la recta s aleato-
riamente, hasta que detuvieron esos intentos para razonar sobre las condiciones
que debia cumplir el centro O y su relacion con las propiedades de la fisura).
En esta parte del andlisis, pudo detectarse una transicion entre el esquema de
demostracion empirico inductivo hacia un esquema analitico de transformacion.
En esta nueva construccion impusieron al centro de la circunferencia buscada una
condicion extra: ademas de estar en alguna de las rectas paralelas a t a 3 ¢cm
de distancia, debia estar en una circunferencia concéntrica con la original y de
radio 3 unidades mayor que ella. Este tipo de actividad es un ejemplo caracte-
ristico del tipo de razonamiento “bisagra” entre los niveles 3 vy 4 de la teoria de
Van Hiele.

Observando este ambiente de resolucion de problemas desde la perspectiva
teorica de De Villiers (1993), podemos afirmar que en los razonamientos de
AR Y JO se pueden detectar varias funciones de la demostracion, algunas mas
explicitas que otras:

e el descubrimiento de una solucion, que es, en definitiva, un resultado geome-
trico generalizable y a la cual se llegd a partir de la deduccion de las figuras
en las que se debia encontrar el centro de la circunferencia buscada;

* la explicacion de por qué la solucion encontrada es una solucion valida
(especialmente en la pertenencia de O a la recta paralela a t), y

* la sistematizacion de resultados, que se hace méas explicita en la discusion
de la cantidad de soluciones.

Puede encontrarse en los razonamientos de esta pareja una combinacion del
esquema de demostracion:

 analitico por transformacion (en la busqueda del cumplimiento de la
condicion de tangencia a la recta) con el
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« empirico inductivo (en la busqueda del cumplimiento de la otra condi-
cion), segun el marco teorico introducido por Sowder y Harel (1998).

En el primer caso se puede apreciar una intencion explicita de anticipar el
resultado: “El punto O va a estar en..”. En la busqueda de la segunda condicion,
se aprecia un razonamiento de tipo inductivo: analizan varias figuras, planifican
diferentes estrategias y las llevan a cabo para verificar su validez por medio de
la construccion. Pero solo encuentran la solucion cuando retoman el analisis
deductivo a partir del andlisis de las condiciones exigidas y de la nocion de LG.

CASO 3. RS Y SA: EL PODER DE LA PREDICCION

RSV SA, que trabajaron juntos, son dos integrantes del grupo al que se le propuso
los problemas de lugares geométricos (problemas 1b, 2 v 3). En su produccion,
realizada solamente con lapiz y papel, se puede apreciar como la prediccion
desempend un papel importante en la resolucion de los ejercicios. En su dialogo
aparecen frases que lo atestiguan, como: “..el lugar geomeétrico del centro de la
circunferencia va a ser la mediatriz del segmento AB, porque el centro O va a
equidistar de los puntos de tangencia con las circunferencias de centros Ay B .7
-en el problema 1b-; o “.las bisectrices de [los angulos de vertices] B, C y A se
van a cortar en el punto I, porque las tres bisectrices de un triangulo se cortan
en un punto, entonces si dos de ellas se cortan en éste, entonces la tercera
también se va a cortar acd” —en el problema 2-.

Los estudiantes llegaron a las soluciones esperadas en todos los problemas
—aunque sea parcialmente-, discutiendo primero oralmente y escribiendo después
las justificaciones de éstas. En el primer problema, dedujeron que el lugar geomé-
trico es la mediatriz del segmento AB para los tres primeros casos v todo el
plano, excepto el punto A para el cuarto caso (consideraron en todos los casos
solo la posibilidad de que la circunferencia buscada sea tangente exteriormente
a las circunferencias dadas, por eso no encontraron otras soluciones). Se pudo
observar como la resolucion del problema condujo al descubrimiento de una
propiedad (la alineacion del punto de tangencia de dos circunferencias con sus
centros) v a la necesidad de encontrar justificaciones para ello.

En el segundo problema intuyeron que el circuncentro no existe a partir del
analisis de varias figuras (A, Iy ] quedan alineados independientemente de la
posicion de C). En el tercer problema, bastd una fisura de andlisis para que RS
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Pr1 b Parte i

El centro de la circunferencia buscada
debe estar alineado con el centro de
cada una de las circunferencias (A o B)
y el correspondiente punto de tangencia
entre las circunferencias (T en el esquema).
Y, por consiguiente, C debe equidistar

- ~
de Ay B (la distancia es la suma de un
radio de las circunferencias dadas origi-
nalmente y el radio de la circunferencia
solucion).

Pr 1 b\Parte ii Pr 1 b\Parte iii
‘ Pr 1 b Parte iv

se diera cuenta de que H queda fijo, por lo que el LG es un conjunto unitario.
En ambos problemas se aprecié como el hecho de que sa exigiera explicaciones
ayudaba a RS a precisar sus razonamientos v justificar sus deducciones.

El estudio de las producciones de estos estudiantes reveld que, para tener
éxito en el descubrimiento de nuevos resultados y en su justificacion, es impor-
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Problema 2 Problema 3

tante fijarse en las invariancias de la situacion. En general, los estudiantes que
son capaces de diferenciar entre los elementos variables y los fijos presentan mas
posibilidades de llegar a una solucion y lograr convencerse a si mismos y a sus
companeros de ella. Esto se evidencio cuando, en el problema 3, por ejemplo, RS
afirma que “como A varia en una misma circunferencia y el arco [BP] es siempre
el mismo, el angulo es siempre igual y ademas la bisectriz va a cortar al arco
siempre en el mismo punto”.

En sus razonamientos, se pudieron detectar con claridad diferentes fun-
ciones, las que, si bien de manera inconsciente e implicita por parte de los
estudiantes, se le asignaron a la demostracion: verificacion, explicacion, sistema-
tizacion, comunicaciéon y descubrimiento. El proceso de confrontacion de ideas,
formulacion de conjeturas y cuestionamientos les permitio transitar de esquemas
de demostracion empirico inductivos, al principio, a esquemas de demostracion
analitico axiomdticos, al final, ya que los estudiantes utilizaron de manera
consciente los axiomas y propiedades manejadas en el curso, eshozando incluso
una demostracion de la propiedad relativa a la alineacion de los centros de dos
circunferencias tangentes con el punto de tangencia.
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REFLEXIONES FINALES

EN RELACION CON LOS ESQUEMAS Y MODALIDADES DE USO (FUNCIONES)
DE LA DEMOSTRACION EN SU ENSENANZA

Uno de los objetivos propuestos fue el de analizar y describir las producciones de
los estudiantes cuando se enfrentan a la resolucion de problemas que involucran
variacion de puntos en una situacion geomeétrica particular —de lugares geometri-
cos y de construccion- en lo que se refiere a los esquemas de demostracion que
se hacen presentes, asi como a las funciones que la demostracion adopta en la
resolucion. La puesta en practica de la actividad permitio observar que plantear
este tipo de problemas generd en el aula un ambiente propicio para que los
estudiantes desarrollaran distintas modalidades de trabajo en su practica demos-
trativa, por lo que se pudieron distinguir en sus producciones las diferentes funcio-
nes que cumple dicha practica en el marco de De Villiers (1993), asi como los
esquemas de demostracion que transitaron, considerando el marco de Sowder
y Harel (1998). En este sentido, destacamos una de las potencialidades de los
problemas que involucran la determinacion de un LG: al permitir identificar
los esquemas de demostracion que presentan los estudiantes, el profesor obten-
dria herramientas para saber como intervenir a fin lograr esquemas de demos-
tracion mas elaborados.

Estas consideraciones nos aportan, ademas, informacion para el segundo
objetivo planteado: en relacion a si el abordaje de este tipo de problemas (LG)
fortalece 0 no en los estudiantes la practica de la demostracion en matematica
y en geometria, en particular. Los casos analizados, especialmente el 2 y el 3, dan
indicios para sugerir que este tipo de actividades favorecerian en los estudiantes
el desarrollo de razonamientos de tipo axiomatico deductivo. Lo interesante de
la propuesta es que ese tipo de razonamiento surge como necesidad intrinseca
de la resolucion del problema y no como una consigna que el docente tenga
que realizar explicitamente (como seria el caso de las actividades en las que se
pide “demuestre que ...").

Atendiendo a lo producido en el caso 1 por EP, se detectd que presentaba un
esquema de demostracion empirico perceptivo, segin el modelo propuesto por
Sowder y Harel (1998), y que su razonamiento estaba “estancado”. Esto se debe
a que, como vimos, EP se convencia de la validez de su razonamiento basandose
exclusivamente en la percepcion de la figura que habia construido. ElI hecho
de que la figura construida pareciera, a simple vista, una solucion al problema
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no le permiti6 detectar su error, por lo que no pudo avanzar en su practica
demostrativa. Se pudo apreciar, entonces, que ese tipo de esquema —empirico
perceptivo- representa un obstaculo dificil de sortear a la hora de transitar hacia
un esquema de demostracion mas elaborado y que incluya razonamientos de
tipo deductivo.

Por otro lado, se constatd que otros alumnos presentan esquemas de demos-
tracion empirico inductivos (Sowder y Harel, 1998) y producen después demostra-
ciones de tipo analitico axiomdticas (que involucran razonamientos de tipo
deductivos). Este fue el caso 2 de AR v Jo descrito en este articulo. Para concluir
que el centro de la circunferencia buscada debia pertenecer a una circunferencia
concéntrica con la dada y de radio 3 ¢cm mayor, debieron atravesar por una serie
de ensayos vy, a partir de varias figuras de andlisis y manipulaciones sobre ellas,
descubrieron lo que precisaban. Al justificar el resultado obtenido, lo hicieron
mediante un esquema de demostracion analitico axiomdatico.

Resulta interesante esta observacion, ya que, en la practica tradicional, al
resolver este tipo de problemas, se exige a los estudiantes que lleguen a la solu-
cion razonando deductivamente sobre una tnica figura de analisis v se desestiman
aquellas producciones en las que realizan varias figuras de analisis a partir de
distintas posiciones para el punto variable. Sin embargo, esta experiencia sugiere
que a estos estudiantes les fue til ese procedimiento y no significo un obstaculo
para producir demostraciones deductivas, sino que, por el contrario, representd
una via para alcanzar ese tipo de demostracion. Los estudiantes comenzaron
vivenciando la demostracion en su papel de descubrimiento por medio de la
induccion y profundizaron después ese proceso, haciéndose presentes los pape-
les de explicacion de por qué el resultado es esa figura y no otra, y de verifica-
cion y comunicacion de éste.

Observamos que, en la mayoria de los casos en los que se presentan esque-
mas de tipo analitico axiomaticos, ocurre que los estudiantes habian pasado
previamente por un proceso de exploracion, en el que se detecta un esquema
de demostracion de tipo empirico inductivo. A su vez, ésas son también las
situaciones en los que la demostracion se hace presente en una mayor variedad
de funciones, como se puede comprobar en las producciones de AR v JO (caso 2) o
en las de RSy sA (caso 3). Se podria entonces deducir que, a diferencia de lo que
tradicionalmente se piensa —que el hecho de que el estudiante repita la figura
en diferentes posiciones puede representar un obstaculo para producciones mas
elaboradas-, este tipo de esquema constituye un antecedente para una demos-
tracion de tipo axiomaético deductiva.
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Como se puede observar en las producciones de AR y JO (caso 2), la GD cons-
tituye una herramienta ideal para desarrollar el tipo de razonamiento empirico
inductivo, ya que les permiti6 construir infinidad de posiciones para una figura
en un tiempo muy reducido. El riesgo que algunos investigadores y profesores
consideran —que el estudiante no aprende a desarrollar razonamientos deduc-
tivos por utilizar en exceso dichos programas (Mason, 1991; citado en Hanna,
2001)- se veria entonces reducido si generamos situaciones de aprendizaje en
la que los estudiantes sientan como necesaria profundizar en el problema e
intentar explicar lo que descubren.

En suma, de los esquemas de demostracion propuestos por Sowder y Harel
(1998), pudimos identificar en las producciones de los estudiantes a los empi-
ricos y a los analiticos. No encontramos indicios significativos de esquemas de
demostracion externos entre estos estudiantes y con estas actividades planteadas.
Esto podria sugerir otra potencialidad de este tipo de problemas: el tipo de
propuesta estaria invitando a los estudiantes a construir argumentos propios
(propios de esquemas de demostracion empiricos o analiticos), dejando fuera
de consideracion los esquemas de demostracion externos. También pudimos
constatar la presencia de un esquema fdctico, segiin el modelo presentado por
Flores (2007), lo que permitiria fortalecer su hipotesis acerca de la existencia de
tal esquema de demostracion. En cuanto a las funciones de la demostracion,
constatamos que se hicieron presentes en la actividad las cinco funciones con-
sideradas por De Villiers (1993 v 2003).

Quedan ahora preguntas pendientes: ¢qué tipo de trabajo previo es necesario
para que los estudiantes logren ir méas alld de las demostraciones externas vy
empirico perceptivas, que son las que representan obstaculos para razonamien-
tos mas elaborados? ¢Mediante qué procesos los estudiantes pueden atravesar
esa barrera? ¢En qué etapa de la escolarizacion se debe abordar?

EN RELACION CON EL EMPLEO DE LOS LG COMO ESTRATEGIA DIDACTICA

La experiencia nos ha proporcionado pruebas de la relevancia del tema “lugares
geométricos” para la formacion matematica de los estudiantes en el desarrollo de
la practica de la demostracion. Ahora, épor qué se considera relevante el estudio
del tema vy la explicitacion de reflexiones elaboradas en torno a él?

La descripcion de los tres casos analizados nos permite sugerir que involucra
a la demostracion desde multiples papeles v permite detectar qué esquemas de
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demostracion —en el sentido de Sowder y Harel (1998) o incluyendo nuevos
esquemas (Flores, 2007)- presenta un estudiante, a fin de favorecer que logre
desarrollar esquemas de demostracion mas elaborados. Este tipo de problemas
ofrece a los estudiantes la oportunidad para ejercer la practica de la demostra-
cion a partir de la necesidad de justificar resultados que ellos mismos elaboran.
Este puede constituir un acercamiento significativo a la demostracion en geome-
tria, hecho que refuerza nuestra hipotesis sobre la importancia del tratamiento
del tema “lugares geometricos” en los programas oficiales.

Entendemos que esta investigacion puede tener multiples alcances: por un
lado, puede ser significativa para los docentes, al constituir una herramienta
para reconocer la importancia de identificar los esquemas de demostracion de
sus estudiantes v resignificar la practica de demostracion en el aula, asi como
considerar otras funciones alternativas a la verificacion, que es la tradicional-
mente utilizada. Por otro lado, creemos que puede representar un aporte para
la confeccion de los programas, tanto para los contenidos curriculares como
para las sugerencias metodologicas. En el articulo se esbozan indicios acerca de
la importancia de la consideracion de problemas de determinacion de LG para
el desarrollo de la practica de la demostracion en estudiantes de nivel medio
superior y formacion docente.
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