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Resumen: En este trabajo, presentamos algunos resultados de investigacion en
torno a la produccion de ecuaciones con base en condiciones dadas y la com-
prension del concepto de variable en un contexto de resolucion de ecuaciones
por parte de estudiantes uruguayos del nivel secundario. Los resultados muestran
alounas de las dificultades que presentan para formular ejemplos de ecuaciones
conociendo sus raices, las estrategias que ponen en juego para determinar si
ciertos nimeros dados son o no raices de una ecuacion y el problema de com-
prender que una ecuacion de segundo grado con una incognita puede tener
dos raices diferentes, aspectos que ponen de manifiesto ciertas facetas del largo
proceso de adquisicion del concepto de variable.
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Some aspects of the development of algebraic thinking:
the concept of variable root and second-degree polynomial equations
Abstract: We present research results in relation with equation producing given
certain conditions, and understanding of the concept of variable in the context
of equation solving, by secondary level Uruguayan students. Our results demon-
strate some of the difficulties that students have with formulating examples of
equations given their roots, the strategies that they use in order to determine if
certain given numbers are roots of an equation, and the problem of understand-
ing that a second degree equation with one unknown can have two different
roots; aspects that illustrate some facets of the long process of the acquisition
of the variable concept.
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INTRODUCCION

Diversos trabajos de investigacion informan las dificultades de los estudiantes con
el concepto de variable (Kiichemann, 1981; Booth, 1984; Wagner, 1983; Arcavi,
1994; Kieran, 1984; Trigueros, Ursini y Lozano, 2000; Ursini y Trigueros, 2006).
Estos estudios proporcionan evidencia acerca de las diferentes maneras en que
los estudiantes interpretan la variable en los distintos contextos y niveles educa-
tivos. En este trabajo nos ubicamos especificamente en torno a la produccion
de ecuaciones con base en condiciones dadas y la comprension del concepto de
variable en un contexto de resolucion de ecuaciones por parte de estudiantes
uruguayos del nivel secundario.

Los resultados que presentamos en este trabajo forman parte de una inves-
tigacion mas amplia que abarco diversos aspectos del pensamiento algebraico
en tomno a la propiedad del producto nulo.! La investigacion fue realizada en
Uruguay con estudiantes del nivel secundario vy del nivel terciario. Parte de los
resultados obtenidos se informa en Ochoviet y Oktag (2009), donde se discuten
tres fenomenos relacionados con el uso de dicha propiedad:

1. Las estrategias que utilizan los estudiantes para resolver ecuaciones de la
forma (ax + b) (cx + d) = 0,2 poniendo particularmente la atencion en
los estudiantes que, pese a conocer la propiedad del producto nulo, no
reconocen en estas ecuaciones su aplicabilidad.

2. Un error que cometen los estudiantes cuando verifican las raices de una
ecuacion de la forma antes descrita. Este error consiste en la sustitucion
simultanea de la incognita por dos valores distintos,® cuestion que irreme-
diablemente conduce al estudiante al éxito, ya que obtiene una proposi-
cion de la forma 0 - 0 = 0, que es verdadera.

3) La generalizacion de la propiedad del producto nulo de los numeros
reales a otras estructuras algebraicas donde no es valida, aun cuando
hubiesen recibido instrucciéon especifica al respecto.

El analisis de la problematica abordada se realizd desde una perspectiva

I'Si el producto de dos numeros reales es cero, entonces uno u otro numero real es igual
a cero.

2 Trabajamos con ecuaciones de segundo grado dadas en forma factorizada y con dos
raices reales y distintas.

% Por ejemplo, si el estudiante encontré las raices 3y 9 de la ecuacion (2x — 6)(18 — 2x)
= 0 por algin procedimiento, al momento de verificar, observamos que varios estudiantes
realizaban la siguiente sustitucion: (2 - 3 —6)(18 =2 - 9) = 0.
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amplia, tomando elementos del Modelo 3 UV (Trigueros y Ursini, 2003), de la
Teoria de la Intuicion (Fischbein, 1987) v de la nocion de compartimentaliza-
cion (Vinner, 1990).

Algunos de los resultados obtenidos en relacion con el primer fenomeno
indican que, cuando los estudiantes de 14 — 15 anos enfrentan una ecuacion de
la forma (ax + b) (cx+ d) = 0, optan por aplicar la propiedad distributiva y obtie-
nen una ecuacion que no pueden resolver porque no conocen aun la férmula
que resuelve la ecuacion de segundo grado. En algunos casos los estudiantes
no reconocen en la ecuacion el producto de dos néimeros reales que es igual a
cero y, por ello, no aplican la propiedad del producto nulo, y en otros, los estu-
diantes confian en que un proceso algoritmico (hacer “cuentas”) los conducira a
la solucion del problema. Los estudiantes de 17-18 anos prefieren desarrollar la
expresion polinomica y aplicar la formula de resolucion de la ecuacion de segundo
orado, que a esta edad si esta disponible. Estos estudiantes no reconocen en
la aplicacion de la propiedad del producto nulo un procedimiento més simple.
Los estudiantes del nivel terciario, estudiantes de profesorado de matematica,
optaron sin dificultad por la aplicacion de la propiedad del producto nulo para
resolver la ecuacion propuesta.

Alsunos de los resultados relativos al segundo fenémeno muestran que el
proceso de verificacion de una ecuacion no es sencillo para los estudiantes de
ensenianza secundaria. Muchos creen que, para verificar las raices de una ecua-
cion de segundo grado que esta dada en forma factorizada, deben sustituir cada
una de las raices en uno de los factores, logrando asi que ambos factores valgan
cero. Si bien muchos estudiantes reconocen que alcanza con que un factor sea
cero para que el producto valga cero, se sienten mas seguros de que han hallado
las raices de la ecuacion si obtienen una expresion de la forma 0 - 0 = 0.

En relacion con el tercer fenomeno, los estudiantes de nivel terciario (mayores
de 21 afos con edades variadas) mostraron cierta tendencia a generalizar la
propiedad del producto nulo a estructuras algebraicas donde no es valida, como
por ejemplo el ambito de las matrices. Esto podria deberse a que la reiterada
aplicacion de la propiedad del producto nulo en el contexto de los ntimeros rea-
les favoreceria la formacion de un prototipo basado en las caracteristicas externas
de orden sintactico sin tener en cuenta la semantica de los objetos matematicos
involucrados. Este prototipo actuaria como un modelo mental en la toma de
decisiones de los estudiantes en situaciones que involucran expresiones del tipo
A-B=0.

EpucacioN MATEMATICA, vol. 23, nim. 3, diciembre de 2011 93



Algunos aspectos del desarrollo del pensamiento algebraico

ESTE TRABAJO

En el presente trabajo, nuestra intencion es ofrecer algunas interpretaciones
sobre los resultados obtenidos en diferentes ejercicios en los que se propone
reflexionar sobre el concepto de raiz de una ecuacion de segundo grado* a estu-
diantes del nivel secundario, y que no han sido aun informados. Nos concentra-
mos particularmente en preguntas que piden construir una ecuacion a partir de
sus raices, averiguar si los valores dados son raices de una ecuacion (completa o
incompleta) dada y decidir qué valores pueden sustituirse en los numeros tapa-
dos en una ecuacion factorizada de segundo grado. Creemos que las estrategias
usadas arrojan informacion valiosa sobre el pensamiento de los estudiantes con
los que trabajamos. Los datos que presentamos son los que reflejan el trabajo de
14 alumnos de 17-18 anos y 14 de 14-15 anos; niveles que guardan entre si una
diferencia de tres anos de escolaridad. Esto nos permitio observar diferencias,
similitudes, preferencias en las estrategias empleadas y, fundamentalmente, apre-
ciar la evolucion del pensamiento de los estudiantes en ese periodo de forma
general. Vale aclarar que el estudio no fue realizado observando a los mismos
estudiantes luego de un periodo de tres anos, sino a dos grupos de estudiantes
que guardaban esa diferencia de anos en los niveles que cursaban. Los cuadros que
aparecen mas adelante se realizaron mostrando el numero de estudiantes en
cada categoria. No se creyo necesario usar porcentajes, va que los dos grupos de
estudiantes tienen igual niumero de elementos.

Los estudiantes de 14-15 anos habian estudiado las ecuaciones de primer
grado y las ecuaciones de segundo grado dadas en forma factorizada que podian
resolver aplicando la propiedad del producto nulo. No habian estudiado la for-
mula de resolucion de la ecuacion de segundo grado. También habian estudiado
los sistemas de ecuaciones lineales con dos incognitas. Los estudiantes de 17-18
anos habian estudiado las ecuaciones de primer grado y en forma completa las
de segundo grado. Conocian la formula de resolucion de la ecuacion de segundo
orado y estaban terminando, en el momento en que se les aplicd el cuestionario,
un curso de analisis matematico, en el que abordaron el estudio de funciones
reales, limites, continuidad y derivabilidad.

* Puede consultarse el cuestionario completo en el anexo.
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METODOLOGIA

El cuestionario que se presenta en el anexo fue aplicado a dos grupos de estu-
diantes con las caracteristicas antes mencionadas. A fin de evitar que los estu-
diantes corrigieran lo que iban realizando, las preguntas se fueron entregando
una por una: al devolver una pregunta contestada, se le entregaba al estudiante
la siguiente. Las preguntas fueron contestadas por escrito de manera individual.
Al finalizar esta instancia, se realizaron diez entrevistas que fueron audiograba-
das con el proposito de profundizar en el pensamiento de los estudiantes.

En las preguntas del cuestionario se presentaron diversas situaciones. En
alsunos casos, el estudiante debia resolver una ecuacion de segundo grado dada
de manera factorizada. En otros casos, se le solicitaba producir una ecuacion
conociendo sus raices. En otras, se le preguntaba si ciertos ntimeros reales dados
eran raices de una ecuacion dada. En el caso en que se pedia resolver una ecuacion
de segundo grado presentada en forma factorizada, se utilizaron factores con dife-
rente forma, como por ejemplo los del tipo (x + ¢) o los del tipo (ax + b) con a
distinto de 1, para observar si una determinada estructura del binomio favorecia
mas que otra la aplicacion de la propiedad del producto nulo.

CONSIDERACIONES TEORICAS

Para explicar el hecho de que un estudiante que conoce la propiedad del pro-
ducto nulo no la aplique a la resolucion de ecuaciones, no sélo cuando es la
herramienta mas adecuada, sino también cuando es la tnica herramienta dis-
ponible, utilizamos el concepto de compartimentalizacion que presenta Vinner
(1990).

Por “compartimentalizacion”, me refiero a situaciones en las que dos piezas de
conocimiento (o informacion) que son conocidas por un individuo y que deberfan
ser conectadas en el pensamiento de la persona permanecen, no obstante, sin rela-
cionarse (Vinner, 1990).

Desde el punto de vista psicologico, la compartimentalizacion estd mas
cerca del concepto de olvido que cualquier otro fenomeno. Sin embargo —aclara
Vinner (1990)-, no es lo mismo que el olvido. No es como olvidar un ntimero de
teléfono o una direccion. Se habla de compartimentalizacion cuando esperamos
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que cierto detalle especifico sea evocado en la mente de cierta persona, porque
ese detalle es relevante en lo que la persona esta pensando, pero resulta que éste
no es evocado. Este autor habla de que la mente no actué de manera eficiente,
pues de haberlo hecho, todas las cuestiones relevantes que guardan relacion
con lo que la persona esta pensando deberian haber sido evocadas en el mismo
momento que la idea principal. Si la mente del individuo es eficiente, entonces
todas las asociaciones relevantes a ese estimulo deberian hacerse. Cuando el
cerebro no realiza la asociacion esperada, podriamos estar ante el fenémeno de
compartimentalizacion. Este fenomeno puede dar lugar a un comportamiento
ineficiente. Es relevante sefialar que una asociacion que se ha hecho en la mente
de una persona es algo que va mas alla del control de ella misma. La persona
enfrenta un estimulo. Si su mente es eficiente, entonces todas las asociaciones
relevantes al estimulo deberian ser realizadas. Lamentablemente, se tiene muy
poca informacion sobre como se almacenan los conocimientos en la mente,
cOmo se recuperan y como se logran las asociaciones necesarias frente a la
resolucion de un problema.

Para explicar el caso de los estudiantes que, teniendo conocimiento de estruc-
turas con divisores de cero, manifiestan una fuerte tendencia a generalizar la pro-
piedad del producto nulo a estructuras donde no es valida, utilizamos la Teoria
de la intuicion presentada en Fischbein (1987).

Fischbein, en su trabajo, utiliza el término intuicion como equivalente a
conocimiento intuitivo, no es una fuente de conocimiento, no es un método para
conocer, es un tipo de cognicion. Por ejemplo, se admite intuitivamente que
el camino mas corto entre dos puntos es el segmento que los une, que todo
ntimero natural tiene un sucesor, que el todo es mayor que cada una de sus
partes, que un cuerpo caera si no se lo sostiene, etc. Fischbein afirma que en la
matematica, y en la ciencia en general, existen dos tipos de conocimientos o cog-
niciones, aquellos que son autoevidentes y los que estan basados en una serie
de pasos y que proporcionan una prueba indirecta. Los primeros se denominan
intuitivos vy los segundos, logicos. Las cogniciones intuitivas se caracterizan por
ser autoevidentes, en el sentido de que no requieren pruebas para convencer, va
sean formales o empiricas. Son estables en el tiempo; si son contradictorias con
lo formal, es necesaria una retroalimentacion permanente del conocimiento para
que no sustituyan al conocimiento correcto. Son globales en el sentido de que
no son producto de un andlisis y no provienen de razonamientos analiticos.

Una de las principales caracteristicas de las intuiciones es su resistencia a cam-
biar, su rechazo a admitir alternativas. Existen mecanismos que favorecen la perse-
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verancia de las intuiciones. Uno de los principales es el de la experiencia. La expe-
riencia implica un cierto grupo de restricciones y condiciones, pero también ofrece
numerosas oportunidades de confirmar y reforzar las creencias correspondientes.

Debido a las caracteristicas de los conocimientos intuitivos, la intuicion puede
considerarse como un obstaculo cuando la inmediatez de un resultado inhibe
el proceso de andlisis necesario para dar una respuesta adecuada. A veces, la
teoria formal es incongruente con las intuiciones y se pueden presentar proble-
mas en el momento de tener que resolver una determinada tarea. Si la intuicién
contradice los aspectos formales, sera dificil llegar a una solucion adecuada del
problema. Entonces, la necesidad de armonizar la intuicion y los aspectos formales
surge como una necesidad basica en la ensefianza de la matematica. El objetivo
principal se situaria en la superacion de conflictos, construyendo una correcta
relacion entre intuicion y actitud teorica, o sea, una complementariedad entre el
conocimiento formal y el intuitivo.

La larga experiencia del alumno con la propiedad del producto nulo v su
aplicacion en el ambito de la resolucion de ecuaciones polindémicas en el conjunto
de los ntimeros reales, unido a la escasa presencia de casos donde no es valida,
permite a los estudiantes confirmar la validez de la propiedad una y otra vez,
confiriéndole a ésta la caracteristica de estabilidad, propia de un conocimiento
intuitivo. Esto podria contribuir a que los estudiantes generasen un modelo de pen-
samiento basado en cierta informacion inicial (validez de la propiedad en cierto
contexto) que se mantiene impermeable a evidencias que no son congruentes con
la informacion que poseen (cuando se presentan contextos donde la propiedad no
es valida). Fischbein y Schnarch (1997) sefalan que, en la busqueda de coheren-
cia para nuestra organizacion cognitiva, los individuos suelen generar impresiones
slobales sobre la base de cierta informacion inicial y organizarlas en estructuras
aparentemente coherentes que se mantienen impermeables a evidencias que no
son congruentes con la informacién que poseen. De modo que, en el caso de los
estudiantes que han recibido instruccion especifica sobre estructuras con diviso-
res de cero, se aprecia igsualmente una fuerte tendencia a generalizar la propiedad
del producto nulo.

La propiedad en la que nos hemos centrado y su validez en las estructuras
algebraicas que se le presentan al alumno constituyen el contacto inicial del estu-
diante con un tipo de estructuras que pueden generar un modelo de pensamiento.
Este modelo condiciona las respuestas del alumno y tengamos en cuenta, como
ya mencionamos, que la inmediatez de un resultado (respuesta intuitiva) puede
inhibir el proceso de andlisis necesario para arribar a una respuesta correcta.
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Trigueros y Ursini (2003) ofrecen un marco conceptual para comprender el
desarrollo del lenguaje algebraico v su uso en diferentes situaciones mediante
lo que han denominado Modelo 3 UV. Reconocen diferentes usos de la variable
que estan relacionados con diferentes concepciones del algebra escolar, por
ejemplo, aritmética generalizada, resolucion de problemas, estudio de relaciones
y funciones, estudio de estructuras. Establecen que, en la ensefianza del algebra
elemental, aparecen esencialmente tres usos del concepto de variable: como
una incégnita, como un numero genérico y como variables en una relacional
funcional. Seguin estas autoras, se podria argumentar que una incognita no es la
manifestacion de una variable porque representa un valor determinado; sin embar-
o0, ellas consideran que la primera percepcion de un simbolo literal cuando se
estd trabajando en algebra es, o deberia ser, la de un simbolo que representa
cualquier valor y que solo en una segunda instancia puede definirse su papel en
la expresion.

Las autoras identifican cudles son las capacidades basicas necesarias para
una comprension del concepto de variable, capacidades que se pondran en
juego al enfrentar la resolucion de problemas v ejercicios en contexto algebraico.
Respecto de la variable como incognita, consideran que hay ciertos aspectos
basicos que caracterizan su comprension. Por ejemplo, es necesario reconocer en
una situacion, problema o ecuacion, la presencia de algo desconocido que puede
ser determinado usando como informaciéon la que se presenta en la ecuacion o
en el problema. Para ello, serd necesario ser capaz de representar las entidades
desconocidas de manera simbolica y plantear expresiones algebraicas para descri-
bir las relaciones entre los datos dados. Los datos podrian relacionarse mediante
una Unica ecuacion o a veces con varias. Cuando se enfrentan ecuaciones, dadas
o construidas, es necesario ser capaz de realizar manipulaciones algebraicas para
encontrar el o los valores de la incognita o incognitas que satisfacen la ecuacion.
Es tambien importante ser capaz de sustituir la incognita por el o los valores
obtenidos para verificar que se obtiene una proposicion verdadera.

Para desarrollar la comprension de la variable como un numero genérico,
un prerrequisito es la habilidad de reconocer patrones y encontrar o deducir
reglas generales. Para realizar esto satisfactoriamente, es necesario distinguir los
aspectos invariantes de los que son variables. Es necesario también ser capaz de
introducir simbolos para representar proposiciones generales, reconocer un sim-
bolo como representando un objeto indeterminado y manipular expresiones que
involucran variables como ntimeros genéricos donde no se requiere asignarles
ninguin valor especifico, como cuando se opera con polinomios.
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Para entender las variables en una relacion funcional, es necesario reconocer
situaciones donde la correspondencia entre las variables y la variacion estan pre-
sentes. Estas situaciones pueden involucrar informacion dada en tablas, graficas,
expresiones analiticas o lenguaje verbal, es decir, que la diversidad de registros
estara presente. En cada una de estas representaciones, es importante reconocer
correspondencias entre variables y la manera como la variacion de una de ellas
incide en otra. El reconocimiento de una relacion implica la capacidad de ver
que cada variable puede tomar diversos valores posibles dependiendo del inter-
valo donde la relacion esta definida. La habilidad de determinar la corresponden-
cia entre las variables se refleja en la capacidad de determinar el valor de una de
las variables cuando las otras son conocidas, lo que seria el calculo de imagenes
o de preimagenes. En general, para calcular preiméagenes, es necesario plantear
ecuaciones, de modo que las diferentes concepciones de la variable aparecen
entrelazadas en la resolucion de problemas. La habilidad de trabajar con varia-
cion se puede observar en la capacidad para determinar intervalos o reconocer
cuando la funcién crece o decrece, es positiva 0 negativa, tiene un maximo o
un minimo, etc. También es necesario ser capaz de representar la informacion
usando diferentes registros de representacion y transitar entre ellos. Cuando se
requiere una expresion analitica, es necesario introducir simbolos para nombrar
las variables relacionadas v distinguir estas expresiones de ecuaciones.

Trigueros v Ursini observan que las practicas docentes no hacen énfasis en la
distincion entre cada uno de los usos y, por tanto, resulta dificil para los estudian-
tes diferenciarlos. Sostienen que la ensenanza deberia hacer énfasis en la distincion
entre los diferentes usos de la variable con el objetivo de que los estudiantes
puedan integrarlos en una Unica entidad conceptual: la variable.

Este marco teorico describe los aspectos basicos involucrados en el entendi-
miento de la variable como un concepto polifacético. Apunta a las dificultades
especificas que tienen los estudiantes con cada uno de los usos de la variable y
que determinan su éxito o fracaso en el aprendizaje del algebra escolar y en topi-
cos matematicos mas abstractos. Las autoras sefialan que un buen entendimien-
to del concepto de variable implica poner en juego todos los aspectos sefialados
y la capacidad de relacionarlos con el correspondiente uso de la variable. Frente
a un problema matematico, los estudiantes deben ser capaces de interpretar el
uso de la variable que el problema demanda y poder transitar de manera flexible
entre los diferentes usos de la variable, integrandolos en un tnico objeto mate-
maético. El uso de simbolos para realizar célculos, para plantear propiedades y
para expresar relaciones ayudara a los estudiantes a comprender el uso de la
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variable en la resolucion de problemas. Los tres usos de la variable y los aspectos
que ponen en evidencia su entendimiento por parte de los estudiantes aportan
una herramienta Util para analizar las estrategias de los estudiantes cuando
resuelven tareas matematicas.

CONSTRUIR UNA ECUACION A PARTIR DE SUS RAICES

Preguntas que piden al estudiante construir una formula, una situacion, una
ecuacion o un problema a partir de cierta informacion dada requieren una com-
prension conceptual y no pueden contestarse algoritmicamente, ya que se ponen
en juego las propiedades de los objetos matematicos involucrados. En el caso
de ecuaciones, alsunos conceptos involucrados se relacionan con el significado del
siono de igualdad, los diferentes significados y usos de la variable, solucion vy
métodos de resolucion.

Varias investigaciones han mostrado que muchos estudiantes interpretan el
signo de igualdad como una indicacion para realizar una operacion en lugar de
un simbolo que muestra la equivalencia de dos expresiones (véase por ejemplo
Kieran, 1981). Asimismo, se ha mostrado que esta interpretacion influye en el
desemperio de los estudiantes al resolver ecuaciones (Knuth y cols,, 2006). Esta
interpretacion también se fortalece a través de los libros de texto, donde rara vez
se incluyen operaciones en ambos lados de la igualdad (McNeil y cols., 2006).

Para Schoenfeld y Arcavi (1988), es dificil ver la incognita como una variable,
ya que, en general, para las personas, variable refiere a algo que varia o que
toma multiples valores. El término incognita parece estar asociado a un valor
especifico que no se conoce, pero que puede determinarse, como es el caso de
la incognita x en la ecuacion 3x + 2 = bx — 4. Los autores agregan que, en esta
ecuacion, x no es variable, porque toma un solo valor (que en este ejemplo es 3).
En este sentido, como ya mencionamos anteriormente, Trigueros y Ursini (2003)
plantean que, en un contexto algebraico, la primera interpretacion de un simbolo
literal deberia ser el de un niimero general que representa cualquier valor y que,
luego, en un segundo momento, se estableceria su papel en la expresiéon como
incognita.

Seguin Linchevski y Herscovics (1996), en el contexto de las ecuaciones,
las letras pueden ser entendidas como un contenedor que se sustituye por un
ndmero o como un numero desconocido y esto posibilita verlas en un nivel mas
accesible que cuando se trabaja en el contexto de las expresiones algebraicas.
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Para estos autores, sustituir la letra por un niimero en el contexto de las ecuacio-
nes tiene mas sentido para los estudiantes que la sustitucion en una expresion
algebraica, porque esta relacionado con la busqueda de un numero apropiado
a una situacion.

En relacion con la construccion de una ecuacion a partir de sus raices o solu-
ciones, cuando Papaieronymou (2007) pidio a los estudiantes dar “una ecuacion
que tiene 2 como solucion”, obtuvo las siguientes respuestas:

l+x=2
l1+1=2
12 —x=2
10 - x=2

En las respuestas se puede observar que estos estudiantes identifican el con-
cepto de solucion con el valor que aparece en el lado derecho de la ecuacion,
en lugar de pensarlo como el valor de x que satisface la ecuacion.

Ahora veamos como contestaron nuestros alumnos a las dos preguntas que
pedian construir una ecuacion a partir de una raiz o dos raices dadafs).

10) Escribe una ecuacion que tenga raiz 8. ¢Como lo haces?

La ecuacion encontrada
Edad No contestan Resuelven con éxito no tiene raiz 8
14 — 15 afos 1 11 2
17 — 18 afos 0 12 2

Los alumnos de 17-18 anos presentan ecuaciones de segundo grado con
mayor frecuencia que los de 14-15 anos, aunque pareceria que en ambos niveles
la ecuacion que prefieren presentar los estudiantes es una de primer grado. En
el siguiente cuadro, se puede observar ademas, que las ecuaciones presentadas
por los alumnos mas pequenos son menos “estructuradas” que las de los méas
orandes. Con esto queremos decir que los mas pequefios se permiten presen-
tar, por ejemplo, expresiones no igualadas a cero o ecuaciones ingeniosamente
sencillas como 4 + 4 = x, donde ademas la incognita aparece en el segundo
miembro. Este resultado contrasta con los resultados obtenidos en otras inves-
tigaciones, donde los estudiantes no aceptan la ocurrencia de la incégnita a la
derecha del signo de igualdad debido a la interpretacion del significado de este
signo. Tampoco aparecen errores del tipo mencionado anteriormente, observado
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en Papaieronymou (2007). Creemos que el uso de la palabra raiz en lugar de
solucion para referir a la incognita puede tener que ver con estos fenémenos.

Correctas Incorrectas

Ejemplos de ecuaciones que tienen raiz §, presentadas x—8=0 X+ 50+ 14 =x
por estudiantes de 14-15 anos (correctas o incorrectas) 8§ —x=0 J8=18x+32

4+4=x
16 —8=x
x+2=10
—2+2x=14
x+8=16
2x+3=19
x—8x=0

Ejemplos de ecuaciones que tienen raiz 8, presentadas 2% —16x=0

por estudiantes de 17-18 anos (correctas o incorrectas) Xx—8)=0 X =38

x—8=0 128 =2 =0
2x—16=0
16 —2x=0
4x—32=0

En los alumnos de 14-15 anos, la ecuacion x + 2 = 10 tuvo 3 ocurrencias.
En los alumnos de 17-18 anos, la ecuacion x(x — 8) = 0 tuvo 3 ocurrencias, la
ecuacion x — 8 =0 tuvo 4 vy la ecuacion 2x — 16 = 0 tuvo 2.

La mayoria de los estudiantes no explican como lo hacen, pero entre los que
dan argumentos tenemos:

Trabajo presentado
por el estudiante

Argumento

2-(8)=16 ‘Multiplico la raiz 8 por algun numero’

2x—16 ‘le resto el resultado del paso anterior”

2x—16=0

x—8=0 ‘En vez del 8 pongo la xy le resto 8 para igualarlo con 0"
x+2=10 ‘Pensé en dos numeros que al restarse me diera 8"
x=10-2

x=38

8§—x=0 ‘Busco el nimero opuesto a &

16 —8=x ‘Busqué un par de numeros que restandolos o sumandolos

o haciendo una operacion me diera 8"
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Vemos que la estrategia general consiste en pensar operaciones con niimeros
reales cuyo resultado sea el numero deseado. Es decir, que la fuente de la cual los
estudiantes obtienen significado para elaborar la ecuacion parece ser la estructura
numérica de referencia (Kieran, 2006). La incognita es interpretada como un
numero que estard determinado por las condiciones impuestas a la operacion
planteada; ademas, los estudiantes son capaces de introducir un simbolo para
designar la incognita y usarlo para plantear la ecuacion de acuerdo con lo que
pide el problema.

LA VARIABLE EN EL CONTEXTO DE RESOLVER UNA ECUACION
Vayamos ahora a otra de las preguntas:
11) Escribe una ecuacion que tenga por raices 4 y 3. éComo lo haces?

Con la ocurrencia de la incognita mas de una vez en la ecuacion, el manejo del
concepto de variable se vuelve mas importante. Segtin Radford y Puig (2007),
una de las dificultades encontradas en el aprendizaje del algebra tiene que ver
con “la comprension de la manera distintiva con que signos simples (por ejemplo
X, “n”) y sisnos compuestos (por ejemplo, “2 + 5" 0 “x + 17) reemplazan a los
objetos que representan’.

Vaiyavutjamai y cols. (2005) informan que, en el contexto de ecuaciones fac-
torizadas de segundo grado, “muchos estudiantes no se dieron cuenta de que,
si una variable aparecio dos veces en una ecuacion, entonces tuvo que tener el
mismo valor en los distintos ‘lugares” donde aparecio”. Cuando Vaivavutjamai
y Clements (2006) pidieron resolver ecuaciones del tipo (x — 3) (x — 5) = 0,
la mayoria de los estudiantes respondieron correctamente diciendo que 3 y 5
son soluciones. Sin embargo cuando se les pidio verificar estas soluciones, los
estudiantes reemplazaron la primera x por 3 v la segunda por 5 de la siguiente
manera: (3 — 3)(5 — 5) = 0. Durante la entrevista, estos estudiantes dijeron
que las dos x representaban diferentes variables v, por consiguiente, creian que
podian tomar diferentes valores. Los autores piensan que una posible explica-
cion puede estar relacionada con la interpretacion que hacen los estudiantes
de lo que generalmente dice el maestro: las ecuaciones cuadraticas tienen dos
soluciones diferentes.

Este mismo fenémeno se observd también en el contexto de ecuaciones de
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primer grado. Filloy y Rojano (1984) observaron que algunos estudiantes, cuan-
do resolvian ecuaciones de primer grado tal como x +5 = x + x, pensaron que
la x que aparece en el miembro izquierdo de la ecuacion puede ser cualquier
nuamero, pero la segunda x en el miembro derecho tiene que ser 5. En un estu-
dio para ilustrar esta concepcion erronea, Fujii (2003) utilizo expresiones tales
como X +x+x+x=xyx+x+x=12 En el primer caso se preguntd a los
estudiantes si la expresion era correcta v, en el segundo caso, tuvieron que elegir
posibles respuestas correctas entre tres elecciones dadas. Cuando entrevistaron
a aquellos estudiantes que pensaron que la ecuacion x + x + x + x = x puede
ser correcta preguntando si “x no tiene que ser el mismo numero”, un estudiante
respondio: “No tiene que ser la misma cosa. Es una variable” (Fujii, 2003). Al
mismo estudiante que eligio (2, 5, 5) y (10, 1, 1) como soluciones aceptables para
la ecuacion x + x + x =12 se le pregunto si x + x + x se puede reemplazar por
3x v él contesto:

Se puede, pero también puede ser incorrecto. Depende de a qué es igual la
X, porque x puede ser igual a 10, la primera x, v luego la sesunda x puede
ser igual a 2 (Fujii, 2003).

Sesun Fujii (2003, refiriendo a Van Engen, 1961a, b), esta concepcion
erronea se debe a que algunos estudiantes consideran solamente el aspecto no
especifico del concepto de variable, y el aspecto definitivo, el cual esta en tension
con el otro, no estd presente.

Veamos nuestros resultados sobre el problema 11:

No contestan La ecuacion encontrada

Edad o no concluyen | Resuelven con éxito no tiene por raices 4 y 3
14-15 afos 5 3 6
17-18 afos 1 12 1

Los estudiantes del nivel 17 — 18 afios presentaron en su inmensa mayoria la
ecuacion (x — 4)(x — 3) = 0 y muy pocos explican lo que hacen. Los estudiantes
de 14 — 15 afos emprenden diversas y sorprendentes estrategias que no siempre
los conducen a un resultado exitoso. Sin embargo, poseen argumentos que dan
sentido al trabajo que realizan. A continuacion veremos un cuadro con algunas
de las ecuaciones presentadas, la edad de los estudiantes y su arsumento.
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Trabajo presentado por el

Trabajo presentado
por el estudiante

Edad estudiante (correcto) (incorrecto) Argumento
17-18 anos x—4)Kx-3)=0 ‘Busco ecuaciones por
las cuales al sustituir x
por 4 y por 3 me dé 0
17-18 anos x—4Kx-3)=0 ‘Los opuestos son las
raices’
17-18 anos x—4)Kx-3)=0 “Escribo un producto
que tenga 2 soluciones
y que a cada factor si
le sustituyo por la raiz
me dé por lo menos
un factor 0"
14-15 anos x—=4)(x-3)=0 ‘Realizo una ecuacion
donde esté la xy el
opuesto a4y 3’
14-15 anos 2x-1=2x Sin argumento
2x -1 =2 en lenguaje verbal
2-4.1=2-4
2-3:1=2-3
§=38 6=
14-15 anos x—4y—-3)=0 ‘Busco los numeros
opuestos a 4y 3
14-15 anos x+3)=y+1D+1 Sin argumento
14-15 afos 2x+3x=18 ‘Pensé en una suma
entre 2 numeros
multiplicados uno
por 4 y otro por un 3"
14-15 anos 3+2x=9 Sin argumento en len-
4+ 2x=12 guaje verbal
2x=9-3
2x=12-4
2x=16
2x=18
X=106/2
x=28/2
x=3 x=4
14-15 anos x+1+x4+2=19 Sin argumento

44+1+3-4+2=19
54+12+2=19
19=19

en lenguaje verbal
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En la tabla se ha distinguido Sin argumento en lenguaje verbal de Sin argu-
mento para diferenciar el caso del estudiante que presenta una explicacion en
lenguaje simbolico y el que no presenta mas que la ecuacion.

En las ecuaciones presentadas por los estudiantes de 14-15 afos, se observa
el uso de ecuaciones con dos incognitas, las ecuaciones con una sola incognita
a la que asignan valores diferentes en términos distintos y el uso de dos ecuacio-
nes diferentes, donde cada una de ellas satisface una de las condiciones pedidas.
También observamos en este nivel el uso de la verificacion como elemento de
control sobre la tarea realizada.

Los estudiantes que presentaron una ecuacion lineal con dos incognitas
perdieron de vista que las soluciones a dichas ecuaciones son infinitos pares
ordenados de numeros reales de la forma (x, v) y no numeros reales. Aunque
esto ultimo debemos precisarlo desde el punto de vista formal, creemos valioso
destacar que, cuando el alumno verifica el par (3, 4), sustituye en la x el real 3y
en la y el real 4, cuestion que seguramente lo lleva a pensar en los reales 4y 3
como raices de la ecuacion.

La estudiante que presenta la ecuacion 2x - 1 = 2x considera una ecuacion
cuyo conjunto solucion es Ry por tanto admite las raices 4 y 3. Como la pre-
gunta no especifica diciendo “Unicamente raices 4 y 37, se considert correcta la
respuesta dada.

Concentréemonos ahora en el caso de Luz, estudiante de 15 anos, que es la
que presenta el siguiente planteo:

Xx+14+x4+2=19
4+1+3-44+2=19
54+12+2=19

19 =19

Ella da su solucion al problema, avalando la posibilidad de que la x tome
distintos valores en distintos términos. Esta misma estudiante comete, mas tarde,
el error que estabamos observando, cuando resuelve la pregunta 15:

¢Son 6y 2 raices de la ecuacion (2x — 12)(5x — 10) = 0? Explica tu respuesta.
Realiza los planteos que sean necesarios.

Luz escribe y contesta ast:

(2-6—12)5-2~10)

=0
(12 = 12(10 — 10) = 0
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n oo
1
oo

En todo su trabajo, avala la posibilidad de que la incognita tome distintos valo-
res en una misma expresion. Lo podemos observar también en la pregunta 16:

¢Son 5y 4 raices de la ecuacion (2x — 10)(3x — 8) = 0?

La estudiante realiza el siguiente planteo, pero no da una respuesta verbal
al problema:

2-5—-10)(3-4—
(10 — 10) (12

Del analisis de las preguntas 15y 16, podriamos interpretar que esta estudian-
te piensa que, para que un producto sea cero, los dos factores deben ser cero v,
por ello, tiene dudas y no da una respuesta a la pregunta 16. Sin embargo, con-
testa correctamente a las preguntas 14 v 18 de acuerdo con el nivel que cursa.

14) ¢Es 7 raiz de la ecuacion (3x — 21)(x — 3) = 0? Explica tu respuesta.

Luz plantea y contesta as:

3-7-21)(7-3=0
21 -21) 4 =0
0-4=0

18) i) Se sabe que b - d = 0, équé puedes deducir sobre by d a partir de esta
informacion? ii) équé representan para ti by d?

Luz responde: “Son numeros v me parece que aunque sea uno tiene valor
0 v el otro puede tener otro nimero cualquiera. Si no, puede ser que tengan
los dos valores 0.
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La alumna reconoce ntimeros en los simbolos v puede determinarlos con
base en la restriccion que presenta la pregunta.

Para Luz es muy natural asignarle valores distintos a la x en una misma
expresion. Y lo hace tanto en las expresiones factorizadas como en las desarro-
lladas. Veamos la solucion que ofrece esta estudiante a la pregunta 17:

¢Son 3y 4 raices de la ecuacion x*— Tx + 12 = 0? Explica tu respuesta.
Realiza los planteos que sean necesarios.

3F—-T7-4+12=0

9-284+12=0
+21 —28= -7
—-7#0

El error que comete Luz en la doble asignacion de valores a la incognita pare-
ceria situarse en que, al existir dos raices, entonces deben estar las dos presentes
en el proceso de verificacion. Esto se puede interpretar como un error légico, es
decir, el problema estaria situado en coémo conciliar “4 y 3 son las raices” con
la logica de una expresion algebraica en donde x =4 0 x = 3. Luz debe dar un
salto en la comprension de la logica necesaria para el trabajo algebraico. Quizas
la logica de las situaciones cotidianas entra en contradiccion con la logica que
requiere el trabajo formal en algebra. Luz sabe que, cuando se pone su camisa
blanca vy su falda gris para ir al liceo, las dos prendas se encuentran sobre su
cuerpo: “Me puse la camisa blanca vy la falda gris”. Sin embargo las expresiones
algebraicas no soportan este mismo manejo cotidiano del “y” que Luz si podria
hacer con sus prendas y su cuerpo. La expresion algebraica requiere “una prenda
por vez”. Y para hacer las verificaciones de las dos raices, es necesario usar “el
cuerpo” dos veces.

En el pensamiento de esta estudiante, 4 y 3 son las raices, no implica, al
menos naturalmente, que 3°—7-3+12=0vy4*—7 -4+ 12 = 0. Quizas esto
deba constituirse en un objetivo especifico de la ensefianza.

Veamos ahora la ecuacion que presenta Ernesto (14 afios) como respuesta a
la consigna: Escribe una ecuacion que tenga por raices 4y 3. ¢Como lo haces?,
donde también avala que la x pueda tomar dos valores distintos en la misma
expresion:

2x+3x=18
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Si seguimos el pensamiento de Ernesto, vemos que efectivamente 2 - 3 + 3 -
4 =18.

Bardini y cols. (2005) dicen que “Una variable no es un numero en el sentido
aritmético. Un numero, por ejemplo el ntimero 3, no varia. Una variable es un
objeto algebraico”. Estos autores también advierten sobre la diferencia entre una
variable y una incognita: “Aunque ambos son nimeros no conocidos y, desde un
punto de vista simbolico, las mismas operaciones sintacticas se pueden llevar a
cabo sobre ellos, su significado es diferente. En ecuaciones algebraicas usadas
en algebra introductoria, como x + 12 = 2x + 3/, la incdgnita existe solo como
la designacion de un niimero cuya identidad se revelara al final. La revelacion de
la identidad de la incognita es, de hecho, el proposito de resolver una ecuacion”.
Segun Trigueros y Ursini (2003) esta diferencia reside entre la variable como “un
ntimero general” 0 “en una relacion funcional” y la variable como “una incognita
especifica’.

Sin embargo, algunos de estos estudiantes que dan diferentes valores a la misma
X €n una misma ecuacion parecen estar concibiendo la x como una incognita y
en una relacion funcional pero consigo misma, a la vez. Esto es, la ven como una
incognita, va que estan buscando u ofreciendo valores que cuando la reemplacen
satisfarian la ecuacion y también la perciben en un tipo de relacion funcional,
porque sus “diferentes valores” en la misma ecuacion dependen de otras ocu-
rrencias en ésta para satisfacer la ecuacion. Esto se ve claramente en la respues-
ta de Ermesto mostrada antes. Sin embargo, cuando la ecuacion se encuentra
factorizada, creemos que la logica desempeiia también un papel importante,
como explicamos anteriormente en el caso de Luz.

Wagner (1983) aporta un interesante punto de vista para la problematica
que estamos comunicando. Este autor sostiene que las letras son faciles de usar
pero dificiles de comprender. Sefala que una de las dificultades radica en que
las letras son similares a las palabras pero diferentes. Letras y palabras pueden
tener diferente significado en distintos contextos, pero esto no sucede en un
mismo contexto. Si queremos sustituir x en 3(x + 2) +5 = 17 — 2x, debemos
asignarle a x el mismo valor en cada ocurrencia, mientras que, en una misma
oracion, una misma palabra puede tener significados distintos. Inclusive, en un
contexto matematico, una misma expresion puede referir a cuestiones diferentes.
Wagner ejemplifica con la oracion “La suma de un numero par y un nimero
impar es siempre un numero impar’, sabemos que, a excepcion del caso en que
el ntimero par es cero, el primer “ntimero impar” es diferente del segundo “ntimero
impar”. La reflexion de Wagner es facil de visualizar si cambiamos el sistema de
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representacion por el que habitualmente se utiliza con los estudiantes —antes
de introducir letras- en situaciones donde se pide completar los términos que
faltan. Vemos un ejemplo:

25+32+ |+ =80

Esta actividad esta extraida de un libro de texto! uruguayo para estudiantes
del primer afno de ensefianza media (12-13 afios) correspondiente a la unidad
“Numero natural”. Si se esperara que los estudiantes colocaran el mismo ntimero
en ambos cuadros, no podrian utilizarse nimeros naturales. Por tanto podria
inferirse que los autores del texto no esperan que en ambos cuadros se coloque
el mismo ntmero. Algunas veces el uso de estos cuadros constituye un paso
previo a la introduccion de las letras, pero obsérvese que su funcionamiento es
distinto. Esta observacion aporta elementos para la reflexion didactica en torno
a las actividades que se proponen en el aula a los estudiantes y que constituyen
pasos previos a la introduccion de las letras. Si el disenio de las actividades no
es adecuado, podriamos estar obstaculizando la adquisicion del pensamiento
algebraico en lugar de facilitar su desarrollo.

Wagner sugiere que, en la ensefianza, se debe ayudar a los estudiantes a
reconocer que una letra es similar a una palabra en el sentido de que puede
tener distintos significados en distintos contextos, pero una letra es diferente de
una palabra porque debe referir a lo mismo en un mismo contexto.

AVERIGUAR O ENCONTRAR LAS RAICES DE UNA ECUACION
CUADRATICA

A continuacion se presentan los resultados obtenidos en la pregunta 12:
Tenemos una ecuacion (2x — 4)(.....) = 0, en la que no conocemos el segundo
factor.

a) ¢Es 2 raiz de esta ecuacion? éPor que?
b) ¢Es 3 raiz de esta ecuacion? éPor que?

Respuestas a la parte a:

I M. Borbonet, B. Burgos, A. Martinez y N. Ravaioli (2000), Matemdtica 1, Montevideo,
Fin de Siglo, p. 35.
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Responden la parte a

No contestan Responden de la pregunta, refiriéndose
Edad la parte a que Sl a la parte a al sequndo factor
14 — 15 anos 6 7 1
17 — 18 anos 0 13 1

Respuestas a la parte b:

Contestan que NO,
No contestan | Dicen que dependerd porque 3 no es raiz Otras
Edad la parte b del segundo factor del factor conocido respuestas
14 — 15 anos 6 5 1 2
17 — 18 anos 2 8 2 2

Los estudiantes que se refieren al sesundo factor para decidir si 2 es raiz
argumentan que:

“Alno saber el segundo factor no puedo saberlas raices de la ecuacion” (14 afos)
“Si anula el sesundo término, si” (17 afios)

Creemos que los estudiantes que recurren al segundo factor para responder
la parte a, estan pensando en que ambos factores deben ser cero para que el
producto lo sea. Esta respuesta podria tener relacion con la creencia que detec-
tamos a través de la pregunta 13 que presentamos a continuacion:

Los papelitos tapan ntmeros, ¢puedes averiguarlos? Explica tu razonamiento.

-6 ]-19)=0

No Dan la solucion Contestan que en los
Edad contestan correcta papelitos estdn 6 y 19 Otras respuestas
14-15 afos 3 1 3 7
17-18 afos 2 1 7 4

Fueron consideradas respuestas correctas las de Talis (17 afios) y Gerardo
(14 anos) que se presentan a continuacion. Aunque la vision de estos dos estu-
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diantes no es exactamente la misma, creemos que ambos realizan una discusion
interesante de la pregunta. El resto de los estudiantes dieron respuestas parciales
al problema, como por ejemplo, “en los papelitos puede ir el 6 y otro ntiimero
cualquiera”.

Presentamos a continuacion la argumentacion de Talis:

(py = 6) (p, = 19) =0

El p, puede ser 6 y cuando éste es 6 el p,
puede ser cualquier otro numero va que la
multiplicacion da 0.Y cuando el p, es 19 el
p, puede ser cualquier otro niumero por lo
mismo.

De alguna manera, esta estudiante sobreentiende que los papelitos tapan dos
incognitas y asi nos lo hace saber mediante los simbolos que introduce para su
explicacion.

Veamos ahora la solucion que ofrece Gerardo. El distingue las dos posibili-
dades, que los papelitos estén tapando una misma incognita o dos:

“Pueden ser si son los mismos o 6 o 19, si no son los mismos, el primero

tiene que ser 6 o el segundo 19, el otro no importa”.

Resulta interesante observar el manejo explicito que hace Gerardo del “0”
cuando nos dice 6 0 19. Quizas por ello no cometié ningun error en las multi-
ples verificaciones que debio realizar al resolver su tarea. Este estudiante mostro
un excelente manejo del concepto de variable, va que es capaz de distinguir
las soluciones a la ecuacion en dos casos: una incognita v dos incognitas. Sin
embargo, no introduce simbologia para formular la explicacion como si lo hizo
Talis.

Observamos en la tabla de arriba que, con el aumento de edad, pareceria
afianzarse la creencia de que detras de los papelitos estan los nimeros 6 y 19. Sin
embargo, dada la muestra de estudiantes con los que trabajamos (14 de 17-18
anos vy 14 de 14-15 anos) no podemos sacar conclusiones mas generales.

Presentaremos a continuacion los resultados obtenidos en la pregunta 14:

¢Es 7 raiz de la ecuacion (3x — 21)(x — 3) = 0? Explica tu respuesta.
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Para contestar usan el procedimiento
de verificacion
Para contestar resuel- Sustituyen 7
No ven o intentan resolver | solamente en Sustituyen 7
Edad contestan la ecuacion el primer factor | en los dos factores
14-15 anos 5 2 2 5
17-18 anos 0 7 4 3

Se deseaba observar si los estudiantes consideraban suficiente que se anulara
un factor para que el producto fuera cero, pues esto podia tener relacion con el
error de la doble asignacion que estdbamos analizando.

En el cuadro puede observarse que, en el nivel 17-18 anos, siete estudiantes
eligen resolver la ecuacion y otros tantos emprenden la verificacion. Sin embargo,
en el nivel de los de 14-15 anos, donde las herramientas que permiten resolver
una ecuacion como la que se propone no estan del todo disponibles, va sea por-
que todavia no conocen la formula de resolucion o porque todavia no manejan con
soltura la aplicacion de la propiedad de un producto nulo, hace que la estrategia
preferida sea la de verificacion.

Creemos que la resolucion de la ecuacion es una herramienta mas costosa
en el nivel de la operatoria requerida que el procedimiento de verificacion. Mas
aun para los estudiantes del nivel 17-18 afios que aplicaron la formula de resolu-
cion, para lo cual fue necesario desarrollar la expresion polinomica dada. Quizas
estos estudiantes han incorporado herramientas eficaces para la resolucion de ecua-
ciones, pero no valoran criticamente su utilizacion, como en la situacion problema-
tica que se les presento. Esto es congruente con lo reportado por Kieran (1985,
referido en Kieran vy Filloy, 1989), quien sefala que, tan pronto como los estu-
diantes de algebra aprenden a manejar un método formal de resolucion de
ecuaciones, tienden a abandonar el uso de la verificacion.

Cuatro de los seis estudiantes que para contestar utilizan el procedimiento de
verificacion sustituyendo 7 solamente en el primer factor, hacen mencion -de dis-
tintas maneras- a que basta con que un factor sea cero para que el producto dé
cero. Estos estudiantes combinan entonces el procedimiento de verificacion con
el conocimiento de la propiedad del producto nulo.

Veamos ahora la pregunta 15:

¢Son 6y 2 raices de la ecuacion (2x — 12)(5x — 10) = 0? Explica tu respuesta.
Realiza los planteos que sean necesarios.

Epucacion MATEMATICA, vol. 23, nim. 3, diciembre de 2011 113



Algunos aspectos del desarrollo del pensamiento algebraico

Para contestar usan el procedimiento
de verificacion
Para contestar Sustituyen x por 6 en el
No resuelven primer factor y x por 2
Edad contestan la ecuacion En forma correcta en el segundo
14-15 afos 5 1 7 1
17-18 afos 0 8 5 1

En este caso los dos numeros reales dados son raices de la ecuacion.
Observando qué estrategia utilizaron los alumnos para dar respuesta a la pre-
sunta (resolucion de la ecuacion o procedimiento de verificacion) y comparando
las estrategias preferidas por los estudiantes de los dos niveles para abordar el
problema, los resultados nos merecen idénticos comentarios que los realizados
en la pregunta anterior.

Presentaremos a continuacion comentarios sobre la pregunta 16:

éSon 5y 4 raices de la ecuacion (2x — 10)(3x — 8) = 0?

Para contestar Para contestar usan
No resuelven la el procedimiento Contestan sin
Edad contestan ecuacion de verificacién hacer planteo
14-15 anos 6 1 7 0
17-18 anos 0 8 4 2

En este caso, se agrega el problema de que 4 no es raiz de la ecuacion dada.
Observamos las estrategias puestas en juego para responder y exploramos nue-
vamente si para el alumno es suficiente con que un factor se anule para que el
producto valga cero.

Si bien hay seis alumnos del nivel 14-15 afos que no contestan la pregunta,
100% de los estudiantes que intentaron resolver el ejercicio dieron una respuesta
acertada; idéntico porcentaje se obtuvo en el nivel 17-18 afos. En cuanto a las
estrategias preferidas por los estudiantes para resolver el problema, mantenemos
las observaciones que hicimos en la pregunta 14, que se refieren a una marcada
preferencia por la verificacion en el nivel 14-15 anos y no asi en el nivel 17-18
anos, donde la resolucion de la ecuacion que se propone es una estrategia muy
usada por los estudiantes para dar respuesta a la pregunta que se formula.
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Nos centraremos ahora en la pregunta 17:
¢Son 3y 4 raices de la ecuacion x*— 7x + 12 = 0? Explica tu respuesta.
Realiza los planteos que sean necesarios.

Para contestar resuelven Para contestar usan
No la ecuacion o intentan el procedimiento de
Edad contestan hacerlo verificacion
14-15 anos 5 1 8
17-18 anos 0 9 5

Nuevamente una marcada preferencia por resolver la ecuacion propuesta de
parte de los estudiantes del nivel 17-18 anos. De los nueve estudiantes de 14-15
anos que intentan resolver la situacion, dos estudiantes no pudieron llegar a la
respuesta correcta. Un caso es el de Luz, que realiza la doble asignacion y que
va comentamos anteriormente, vy el otro es el de Diego que intenta despejar la
incdgnita, isnorando el término en x* v trabajando con la ecuacion lineal —7x
+ 12 = 0. Nosotras interpretamos este fendémeno como un tipo del mecanismo
que se conoce como hacer caso omiso de lo desconocido (Kieran, 1984). Kieran
menciona, por ejemplo, que un estudiante resuelve la ecuacion 4 +x—2 +5 =
11 +3 —5 como si fuera 4 +x— 2 4+ 5 = 11. Otro estudiante, en lugar de la
ecuacion 2x — 6 = 4, resuelve la ecuacion 2x = 6. La ecuacion 16x — 215 =
265 es transformada en la ecuacion x — 215 = 265 por un estudiante. En todas
estas situaciones, los estudiantes cambian la ecuacion dada cuyo método de
resolucion desconocen por una conocida, evitando asi dificultades en el proceso
de solucion.

Por otro lado, Lima (2008) informa otras estrategias usadas por los estudian-
tes para convertir ecuaciones cuadraticas en ecuaciones lineales antes de resol-
verlas. Alsunos estudiantes reemplazaron m? por m, otros aplicaron el exponente
al coeficiente del término de segundo grado (por ejemplo convirtiendo 3m? en
9m). Tambien se observd que m? se reemplazéd por m - m y este tltimo se tomo
como si fuera igual a 2m.
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COMENTARIOS FINALES

Uno de los objetivos del curso que estaban finalizando los estudiantes de 14-15
anos es que el alumno aprenda a resolver en R ecuaciones que estan dadas en
forma factorizada como las de la forma (ax + b)(cx + d) = 0. Esta ecuacion
entrana, sin lugar a dudas, serias dificultades para quienes se inician en su
estudio. Entre estas dificultades podemos comentar que muchos estudiantes
no reconocen en ella una ecuacion de segsundo grado, sino dos ecuaciones de
primer grado; no comprenden que este tipo de ecuaciones tienen una incognita,
pero pueden admitir dos raices, v presentan dificultades en la comprension del
concepto de variable.

La asignacion de distintos valores a la incognita de manera simultanea fue
un recurso usado por los estudiantes méas pequenos en el momento de tener
que construir una ecuacion con dos raices dadas. Este procedimiento, junto con
el de concebir una ecuacion con dos incognitas, resultd para ellos mas natural
0 espontaneo que concebir una ecuacion de segundo grado que tuviera las dos
raices dadas. Quizas el hecho de concebir una ecuacion de segundo grado con
una incognita y la consiguiente posibilidad de que existan dos raices sea mucho
mas complejo para los estudiantes de lo que los docentes creemos. Esto seria
congruente con lo informado por Trigueros y Ursini (2003), quienes sefialan que
la gran mayoria de los estudiantes con los que trabajaron consideraban que la
incognita involucrada en una ecuacion de segundo grado podia tomar solamente
un valor. Estos resultados pueden aportar informacion a los docentes acerca del
pensamiento algebraico de estudiantes de ensefanza secundaria. Si bien se trata
de informacion obtenida a partir del trabajo de veintiocho estudiantes, los patro-
nes que observamos muestran que algunos de ellos podrian aparecer en nuestras
aulas. Esperamos que la informacion brindada permita reflexionar acerca de las
dificultades que pueden enfrentar nuestros estudiantes en el estudio del algebra.
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ANEXO

1)

i) Resuelve la ecuacion (2x — 6)(18 — 2x) = 0. Explica como lo haces.
i) ¢Cuéntas soluciones obtuviste? __ ¢Cudles son?
iii) Realiza la verificacion para la o las soluciones obtenidas.

i) Resuelve la ecuacion (x + 6)(2x — 8) = 0. Explica como lo haces.
i) ¢Cudntas soluciones obtuviste? — {Cudles son?
iii) Realiza la verificacion para la o las soluciones obtenidas.

i) Resuelve la ecuacion (3x — 6)(x — 7) = 0. Explica como lo haces.
i) ¢Cudntas soluciones obtuviste? ¢Cudles son?
iii) Realiza la verificacion para la o las soluciones obtenidas.

i) Resuelve la ecuacion (x — 5)(x + 4) = 0. Explica como lo haces.
i) ¢Cuéntas soluciones obtuviste? ___ ¢Cudles son?
iii) Realiza la verificacion para la o las soluciones obtenidas.

i) Resuelve la ecuacion (x — 9)(x — 6) = 0. Explica como lo haces.
i) ¢Cudntas soluciones obtuviste? — {Cudles son?
iii) Realiza la verificacion para la o las soluciones obtenidas.

i) Resuelve la ecuacion x(2x — 10) = 0. Explica como lo haces.
i) ¢Cudntas soluciones obtuviste? ¢Cudles son?
iii) Realiza la verificacion para la o las soluciones obtenidas.

i) Resuelve la ecuacion x(x — 8) = 0. Explica como lo haces.
i) ¢Cuéntas soluciones obtuviste? __ ¢Cudles son?
iii) Realiza la verificacion para la o las soluciones obtenidas.

i) Resuelve la ecuacion x* = 6 - x. Explica como lo haces.
i) ¢Cuéntas soluciones obtuviste? ___ Cudles son?
iii) Realiza la verificacion para la o las soluciones obtenidas.

i) Resuelve la ecuacion 5 - x = 0. Explica como lo haces.
i) ¢Cudntas soluciones obtuviste? ¢Cudles son?
iii) Realiza la verificacion para la o las soluciones obtenidas.
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10) Escribe una ecuacion que tenga raiz 8. ¢(Como lo haces?

11) Escribe una ecuacion que tenga por raices 4 y 3. 4Como lo haces?

12) Tenemos una ecuacion (2x — 4)(......) = 0, en la que no conocemos el segundo factor.
a) ¢Es 2 raiz de esta ecuacion? ¢Por que?

b) ¢Es 3 raiz de esta ecuacion? éPor qué?
13) Los papelitos tapan numeros, épuedes averiguarlos? Explica tu razonamiento.

-6)(J-19)=0
14) (Es 7 raiz de la ecuacion (3x — 21)(x — 3) = 0? Explica tu respuesta.

15) ¢Son 6y 2 raices de la ecuacion (2x — 12)(5x — 10) = 0? Explica tu respuesta. Realiza
los planteos que sean necesarios.

16) éSon 5 v 4 raices de la ecuacion (2x — 10)(3x — 8) = 0?

17)éSon 3y 4 raices de la ecuacion x> — Tx + 12 = 0?
Explica tu respuesta. Realiza los planteos que sean necesarios.

18) i) Sesabe que b - d =0, équé puedes deducir sobre by d a partir de esta informacion?
i) ¢Qué representan para ti by d?
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