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Resumen: En el marco de referencia que el sistema educativo brinda a las gra-
ficas cartesianas, las tareas que el profesor de matematicas tiene que desarrollar
se refieren a lograr la correcta articulacion de los elementos semioticos que
la componen, favorecer el transito desde un registro grafico hacia el analitico,
lograr la adecuada interpretacion. Ante ello, lo que se adquiere —incluyendo al
profesor- es un uso instrumental de los simbolos matematicos inmersos sin
entender los conceptos representados. En esta investigacion, proponemos un
analisis no hacia como ensenar el objeto grafica, sino hacia cuestionar a la
propia grafica analizando como se usa ante situaciones que plantean otro tipo
de tareas que las inicialmente senaladas.
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The use of the graphic cartesian. A study with teachers

Abstract: In the framework that the educational system provides to Cartesian
graphs, the tasks that the math teacher has to develop are related to achieving
the correct relationship of the semiotic elements that compose it, favoring the
transition from a graphic register to the analytical one, obtain the proper inter-
pretation. What is finally acquired, including the teacher, is an instrumental use
of mathematical symbols without understanding the concepts involved. In this
research, we propose an analysis centered not on how to teach the graph object,
but to question the very graphic analyzing how it is used in situations that pose
other tasks than the ones originally indicated.
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INTRODUCCION

Las graficas cartesianas forman parte de los contenidos curriculares desde el
ultimo ano de educacion primaria. A traves del curriculo y libros de texto, el dis-
curso matematico escolar suele asignarles el papel de representar e interpretar
un conjunto de datos, papel que posteriormente se orientard hacia el trabajo
con funciones a través de tareas escolares del tipo “graficar o interpretar la
grafica de una funcion’”.

Las graficas son un objeto matematico que es necesario conocer para lograr
su construccion, utilizacion como modelo, o interpretacion, asi que el papel del
profesor de matematicas es ensenar lo anterior. Importa, entonces, la correcta
articulacion de los elementos semiodticos que componen la grafica, o interpretar lo
que se esta viendo en la misma, de manera acorde con el problema contextua-
lizado que dicha grafica ilustra, o proponer tareas que promuevan lo que Duval
(1988) senala como conversiones directas entre registros de representacion.

En ese marco escolar de referencia, tareas que pidan analizar a través de
las graficas otras relaciones matematicas mas alla de las evidentes, pueden
ser paralizantes incluso para el propio profesor. Tomemos como ilustracion el
siguiente problema de texto (figura 1).

1. Juan estd en su bicicleta detenido frente a la casa de su novia Ana. Cuando lo
ve Carlos, el hermano de Ana, Juan arranca en su bicicleta. Al hacerlo, Carlos
también toma su bicicleta y lo adelanta yendo a velocidad constante. Sus grafi-
cas velocidad vs. tiempo son las siguientes:
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5 .

3
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Responde en tu cuaderno.
@) ;Cuénto tardard Juan en alcanzar la velocidad de Carlos?
b) En dicho instante, ;qué ventaja lleva Carlos a Juan?
¢) ¢Quién va adelante y qué tanto después de haber transcurrido 5 min?
d) ¢En qué instante alcanza Juan a Carlos?

A il Actancis hahefe mnmmeida damdale asas o Aas Loses 1o

Figura 1. El problema de las Bicicletas (Cantoral, R Farfan, RM, Montiel, G, Lezama, J, Cabanas, G, Castafeda,
A, Martinez-Sierra, G, Ferrari, M, 2008).
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La respuesta a la primera pregunta puede obtenerse de un analisis directo
de la grafica, asi que los profesores no tienen problema en identificar la inter-
seccion de las rectas como el tiempo en el que ambos ciclistas tienen la misma
velocidad y de ahi obtener la respuesta; el tratamiento usual de las graficas
involucra saber hallar la interseccion e interpretarla en el contexto del enuncia-
do dado. Sin embargo, el resto de las preguntas requiere una interpretacion que
ya no es directa, pues implica reconocer relaciones implicitas. No basta operar
sobre ella (encontrar coordenadas, hallar intersecciones...) y, ante ello, la grafica
puede no decir nada al profesor. Como Doorman y Gravemeijer (2009) senalan,
bajo esos marcos escolares de referencia en los que la matematica se presenta
poco articulada y alejada de significados contextualizados, lo que se adquiere
—incluyendo al profesor— es un uso instrumental de los simbolos matematicos
inmersos, sin entender los conceptos representados.

Ante este marco de referencia escolar limitado y poco significativo, nos pre-
guntamos como podria usar las graficas un profesor de matematicas en una
tarea escolar cuyo diseno mismo implica una manipulacion o interpretacion de
datos no evidente. Este interés guio la implementacion de talleres con profesores
de distintos niveles educativos en los que se propuso trabajar con el problema
de la figura 1. Pronto el tipo de tarea propuesta reveld que los profesores solo
usan las graficas —comodamente— como un objeto semidtico que representa
una funcion; esta tarea requiere un esfuerzo extra por parte de los profesores,
quienes incluso reflejan desconcierto.

Reconocimos que, al enfrentarse a tareas de este tipo, los profesores usan la
grafica de distintas maneras y estos usos reflejan no solo métodos de solucion
mas flexibles y distintos a los esperados, segun el libro de texto, sino un uso del
conocimiento matematico funcional y articulado. Pero este reconocimiento fue
posible Unicamente cuando, al analizar la actividad de los profesores, el centro
de dicho analisis cambia del objeto grafica, hacia el uso de la misma, permitien-
do considerar herramientas, argumentos, contextos y practicas.

Proponemos, entonces, una investigacion sobre los usos de las graficas
de los profesores de matematicas que permita ampliar el marco de referencia
escolar usual. Para ello, lo grafico no puede ser solo un registro con el cual
trabajar, ni tampoco las tareas propuestas se refieren a lograr una adecuada
lectura o interpretacion de la grafica. Proponemos hacer de las graficas y su uso
un marco epistemologico funcional en el que el cuestionamiento no es hacia
cémo ensenar mejor una grafica, sino cuestionar y considerar todo aquello que
se relaciona con lo grdfico. ademas de los aspectos semidticos de la grafica, las
practicas, las herramientas y los argumentos involucrados.
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ABRIENDO EL PANORAMA

La escuela ha privilegiado la metafora del objeto y las preguntas que podria
contestar son con relacion a como se aprende o como se ensena dicho objeto.
Pero mas alla de considerar a la grafica solo como una representacion semio-
tica dentro de un registro grafico, la investigacion en matematica educativa ha
abierto visiones alternas respecto a ese papel.

La matematica realista, por ejemplo, concibe a la grafica como un modelo,
pero la nocion tradicional de modelo cambia, pues no solo son modelos que
derivan su significado a partir de lo modelado (convirtiéndose en una represen-
tacion fisica), sino que se busca pensar acerca de las relaciones matematicas
en ellos (Doorman y Gravemeijer, 2009). Aunque el objetivo sea la construccién
del modelo como resultado de actividades de modelacion, el tipo de construc-
cion de los estudiantes y sus invenciones juegan un papel central. A la grafica
como modelo se anade, entonces, la importancia de la actividad y su proposito,
convirtiéndola en un modelo que busca favorecer el razonamiento matematico.
La tarea que los autores atribuyen a la grafica es, al seno de todo un proceso
de aprendizaje en un marco de trabajo con relaciones graficas, la de simbolizar
y construir —simultdneamente- significados acerca de cuestiones como la varia-
cion y el cambio. Eso les permite dar cuenta acerca de que es factible que las
graficas puedan soportar el desarrollo de los principios basicos del calculo.

Otras investigaciones como la de Bowen, Roth y McGinn (1999) reconocen
la existencia de practicas de graficacion en las que importa quién es aquel
que esta interpretando una grafica. Entienden la graficaciéon como un conjunto
de practicas de representacion, produccion, lectura e incluso critica de graficas;
todas son de naturaleza social —de ahi el nombre de prdcticas sociales— 'y
en ellas deben estar consideras las practicas comunes de cada grupo social
involucrado, sus preocupaciones y necesidades, el tipo de herramientas que se
ponen en juego, incluyendo los recursos linguisticos. Esas practicas sociales se
conforman por patrones basicos de acciones e interacciones humanas y, dado
que el objetivo es disenar ambientes de aprendizaje en los que los participan-
tes se involucren en practicas de graficacion auténticas, les importa, entonces,
interpretar y analizar dichos patrones.

En estas perspectivas, el papel de la grafica en la matematica escolar se
modifica. Radford (2009) menciona que, tomando la grafica como una cons-
truccion semidtica que representa relaciones matematicas entre sus elementos,
esta resulta un medio para llevar a cabo reflexiones y generar significados sobre
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aspectos como tiempo y distancia. Se trata de todo un proceso de significacion
que el autor llama objetivacion cultural, a traves del cual los estudiantes se
hacen versados respecto a ideas matematicas y modos de pensamiento. En ese
proceso de corte social, las graficas tienen un rol epistemolégico al seno de la
matematica escolar, rol que importa reconocer, analizar y entender.

Ante ello, proponemos una investigacion que, si bien también confiere a la
actividad humana la funcion de produccion del objeto, el énfasis no estad en
la grafica como un objeto preexistente o ya construido, ni en su papel como
representacion producida o innata (Cantoral, Farfan, Lezama, Martinez-Sierra,
2006), sino en las practicas sociales como normativas de la actividad alrededor
de y con las graficas.

Se trata de una epistemologia de prdcticas para las graficas y su uso al
seno de la cual Cordero, Cen y Suarez (2010) proponen la graficaciéon como
una practica institucional que permanece y se desarrolla en la escuela, a través
de los diferentes elementos del discurso matematico escolar. Como practica, la
graficacion es mas que obtener una grafica; favorece llevar a cabo multiples
realizaciones para formular las relaciones que intervienen en la situaciéon par-
ticular, y hacer ajustes en la grafica junto con argumentaciones para distinguir,
cada vez mas finamente, los elementos involucrados. Esto permite el desarrollo
del razonamiento y de la argumentacion a través de justificaciones funcio-
nales mas centradas en lo que es de utilidad al grupo humano en cuestion.
Entonces, las explicaciones de la construccion o apropiacion del objeto grdfica,
no se proponen a través de sus partes constituyentes, ni las graficas resultan
ser la re-presentacion (en el sentido de volver a presentar) de una funcion, ya
que se asume que esta no existe objetiva ni previamente, sino que es producto
del ejercicios de ciertas practicas (Cantoral et al, 2006). En esta epistemologia,
la grafica antecede a la funcion, pues la graficacion conforma elementos de
construccion para el desarrollo de ideas variacionales y pueden desarrollarse de
manera independiente o paralela al desarrollo analitico del concepto de funcién
(Suarez, 2008).

ASPECTOS TEORICOS: PRACTICAS Y USOS
Esta discusion forma parte de un programa socioepistemoldgico de investiga-
cion en matematica educativa que busca un nuevo estatus epistemolégico para

la matematica escolar, uno que se fundamenta en la relacion entre practicas
sociales y la generacion de dicho conocimiento (Cantoral et al, 2006; Camacho,
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2006). Esto es, lo que se estudia es al ser humano usando y haciendo matema-
ticas y no solo su produccién matematica final. Este es el caracter social de las
matematicas que se busca evidenciar de tal manera que, entre sus objetivos,
esta proponer epistemologias de prdcticas (Buendia y Cordero, 2005) en las que
se formula que el ejercicio de ciertas practicas antecede a la produccion de
conceptos determinados; esa es la base de significacion que buscamos para la
matematica escolar. En el seno de una epistemologia de practicas se manifiesta,
necesariamente, el uso del conocimiento.

Hablar, entonces, del conocimiento en uso, resulta un contraste con lo que
los sistemas educativos persiguen. Como menciona Cordero (2006), los sistemas
educativos se han preocupado por lo que sabe un estudiante o un docente
—por ejemplo, saber interpretar una funcion o lograr graficarla—, pero no por
como se usa ese saber, lo cual tiene mucho mas relacion con una matematica
escolar funcional y articulada. El autor propone entender el uso de las grdficas,
al seno de la investigacion en socioepistemologia, a través del analisis de sus
funcionamientos y formas, entendidos siempre situacionalmente, entrelazados,
y en continuo desarrollo.

De acuerdo con Cordero, Cen y Suarez (2010) y con Buendia (2011), por
forma se considerard tanto la apariencia perceptible de la grafica, como la
manera en la que el sujeto actta con ella y sobre ella en una cierta tarea. Se
trata de un actuar en un sentido amplio, pues se consideran aspectos sobre
coémo el sujeto calcula, como argumenta, como resuelve o incluso como repre-
senta, dependiendo de la tarea particular. El funcionamiento es para qué le
sirve la grafica al sujeto en cuestion, es el rol de la grafica en una tarea y como
funciona en esa tarea.

Tomaremos, entonces, el uso de las grdficas como un constructo tedrico
que busca problematizar al saber matematico, en particular, el del profesor. En
el siguiente apartado proponemos una unidad de analisis para el estudio y, al
seno de ella, la importancia de esta investigacion centrada en el profesor.

EL PAPEL DEL PROFESOR

La socioepistemologia propone como base de significacion no solo a la mate-
matica misma, sino a todo aquello que rodea y en lo que se involucra el
humano al hacer matematica. En consecuencia, se pueden considerar diferentes
escenarios posibles y, en cada uno de ellos, se conforma una unidad de analisis.
En el escenario que se tome como posible fuente de significacion, se analiza
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la interaccion entre la actividad observable de los individuos, la intencionalidad
explicita de transmitir un cierto conocimiento y el saber matematico en juego
relativo a dicho escenario (figura 2) (Montiel y Buendia, 2011).

Escenario

"

<>

Figura 2. Unidad de Analisis

Ese saber matematico es el que se problematiza al considerar la matematica
en juego como un actor a analizar, cuestionando su estatus de saber institucional
como aquello que ‘se debe aprender. A partir de reconocer que son las practicas
sociales las que norman la construccion del conocimiento matematico, se hace
necesario reconocer tambifen su manifestacion a través de sus usos en distintos
escenarios; para el caso de esta investigacion sera el escenario escolar.

Los individuos con los que trabajamos en esta investigacion son los profe-
sores de matematicas. Entender la actividad del docente retoma las variables
que conforman el perfil de un profesor de matematicas en servicio senaladas
por Montiel (2010): el pais, estado y region geografica donde se forma y donde
labora, el nivel educativo donde ejerce su practica docente, su formacion profe-
sional y didactica, su experiencia profesional y docente, su ideologia, su cultura
(incluyendo la matematica), entre otras. La relevancia del trabajo con el profesor
reconoce que él, con su actividad, es determinante en el logro didactico de los
alumnos (Lezama, 2003); como senalan Lezama y Mariscal (2008), el profesor
no se arriesga a la innovacién si siente que pierde el control de lo que esta
acostumbrado a hacer en su actividad. No suele cuestionar su propio saber
matematico vy, dificilmente, reconoce que ¢l mismo puede usar las graficas
de maneras particulares y diferentes a sus alumnos o a las recomendaciones
didacticas de un texto; con ello echa a andar elementos culturales, producto
de su proceso de formacion, mezclandolos ademas con asuntos especificos de
matematicas. Mientras no surja este tipo de cuestionamiento, la actividad de
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clase puede ser una especie de apuesta y no se sabe si se obtendran o no, ni
por qué, los resultados esperados.

Consideramos, entonces, que reconocer una nueva base epistemoldgica
para las graficas y desde ahi, que el docente reconozca y analice sus propios
usos ante una situacion problematica, le permitira sentirse capaz de cuestionar
y trastocar su propio conocimiento matematico y, por lo tanto, su discurso. Eso,
necesariamente, se convertird en un elemento para reflexionar acerca de su
propia practica docente y del impacto de esta sobre sus alumnos.

ASPECTOS METODOLOGICOS

La investigacion se fundamenta en el trabajo realizado en dos talleres con pro-
fesores de matematicas en los que se planteo el problema ilustrado en la figura
1, extraido de un libro de texto vigente para el sistema educativo mexicano, diri-
gido a estudiantes de tercero de secundaria (14-15 anos) (Cantoral et al, 2008).
En este nivel educativo se trabajan contenidos matematicos relativos a algebra
y trigonometria, principalmente. Los elementos de Cdlculo se trabajan a través
de funciones lineales y cuadraticas, la obtencion de sus graficas y cuestiones
de operatividad como resolver sistemas de ecuaciones lineales. Este problema,
que hemos llamado “De las Bicicletas’, se encuentra en el Bloque 3, titulado
‘Todo cambia’, en el que se espera que los alumnos interpreten y representen
relaciones lineales. Pertenece al eje curricular de “Manejo de la informacion”, el
cual se caracteriza por el constante uso de graficas para organizar informacion y
representar objetos matematicos a fin de entender matematicamente el mundo
que nos rodea. Concretamente, la leccion 20, de la cual forma parte el problema,
plantea actividades sobre fendmenos cuya modelacion requiere del empleo de
graficas definidas por secciones.

Se trata de una grdfica cartesiana tiempo-velocidad en la que esta repre-
sentado lo que ocurre con dos ciclistas que se mueven a distintas velocidades.
La primera pregunta es sobre en qué tiempo los ciclistas consiguen la misma
velocidad, respuesta que puede darse al interpretar la interseccion de las rectas
como la velocidad comun en ambos y de ahi obtenerla. El resto de las preguntas
se plantea en términos de distancia, por lo que la grafica tendria que ser usada
de otra manera, pues no basta con operar sobre ella (encontrar coordenadas,
hallar intersecciones).
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El analisis del uso de las graficas que presentamos en este escrito, se basa
en datos extraidos de los siguientes dos escenarios de trabajo con profesores
de matematicas de distintos niveles educativos.

Escenario 1. El problema se trabajo con un grupo de alrededor de 300
profesores durante un diplomado de especializacion al que asistieron docentes
de secundaria en ejercicio. No se tienen datos precisos sobre la formacién pro-
fesional individual de los maestros participantes; sin embargo, en México, un
alto porcentaje de los profesores que laboran en este nivel educativo no tienen
licenciatura universitaria. Trabajaron en equipos de 10 integrantes y el analisis
se realiza a partir de la produccion escrita que presentaron dos equipos (A y B)
en el pizarron.

Escenario 2. El problema se propuso como actividad de curso propedéutico
para ingresar a la Maestria en Ciencias en Matematica Educativa. Fue un grupo
de 40 profesores de matematicas, entre los cuales 32 laboran en instituciones
de nivel superior (universidades e institutos tecnolégicos), cuatro laboran en
nivel medio superior, tres en nivel medio, y uno en la Normal; cuatro de ellos
provienen de fuera de México (Colombia, Argentina y Uruguay) y el resto son
de diferentes estados de la Republica mexicana. La actividad que se les propuso
fue resolver el problema de las bicicletas y, posteriormente, solicitar a un alumno
de cualguier nivel que lo resolviera. Se les solicitd también reflexionar mediante
las siguientes preguntas, tanto acerca de su propia resolucion, como sobre la
de su alumno. Tuvieron cinco dias para realizar la actividad vy, posteriormente,
enviar en linea un Unico documento con todo lo solicitado. Este documento es
la fuente del analisis de la produccién escrita que se analiza.

a) Ademas de lo correcto o erréneo de la respuesta, compara, en términos generales, los
métodos de resolucién elegidos

b) {Hubo dificultades especificas para alguno?

o) En cuanto a la gréfica, écomo fue usada en cada caso? Por ejemplo, solo como apoyo, para
localizar puntos o secciones, para hacer algun calculo..

d) éQué tipo de herramientas matematicas se pusieron en juego? Ejemplo: expresiones anali-
ticas, alguna formula... Para el caso del alumno, estas herramientas, éson propias de su nivel
educativo o utilizé herramientas mas comunes de otro nivel educativo?

Después del trabajo en esos escenarios, se han podido identificar al menos
tres estrategias de resolucion globales. En la Tabla 1 hemos puesto una breve
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descripcion de cada estrategia. En el ultimo renglén se incluye una referencia
numeérica: el nimero de profesores, pertenecientes Unicamente al segundo esce-
nario (40 individuos) que la utilizaron; este nimero es un claro indicativo del
fuerte referente analitico en la actividad de los profesores y solo por ello lo pre-
sentamos. Cabe mencionar que, dentro de estos numeros, hay cuatro profesores
restantes que no se dieron cuenta que la grafica inicial era sobre velocidad, asi
que sus respuestas no fueron contabilizadas

Estrategia 1 Estrategia 2 Estrategia 3
Emple"ar formulc]f Obtener dreas Analizar intervalos
y expresiones analiticas
Férmulas extraidas del contexto de la Fisica
como: Areas identificadas a través de figu-
dow ras geométricas conocidas como

rectdngulos o tridngulos.

_ oy, Partir un intervalo en sub-intervalos

Areas bajo la curvas identificadas

Expresiones analiticas que representan la como la distancia bajo la curva
ecuacion de las rectas del tipo t = mx +b velocidad
dadas en un solo intervalo o por partes
28 profesores 8 profesores 0 profesores

Tabla 1. Estrategias de resolucion

La pregunta de investigacion ahora se puntualiza de la siguiente manera:
en estas estrategias, (ccomo usan los profesores las graficas? Es decir, dentro del
conjunto de acciones, recursos y fines que pone en juego un profesor como
estrategia al buscar la solucion de un problema, la grafica se usa de cierta forma
y con cierto funcionamiento que no son necesariamente explicitados. Ese uso es
el que nos interesa analizar al seno de una estrategia particular.

Retomando la propuesta de analizar el uso mediante la forma y funciona-
miento de la grafica, el analisis de las producciones escritas (en el pizarron o
en el documento individual) responde a preguntas puntuales del tipo qué hace,
como y para qué. Los incisos del problema que se analizaran en este escrito
marcan dos momentos de uso de las graficas que interesa analizar:
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a) ¢Cuanto tardara Juan en alcanzar la velocidad de Carlos? Esta pregunta se
concreta en como se usa la grafica para hallar el punto de interseccion
de las rectas

b) En dicho instante, {qué ventaja lleva Carlos a Juan? Esta pregunta se
concreta en cémo se usa la grafica tiempo-velocidad para identificar
la distancia. Solo para completar el argumento que el profesor esgrime
para esta pregunta, se discutira el inciso c), que se refiere a la distancia
recorrida en un tiempo posterior.

LOS USOS DE LAS GRAFICAS
HALLANDO EL PUNTO DE INTERSECCION

La respuesta a la primera pregunta puede obtenerse de un analisis practica-
mente directo de la grafica, asi que la mayoria de los profesores no tienen
problema en identificar la interseccién de las rectas como el tiempo en el que
ambos tienen la misma velocidad, y de ahi obtener la respuesta. La grafica
funciona de una manera acorde con el tratamiento usual de las graficas en el
aula de matematicas: hallar la interseccion de las rectas. Sin embargo, dada la
naturaleza de la informacion grafica proporcionada, el profesor tiene que hallar
el punto exacto con el cual trabajar para la siguiente pregunta, decision en la
cual las graficas se usan de diferentes maneras.

La figura 3 muestra la respuesta mas comun: aunque la grafica no es exacta al
hacer la proyeccion hacia el eje x, se identifica el punto de interseccion en ¢ =120. Se
muestra un ejemplo extraido de la respuesta de Jorge, quien hace una lectura
directa de la grafica identificando el punto de interseccion de las rectas como
el punto coordenado en el que las velocidades de los ciclistas se igualan. Es
un uso de la grafica de corte semidtico, coherente con el tipo de tareas que el
sistema didactico busca favorecer: la representacion de las funciones —velocidad
en este caso— como una grafica y la interpretacion de su interseccion como la
igualacion de las funciones velocidad en un punto coordenado equivalente al
dato tiempo-velocidad.

‘_'a)i A‘ a(.k.fkj‘., a ‘n r}(. :'l‘{\ J\,r.»v a{rnn7a ((A\
0
\x\‘\c:éh(‘ i Ourt los en t 120 ‘Z'-Q. ya (‘f(,p

(’ﬂ(“( ‘.pu! PO ! 1enen \(. WANSWA O \»(‘('(‘!.fl G (1 I'O Mf’g

Figura 3. De acuerdo con la grafica...
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Ante lo inexacto de la informacion grafica alrededor de =120, varios pro-
fesores optan por seleccionar otro punto clave como auxiliar para buscar con
mayor exactitud el punto de interseccion; se elije aquel donde la grafica de
Juan deja de representar una velocidad que se incrementa y empieza a ser una
velocidad constante. Identificar ese punto clave, con coordenada (180, 14), es
una forma de trabajar con la grafica que permite al profesor ser coherente con
el comportamiento que esta percibiendo en la grafica lineal. En esa busqueda
de coherencia, la grafica funciona bajo una idea de proporcionalidad.

En la figura 4, se ejemplifica ese uso mediante la respuesta de Daniel, quien
encontrard las coordenadas del punto de interseccion mediante una regla de
tres: una vez que establece, mediante las proyecciones hacia los ejes la velo-
cidad correspondiente a =180 (punto clave), busca la proporcién para v =10,
hallando el valor t=128.57.

(10 (1805)
(14 m/s)
7y

= 128.57s

Figura 4. Un uso proporcional de la grafica

En la figura 5, mostramos la estrategia de las expresiones analiticas pero,
ademas, se ilustra un caso sui géneris: la respuesta de Angélica. Ella es una pro-
fesora uruguaya en cuya formacion ha prevalecido el aspecto analitico y forma-
lista de la matematica; esta caracteristica social y de formacién es determinante
en su uso de las graficas como una representacion de la funcion, de tal manera
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que la busqueda se orienta hacia hallar la expresion analitica de las rectas.
La grafica funciona a través de indicadores —como los puntos coordenados
que permiten obtener la pendiente de la recta— para hallar tales expresiones.
Notese que no se trata solo de los valores numéricos de las coordenadas, sino
de tomar dos puntos coordenados (x, y) para hallar la pendiente. Declarado por
ella misma al cuestionarle sobre como considera haber usado la grafica, dice
que “el grafico fue usado como apoyo para resolver la actividad”.

Dado que, en realidad, la informacion grafica no es exacta en ese punto,
Angélica no se atreve a sefalar a partir de la grafica —ni aproximadamente-
valores para t de tal manera que propone el parametro ¢ para el instante en que
Juan alcanza la velocidad de 14 m/s, parametro con el que continua trabajando
sin que le cause ningun problema. En el caso mas usual, los profesores asignan
algun valor numeérico a dicho parametro y realizan lo mismo que Angeélica.

'YU( X

Y’
44 Lign
A e L
o r./ ! (apin
T M % s
b “ . »| Parametro t

Figura 5. El parametro t1

En la figura 6, Angélica da la expresion analitica para la velocidad de cada
ciclista y consecuentemente, la respuesta a la primera pregunta se convierte en
la igualacion de ambas expresiones. La grafica funciona de manera similar al
marco de referencia escolar usual.
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eé-u): 0
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it : la velocidad de cada ciclista
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Figura 6. El uso analitico

IDENTIFICANDO LA DISTANCIA

Hemos senalado, en la tabla 1, que el empleo de férmulas o expresiones ana-
liticas es la estrategia mas utilizada por los profesores. Bien pueden ser las for-
mulas expresamente del Movimiento Uniforme y al Movimiento Uniformemente
Acelerado (figura 7) o simplemente d=vt, distinguiendo que, en el caso de Juan,
la velocidad no es constante (figura 8).

d.=vt (movimiento uniforme)
(10m/s) (120s)= 1200 metros
dj=Vot+1/2 atf  pero Vo=0

a= Vf-Vo V=10 m/s
t

di=1/2Vf £=Vft
t

12 (10 mls (120 seg)= 600 metros
Figura 7. Formulas de movimiento
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d=vt
Carlos= (10)(125) = 1250 m............._ Lok
....... v 10-0
Juan= ( f2 ”) t= ( ) 5(125) = 625
2

Figura 8. Distancia es igual a velocidad por tiempo

En esta estrategia, la grafica funciona como un referente para obtener la
informacion numérica que solicita la férmula; esta informacion solo se refiere a
valores puntuales como V;= 10, t=120. Analizando las reflexiones de los pro-
fesores, destaca como la forma global resulta relevante para decidir el empleo
de las formulas. Por ejemplo, el profesor Roman, cuya respuesta se muestra en
la figura 7, comento:

La grafica es de vital importancia, ya que nos brinda la informacion exacta de cémo cambia
la velocidad (eje ¥) en funcién del tiempo (eje X). En la grafica nos damos cuenta de como
empieza en =0 Juan a acelerar hasta que a los 180 segundos se estabiliza y logra mante-
ner una velocidad constante de 14 m/s. También podemos observar a simple vista en qué
momento la velocidad de Juan y la de Carlos son iguales, al verificar el punto de interseccién
en P (120,10). También la grafica es muy importante para observar que en todo momento
la velocidad de Carlos es constante y pertenece al MRU. En tanto que la velocidad de Juan
se compone de MRUA (diagonal de la grafica) y posteriormente de MRU a partir de los 180
segundos.

Esto es, aunque inicialmente pudiera pensarse que la grafica solo se usa
para obtener los datos numéricos, resulta que el comportamiento de la misma
es un argumento que se pone un juego para decidir qué formula conocida de
fisica puede auxiliar al profesor.

Retomando el ejemplo de la profesora Angélica, una vez halladas las expre-
siones analiticas (recordar figura 6), ya no vuelve a hacer referencia alguna a la
grafica y sus respuestas se basan en el manejo de sus expresiones analiticas: al
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hallar la distancia de cada ciclista, multiplica por ¢ la formula para la velocidad
(figura 9). Asi, Angélica usa las graficas reflejando aquellas herramientas cohe-
rentes con su formacion y la concepcion analitica que privilegia.

, del heupo

|
( ¢ D+ £ 1y Uine an  Egass dad dvwape
dote) = 1 Aok e poc dosn v ueade € 4

Figura 9. Expresiones analiticas de la distancia a partir de las formulas de velocidad

En la estrategia de hallar dreas, la figura 10 muestra la respuesta del equipo
B, proveniente del escenario 1. Inicialmente, se habian dado cuenta de que, para
el caso de Carlos (recta horizontal), la multiplicacion de 128 por 10 les daba
la distancia recorrida. Seguramente partieron de la formula d=vt y esa opera-
cion resultd coherente cuando visualizaron que, haber multiplicado, equivalia
a encontrar el area de un cuadrado; esto brinda a la distancia un significado
diferente a partir del uso de la grafica (ver en la figura 10 el cuadro en el que
se habian dibujado diagonales y después las borraron). Esta forma de ver a la
grafica, les permitio, entonces, senalar el area de un triangulo rectdngulo como
la distancia recorrida por Juan.

Figura 10. La distancia como el drea de un cuadrado y de un triangulo

Este argumento de hallar las areas toma especialmente fuerza al contestar el
inciso (c) del problema. Asi que, al buscar la distancia recorrida por los ciclistas
en un tiempo posterior, el problema se transforma a una suma de areas (figura
11). A esto nos referimos cuando afirmamos que la grafica soporta el desarrollo
de una argumentacion.
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Nueva area
para acumular

Figura 11. Distancia recorrida como suma de areas

En esta respuesta, las graficas estan funcionando a través de secciones
que conforman figuras geométricas conocidas, primero, en el punto de cruce, y
luego hasta el otro punto requerido. La forma de interactuar con la grafica es
mediante el calculo de las areas de esas figuras. Usar las graficas visualizando
figuras geométricas genera un argumento de calculo de dreas que es factible
sostener y desarrollar desde un primer momento, para comparar las distancias
en el primer cruce (en =128) hasta aquel punto que permite hallar la distancia
total recorrida. Bajo este tipo de uso, la forma como se percibe la grafica es
mucho mas global.

La siguiente figura 12 muestra la respuesta de Jorge (recordar figura 3), en la
cual aflora el hecho de que es un profesor que recurre regular y confiadamente
a estrategias visuales; su trabajo con graficas no suele tener referentes analiti-
cos, sino argumentos fundamentados en el comportamiento de las mismas. El
usa las graficas visualizando figuras geométricas y declara que ‘el recorrido lo
calculamos solo como el area del poligono formado sin operaciones mas for-
males como una integral definida”.
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p | « | /
b) Ma gque la dsbancia vecorvds o

a elrea de 1o v g e Ll TR -« El &rea de la velocidad

Figura 12. Argumentando con areas

Responde identificando la distancia como “el area de la velocidad” y, efectiva-
mente, visualiza el tridngulo rectangulo correspondiente a la distancia recorrida
por Juan, como la mitad del cuadrado correspondiente a la distancia recorrida
por Carlos. Sin embargo, llama la atencion que no incluye ningun trazo sobre las
graficas, sino que se trata de una descripcion verbal acerca de lo que esta viendo.
Considera esta forma de usar la grafica como “apoyo y como respuesta”.

En un ejemplo mas sobre cémo el uso de las graficas no es algo explicito
para los profesores, el profesor Daniel, relata que “..y me encontré entonces con
el area de una figura. Comparé los datos y fue un descubrimiento interesante,
ya que nunca lo habia mirado de esa manera”. Cuando responde la pregunta
correspondiente a la distancia, es cuando “se da cuenta” de la factibilidad de ver
el problema en funcion de figuras geomeétricas (figura 13).

‘vi'— 3o AT Movimiento rectilineo uniforme,
L . . 7
-I"'""""Wj"w :Am?,\m» vett ‘hn"’.\"zvl‘a il | Se relaciona con el area

“m.‘ stante, Mutvlnt
¢V' UV’( fot' - .Lot
J 1 ’lii \ v

ige velmeiona

fde vn (deta vﬂ_‘,ﬁf—- ¢ de un rectangulo
: ‘l'l :_m,g?‘mw.x £, ‘:

b) En

*. se relaciona con el

e 'M(\:\v 518 \ - Gua.ts o\ deble d& :—” -
A 4l ity 1 s gt g 8w PTTRAT Y - P area de un triangulo
Jvan s ( 2 ) (12848 1282, = G4.85 "
Cor los? d: b VSt s..numcu"dﬂ“"'““”‘o";

Figura 13. Y encontré el area de una figura”

Cuando Daniel aborda el tercer inciso, lo resuelve directamente hallando
el area de las figuras geométricas involucradas (figura 14). Podemos hablar
nuevamente de como el argumento se desarrolla y las graficas sostienen dicho
desarrollo.
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Figura 14. Desarrollando el argumento del area

En la figura 15, mostramos un ejemplo mas de este uso de las graficas
basado en la visualizacién de figuras geométricas. Los dibujos que realiza
Rosa dan cuenta con claridad de este tipo de uso: una forma global de ver las
graficas, el funcionamiento a través de la identificacion de figuras geomeétricas
conocidas, y el desarrollo hacia una suma de areas. Notese que, por alguna
razon no explicitada, toma diferente tiempo para los ciclistas. Para Carlos utilizd
=330 y para Juan, =300.

Velocidad m/s §

e § Juan
e+ 4

q1 =8

0 = ———————— "
L]
.
4
14
; nwto;mmmmwmw & -3
Thempa fargundos) =22 e
Figura 15. Rosa
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Clistunda RTHO
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Respecto al funcionamiento de las graficas a través de areas, presentamos
la siguiente variante mediante lo que hace Nadia. Ella primero encuentra las
expresiones analiticas para cada recta y el punto donde alcanzan la misma
velocidad, se halla mediante la igualacion de las expresiones (figura 16):

H—o

AR\

Figura 16. Nadia

|dentifica que puede hallar la distancia recorrida al punto =12857 mediante
la region bajo la recta (figura 17). Este es un uso diferente a visualizar figuras
geomeétricas v, en este caso, estaria hablando de areas bajo la curva. Si bien en
ninguin momento habla de integracion, senala en sus comentarios que la distan-
cia ‘viene dada por el drea de la region bajo la recta..”; es decir, bajo la funcion
velocidad. Este es un uso de las graficas mas ligado a su funcionamiento como
representacion de una funcion en la que parece ponerse en juego la nocion de
integracion, aunque solo quede explicitado como darea bajo la curva. Esto tiene
una relacién directa con haber hallado las expresiones analiticas de las rectas en
primera instancia: el profesor estd pensando en término de funciones.

b) ¢{Qué ventaja le lleva Carlos a Juan?

Carlos Juan
x La distancia recorrida /dem, pero con
¢ viene dada por el area los puntos (0,0)

de la region bajo la recta |y (12857, 10)
que una los punto (0,10)
y (128.57,10)

Figura 17. Area bajo la curva
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Sin embargo, ya que la grafica estd funcionando en términos de area, nue-
vamente es factible desarrollar este argumento hacia suma de areas (figura 18).
Ahora es mas evidente que esta visualizando figuras geométricas:

f2/a <
e
A I
c) o Nuey va adeloni eﬁ,/f/; de  Hober

Franaass nl  (Sm=0ts)

Juan
s e d=Area del triangulo + Area del rectangulo
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JIJ(,\;/I; 2 360470 =wom | d= frea s Fren

| L e
B
‘ /"’ )! 4
e <
| /
I ! S
25 I

J = (10 14) 4101 = 2990 .
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()al/n( Vo a adelude Here e ZIE
q4e 60 m

Figura 18. Suma de areas de figuras geométricas

UNA TERCERA ESTRATEGIA: ANALIZANDO INTERVALOS

Hemos analizado hasta ahora los usos de las graficas en las dos estrategias
mas utilizadas al resolver el problema: el empleo de férmulas y expresiones
analiticas y la obtencion de areas. Para terminar, presentamos la estrategia de
partir un intervalo la cual, aunque es poco utilizada, permite analizar usos sig-
nificativos de las graficas.

En la figura 19, se muestra la respuesta del equipo A (escenario 1).

1200 m
735 m

150

75

30 60
Figura 19. Seccionando un intervalo
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Para hallar la distancia de Carlos (recta horizontal), multiplicaron 120 por 10
para obtener la distancia recorrida (1200 metros). Pero para el caso de Juan, el
equipo decidio obtener la distancia recorrida partiendo el intervalo del tiempo
en sectores a partir de la escala presentada en la figura original. Para el primer
intervalo (ver ampliacién de la figura 19) en el que han transcurrido 30s, se
tiene una velocidad de 25 m/s, por lo que la distancia recorrida, aplicando el
referente de la formula d = vt, es de 75 m. Para el sequndo intervalo en el que,
transcurriendo otros 30 segundos, se tiene una velocidad de 5 m/s, por lo que
la distancia recorrida es de 150 m y asi sucesivamente. Finalmente, se acumulan
las distancias recorridas en cada intervalo para obtener la distancia total es:

75 + 150 + 210 + 300 = 735 metros

Ya tienen el dato de la distancia recorrida por ambos ciclistas, asi que la
ventaja que le lleva Carlos es Juan es de 465 metros en el instante ¢ = 120:

1200 — 735 = 465 metros de ventaja

Las graficas funcionan como un medio que si les permite aplicar una
formula conocida (d = v/4). Sin embargo, dado que la velocidad de Juan va
cambiando, la forma de ver globalmente a la linea inclinada se transforma
para analizar ahora secciones y poder ver qué ocurre en cada una de ellas.
Posteriormente, proponen un argumento de acumulacién, a través de una
suma de distancias recorridas hasta el ¢ = 120. Lo que resulta significativo, e
incluso sorpresivo para los profesores, es que la grafica sea capaz de sostener
y desarrollar este argumento para poder hallar las respuestas que se piden en
valores de ¢ posteriores.

La forma en la que los profesores interactian con la grdfica es identifican-
do los pares ordenados que les permiten identificar y distinguir regiones. Sin
embargo, los valores numéricos de estos pares ordenados (tiempo-velocidad) se
interpretan de manera diferente para dar un significado a la distancia recorrida:
para el tiempo, solo se considera el tiempo recorrido —cada 30 segundos— vy la
velocidad correspondiente, si se toma directamente del valor de la ordenada
senalado al final de cada seccion. La grafica funciona sumando esos valores
numeéricos representados por la unién de las proyecciones de cada coordenada,
la linea vertical y horizontal (1); la notacién sobre la grafica, esta representando
la distancia recorrida en cada region.
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DISCUSION

De acuerdo con los numeros presentados en la Tabla 1, es claro que el marco
de referencia que la escuela ha privilegiado para las graficas inhibe que estas
puedan ser consideradas como un medio de argumentacion en si mismas y
solo sean la representacion de una funcion; las tareas que los profesores suelen,
entonces, favorecer —y enfrentar a su vez—, se restringen a hallar tal funcién sin
desarrollar un lenguaje grafico rico que los estudios han mostrado como valioso
en el pre-calculo (Cantoral et al, 2006).

Seguramente esta situacion es producto de considerar que lo geométrico, lo
visual o lo grafico pertenecen a una categoria sin rigor, que no corresponde ni
responde a la obra matemadtica. Incluso podemos recordar que los estudios de
visualizacién han declarado que el hecho de que esta habilidad no haya sido
seriamente reconocida, se debe a que no es factible ensenar a visualizar; asi, el
hecho de que el mismo profesor reflexione sobre su propia visualizacion es una
tarea compleja (Arcavi, 2003).

Sin embargo, la matematica educativa busca ampliar esquemas explicativos
para enriquecer la matematica escolar y que esta se muestre como funcional
y articulada. En ese sentido, la Socioepistemologia ha propuesto cuestionar no
tanto las estrategias didacticas sobre como ensefar, sino qué se esta ensenan-
do. Su propuesta se sustenta en considerar una base de significacion para la
matematica escolar que considere el hacer del individuo y de ahi, la importancia
epistemologica que se propone dar a las practicas y al uso del conocimiento.

En el trabajo realizado hasta ahora con el Problema de las Bicicletas hemos
hallado al menos tres tipos de estrategias de resolucion, en las cuales las gra-
ficas se usan de diferente manera. Con relacion a este uso, podemos identificar
una forma puntual de trabajar y argumentar con la grafica, cuando importa
identificar puntos clave o significativos, ya sea numéricamente para utilizarlos
en formulas, o de forma grafica, para hallar las coordenadas de un punto de
interseccion; pero también hay formas mas globales cuando se reconocen inter-
valos o areas. En esta estrategia, la grafica ha funcionado bajo un argumento
de suma de areas de figuras conocidas, como una acumulacién de distancias
por intervalos, o reconociendo un comportamiento proporcional.

Resulta revelador que, aun bajo la primacia del empleo de formulas, los
profesores pueden reconocer en el comportamiento de las rectas el referente
para decidir cual formula usar; esto también da cuenta de formas y funciona-
mientos de la grafica que los profesores no necesariamente reconocen y que,
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sin embargo, son parte de las herramientas y argumentos que ponen en juego
al enfrentar el problema.

Por otra parte, el que no logre reconocerse la grafica misma como algo mas
que un dibujo o una ilustracion puede provocar situaciones como la ilustrada
en la figura 20. En esta respuesta, el profesor identifica claramente —sombrean-
do en su dibujo— un rectangulo y un tridangulo rectangulo; sin embargo, la
solucion que plantea es a través de la formula tradicional d = vt, la cual aplica
para ambos ciclistas. Podemos ver como borra el 2 del denominador cuando
calcula la distancia de Juan; tal vez era un dato que habia visualizado como el
area de un triangulo, pero después lo borra, pues no corresponde a la formula
conocida. Esto lo llevo a una respuesta evidentemente errénea para la pregunta
b), pues afirma que no hay ventaja entre los ciclistas.

vl

Auln= (07 (1285T5) = ig85.Tm

Tacha el dos

Figura 20. Tachando un denominador

Es interesante que él declare, en su reflexion, que el problema no le causo
ninguna duda, lo cual evidencia que la grafica en realidad no le dice nada, pero
tampoco el contexto analitico es realmente significativo para él.

Como otro ejemplo, mostramos el comentario de Jorge respecto al trabajo
con su alumna; €l es el profesor que, en la discusion anterior, identificamos
por su manejo confiado en estrategias visuales. Su alumna intenté —sin mucho
éxito— buscar la expresion analitica de las rectas. Ante ello, Jorge declara: * Me
parece interesante que cometi el error de contestar solo en base a la grafica y su
informacion en los dos primeros incisos. [.] También me pareci6 interesante el
hecho de que, en lugar de tratar de resolverlo con herramientas mas complejas,
siempre busque el método mas rapido, como en este caso, teniendo errores’. Es
decir, a pesar de que él contesto correctamente, con base en la visualizacion de
areas de figuras geométricas conocidas, él otorga a los aspectos analiticos un
valor de verdad superior.
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El analisis que hemos realizado sobre los usos de las graficas deja entrever
la importancia de considerar la graficacion como una practica institucional, que
en su desarrollo escolar, favorece la generacion de un saber matematico mas
rico, funcional y articulado. No solo favorece la construccion -y reconstruccién
continua— del propio objeto grafica, sino que lo hace a través de un proceso de
significacion continua y simultanea al desarrollo de un lenguaje, herramientas
y argumentos graficos.

Aungque no fue objetivo expreso de este escrito, es factible llevar a cabo una
discusién relacionando los usos de las graficas con conocimientos como la
integral, el 4rea de figuras geomeétricas y otros tdpicos de la matematica escolar.
Tomando como base de significacion el uso de la grafica, dichos tdpicos adqui-
rirfan, a su vez, otros significados. De ahi la importancia de reconocery continuar
generando epistemologias de practicas y usos.

COMENTARIOS FINALES

La profesora Nadia, al final de su documento, comenta la necesidad de que “a
los alumnos hay que hacerles relacionar conceptos en distintas asignaturas,
porque los tienen, pero les cuesta relacionarlos”. Eso es lo que ella sintié cuando
compara como ella usé la grafica para resolver el ejercicio y como lo hizo su
propia alumna.

Efectivamente, la propuesta de analizar el conocimiento en uso de los profe-
sores tiene como objetivo que ellos mismos reconozcan que, en cualquier estra-
tegia de resolucion del problema es factible usar las graficas considerando sus
diferentes formas y funcionamientos. Estos usos reflejan, al menos, quién es ese
profesor: el tipo de formacién y el nivel escolar en el que suele dar clases. Pero
también al cambiar el foco de andlisis de lo que sabe el profesor hacia como
lo usa, es factible considerar las herramientas y los argumentos provenientes de
diversos contextos (disciplinas, niveles educativos) que se ponen en juego y se
vuelven fuentes de significacion.

Al analizar el conocimiento en uso, es posible reconocer que una grafica
puede anteceder a la funcién misma y usar una grafica no requiere que se
la conozca en toda su complejidad o precision propias de la estructura mate-
matica. Una vez que el argumento de naturaleza grafica se pone en juego, es
factible desarrollarlo para sostener las respuestas siguientes y lograr, a la vez,
complejizar el conocimiento alrededor de la grafica misma. Esto, consideramos,
plantea un marco de referencia mucho mas amplio y significativo para el cono-
cimiento matematico.
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