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Resumen. La evolucion historica del numero irracional determina diferentes
significados parciales de dicha nocién. Estos significados pueden ser descritos
mediante configuraciones epistémicas, constituidas por diferentes redes de
objetos matematicos (situaciones, acciones, lenguaje, conceptos, propiedades
y argumentos). Estas configuraciones permiten el analisis de libros de texto
de secundaria donde se introduce el numero irracional, de tal forma que este
andlisis puede permitir a su vez la planificacion de procesos de estudio de la
nocion.
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Epistemic configurations associated with the irrational number.
Senses and challenges in secondary education
Abstract. The historical evolution of the irrational number determines different
partial meanings of this notion. These meanings can be described by epistemic
networks configurations, which are made up of different mathematical objects
(situations, actions, language, concepts, properties and arguments). These confi-
gurations allow us to analyze how the textbooks introduce the irrational number,
and this analysis might come in useful for the planning of study process of the
notion.
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La reconstruccion de la nocion de “‘numero irracional” permite el analisis de las
practicas operativas, discursivas y regulativas en Educacién Secundaria. En par-
ticular, se puede abordar el analisis de los libros de texto y, por lo tanto, valorar
la presencia efectiva de distintos usos y significados de la nocién en el curri-
culo, asi como su repercusion en procesos de estudio potenciales. Realizamos
esta reconstruccion de la nocion mediante algunas herramientas del “enfoque
ontosemidtico del conocimiento y la instruccion matematicos’ (EOS; Godino Font,
Wilhelmi y Lurduy, 2010).

Segun el EQS, el andlisis de la actividad matematica comporta, en primera
instancia, la determinacion de los tipos de entidades intervinientes en dicha
actividad. Se distinguen seis tipos primarios: situaciones, acciones, lenguaje,
conceptos, propiedades y argumentos. En una segunda fase, estos objetos se
relacionan entre si formando, ‘configuraciones’, definidas como las redes de
objetos intervinientes y emergentes de los sistemas de practicas.

Estas configuraciones pueden ser epistémicas (redes de objetos institucionales) o cognitivas
(redes de objetos personales). Los sistemas de practicas y las configuraciones se proponen
como herramientas tedricas para describir los conocimientos matematicos, en su doble ver-
sion personal e institucional (Font, Godino y D'Amore, 2007: 6).

La identificacion de configuraciones epistémicas permite el analisis compa-
rativo de libros de texto, por cuanto determinan una referencia para identificar
ausencias y presencias relevantes para la introduccion o desarrollo de una
nocion matematica. Con otras palabras, permiten un andlisis de la idoneidad
epistémica de procesos de ensenanza y aprendizaje potenciales basados en
dichos libros de texto.

La idoneidad epistémica se refiere al grado de representatividad de los significados institucio-
nales implementados (o pretendidos), respecto de un significado de referencia (Godino, Font
y Wilhelmi, 2006: 2).

¢Cudl es el significado de referencia del numero irracional en secundaria?
Esta nocion ha tenido diversos usos vy significados a lo largo de la historia (sec-
cién 2), que nos permitiran construir las configuraciones de referencia (seccion
4), seguin el marco tedrico (seccion 3). Este trabajo epistemologico permitira el
analisis de libros de texto (seccién 5) y la conclusiéon sobre aspectos esenciales
de la actividad matematica que puede potencialmente llevarse a cabo, asi como
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algunas recomendaciones para los profesores. Pero antes de todo ello, en la sec-
cion 1, se motiva la necesidad de un estudio de la nocion de niimero irracional
en la ensenanza preuniversitaria.

EL NUMERO IRRACIONAL COMO OBIJETIVO
PROPIO DE LA EDUCACION SECUNDARIA

El ndmero irracional no puede ser, en secundaria, una mera formacion prope-
déutica, que encontraria su pleno sentido solo anos mas tarde en la universidad,
en particular en las facultades de ciencias. En esta seccion, justificaremos la per-
tinencia de su estudio con “carta de ciudadania” en la educacion secundaria.

PRINCIPIO DE NECESIDAD

Bergé y Sessa (2003) justifican por qué se puede afirmar que Euclides relaciono
estrechamente la nocion del continuo con los segmentos inconmensurables y
coémo esta relacion encierra una dificultad epistemoldgica esencial que dificulta
la adquisicion por parte de los estudiantes. De hecho, esta dificultad es estable
en el tiempo, pudiéndose observar errores persistentes en estudiantes universi-
tarios con relacion a la completitud de la recta numérica real (Bergé, 2010).

Shinno (2007) resalta la importancia de los numeros irracionales como resul-
tado de una medicién o de una ecuacién. Este autor concluye que la fracciéon
continua puede ser un método que permita el necesario proceso de formaliza-
cion para dar respuesta a las necesidades matematicas en la transicion practica-
teoria. Asi, “la introduccion de nuevos numeros debe ser una actividad cuyo fin
sea responder a una necesidad o superar una limitacion” (p. 187).

Scaglia (2000), basandose en la historia de las matematicas, muestra
como la nocion de inconmensurabilidad “fuerza la necesidad” de trascender
la manipulacion concreta y progresar en el estudio de procesos infinitos. Esta
necesidad no es por supuesto privativa de la inconmensurabilidad ni tiene su
fundamento en la historia de las matematicas. Muy al contrario, se refiere a un
aspecto esencial en todo proceso de construccion y comunicacion de un objeto
matematico, ya en condiciones escolares, ya en relativo a la investigacion de los
matematicos profesionales.

La introduccion y desarrollo de un topico matematico debe fundamentarse en un principio
de necesidad, segun el cual una nocién, proceso o significado matematicos son necesarios
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para el calculo de un ejercicio, la resolucion de un problema o el analisis de una situacion;
calculo, resolucion o analisis que de otra forma serfa muy costoso realizar e incluso inviable.
La necesidad matematica se mide entonces en términos de costo, eficiencia o viabilidad
(Contreras, Ordonez y Wilhelmi, 2010, 378).

LA FRACCION CONTINUA EN LA ENSENANZA SECUNDARIA

Los numeros irracionales pueden ser clasificados y diferenciados gracias a la
potencia de métodos que involucran fracciones continuas (Reina, 2010). Estos
métodos y otras propiedades, llevan a laffei (2008) a plantear la necesidad de
incorporar las fracciones continuas como técnica de aproximacion de irraciona-
les en la ensenanza de las matematicas en secundaria.

Sin embargo, los irracionales y las fracciones continuas suelen aparecer en
secciones del tipo “curiosidades matematicas’, “para saber mas’, etc, normalmen-
te desvinculadas de una verdadera actividad matematica y de un proyecto de
ensenanza institucionalizado. De hecho, es clasica la introduccion del nimero
aureo (y de manera relacionada, en su caso, de la sucesién de Fibonacci), pero
sin referencia a la familia de los “niimeros metalicos” (Spinadel, 1995; 2003) o a
la familia de los “numeros morficos” (Redondo, 2008) de la que forma parte.

Sin embargo, Condesse y Minnaard (2007) han razonado por qué algunos
acercamientos didacticos a esta familia pueden ser importantes en diferentes
niveles de la ensenanza. Asimismo, la aparicion mas reciente del numero
iracional “plastico” (Stewart, 1996) y su relacion con las espirales matematicas
como la logaritmica (Reina, 2008) son también conocimientos matematicos que
podrian motivar la importancia y utilidad del ndmero irracional y, en particular,
de las fracciones continuas (Redondo, 2008).

Por otro lado, la fraccion continua como técnica de aproximacion podria
aportar ‘transparencia’ en la representacion, por parte del alumno, en la diferen-
ciacion entre un numero racional y otro irracional, con el objetivo de disminuir
la complejidad semiotica (Zaskis y Sirotic, 2004; 2010).

EL INFINITO MATEMATICO: CONFLICTOS COGNITIVOS
Y DIFICULTADES EPISTEMOLOGICAS

Con relacion al infinito matematico se presentan fenomenos didacticos como
el de aplastamiento, que juega en contra de la construccion del sentido del
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infinito (D)Amore et al, 2006) necesario para el reconocimiento de numeros
irracionales.

En alumnos entre 16 y 17 anos, este sentido del infinito se encuentra en
construccion, suponiendo el infinito actual como una nociéon contraintuitiva
(Garbin, 2005).

¢Como proponen Arrigo y D'Amore (1999) superar los obstaculos provocados
por la cardinalidad de los conjuntos infinitos? A través de la nocion de densidad,
clave en la construccion de los niimeros reales y, por lo tanto, en la necesidad
de los numeros irracionales. Pero, como justifican Mamolo y Zazkis (2008), no
solamente hace falta una “cultura matematica” de base que ayude a los alum-
nos a entender la nocion de infinito matematico, sino que sera necesaria una
intervencion sostenida, especificamente disenada, que permita la conceptualiza-
cion del infinito matematico.

EL PROBLEMA DE LAS REPRESENTACIONES DE LOS NUMEROS IRRACIONALES

Zaskis y Sirotic (2004) observan una dualidad “transparencia-opacidad” en las
representaciones de los alumnos de los numeros racionales e irracionales que
dificulta su distincion, hecho potenciado por el uso de la calculadora. Asimismo,
la ubicacion de un numero irracional en la recta real plantea a los estudiantes
conflictos cognitivos en general dificiles de gestionar (Sirotic y Zazkis, 2007).

Scaglia (2000) identifica dos dificultades de los estudiantes relacionadas con
la representacion: una, écomo un ndmero cuya representacion (decimal) infinita
puede asignarsele un punto determinado en la recta real?; otra, épor qué la
marca o trazo efectuados con lapiz para representar un objeto geomeétrico no
‘son realmente” el objeto ideal?

De hecho, las definiciones escolares usualmente utilizadas de numero
iracional parecen “‘competir’ con las concepciones de los estudiantes (Zaskis
y Sirotic, 2010) hecho que, evidentemente, debe ser tenido en cuenta en su
ensenanza.

Desde un punto de vista ontosemiotico, el problema no es si hay que introducir una sola
representacion de un objeto o mas de una, ni qué traducciones o relaciones entre represen-
taciones hay que tener en cuenta. El problema esta realmente en determinar si las represen-
taciones introducidas facilitan, o no, la realizacién de las practicas que interesan que formen
parte del significado global del alumno, en saber si aumentan o disminuyen la complejidad
semiodtica y también en saber si producen o no conflictos semioticos innecesarios (Font,
Godino y D'Amore, 2007, 15).
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Asi, los profesores tendran que elegir las representaciones mejor adaptadas
al proceso de construccion de los significados personales de los estudiantes. En
particular, habra que tener en cuenta que esta construccion puede exigir un
alejamiento de una realidad concreta (D'Amore, 2004) que, en el caso de los
numeros irracionales, serd insoslayable.

ORIGEN HISTORICO Y CONTEXTOS DE USO DEL NUMERO IRRACIONAL

Conmensurabilidad, proporcionalidad o aproximacion de irracionales por racio-
nales son términos que actualmente son reconocidos como “préximos’. Sin
embargo, un breve analisis histdrico nos permitird comprender la complejidad
de estas conexiones matematicas y el coste intelectual que la humanidad ha
debido invertir para establecerlas. Asimismo, nos dara un marco para la deter-
minacion de configuraciones asociadas al numero irracional, que servira de
referencia para el analisis de libros de texto (seccion 5).

LOS INCONMENSURABLES

Dadas dos longitudes ay b, se dice que son conmensurables si existen dos
numeros n'y m, enteros positivos (n, m € Z*), tal que:

a.n=b.m

Esto es, 1a razon de ay b es el nimero racional n/m.

En caso contrario (no existencia de n'y m en las condiciones antes dichas),
las cantidades a y b se dicen inconmensurables. La existencia de cantidades
‘inconmensurables’ se debe al desarrollo de la geometria por la escuela pitago-
rica griega (siglo V a. C). Entonces se observo, en particular, que no es posible
determinar una razén entre las longitudes de la diagonal de un cuadrado y su
lado, esto es, tales longitudes son inconmensurables.

La nocion de inconmensurabilidad se mantendra largamente ‘atada” a la
geometria y a los problemas “clasicos” propuestos en la matematica griega (Rey
Pastor y Babini, 2000a: 53). Es mas, se evito la entrada al infinito matematico,
aspecto clave en la comprension de los inconmensurables.

Al desarrollar el estudio de la composicion entre los entes geométricos, los griegos pusieron
de manifiesto su gran intuicion respecto a las nociones del continuo, del infinito matematico
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y del limite. Sin embargo, dichas nociones se quedaron solamente en un plano implicito y
el énfasis se centro en la busqueda de alternativas que tornaran "innecesarios" los procesos
infinitos (que se remontan al periodo del descubrimiento de los inconmensurables) en la
matematica (Criséstomo et al, 2005: 132).

PROPORCIONALIDAD E INCONMENSURABILIDAD

A pesar del origen de la nocion de inconmensurabilidad en un contexto geome-
trico, esta emerge asociada a la proporcion. Eudoxo de Cnido (408?-355? a. C),
en su teoria de proporciones, introduce el proceso de comparacion entre magni-
tudes inconmensurables preservando la “homogeneidad” de las mismas.

Mas aun, Eudoxo, en un contexto exclusivamente geomeétrico, logré una ver-
dadera evolucién, “pues resolvié al mismo tiempo las dos maximas dificultades
que entonces se oponian a ese progreso: los irracionales y las equivalencias
(Rey Pastor y Babini, 2000a: 63).

Esta evolucién provocada por la teoria de las proporciones en el tratamiento
de la inconmensurabilidad provoca no solo una nueva configuracion epistémi-
ca, sino una falla epistemologica con la anterior.

Las rupturas epistemologicas se producen a partir de la constatacion de la existencia de
magnitudes de caracter inconmensurable y para eludir el infinito se crean los métodos
de exhauscion y de las razones entre las magnitudes, con la doble reduccion al absurdo
(Crisostomo et al, 2005: 135).

LA APROXIMACION DE IRRACIONALES

Ya en la produccién matematica de los babilonios se puede apreciar la aproxi-
macion sexagesimal de la raiz cuadrada de dos. El método general se desconoce,
pero se propusieron diferentes alternativas (O'Connor y Robertson, 2001; Fowler y
Robson, 1998) como el empleo de la media aritmética (Collette, 1985). Asimismo,
estaban en conocimiento de las hoy denominadas “ternas pitagoricas’.

El método de aproximacién de irracionales por "fracciones continuas' tiene
origen en la matematica babilonia. Una fraccion se denomina “continua simple”
cuando es posible expresarla en la forma:
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Siendo a un numero entero y a (i € N, i > 0) numeros enteros positivos.
Si el numero es racional es posible aproximarlo por una fraccion continua
simple finita (es decir, con un numero finito de a (j € N Ue[0]). Si el numero
es irracional, puede ser aproximado por una fraccion continua simple infinita
(existen infinitos a (j € N Us{0)).
Los babilonios ’/trabajaron en la resolucion de problemas mediante fracciones
continuas "ascendente" (Hayrup, 1990), cuya expresion actual es:

Seguin Hayrup (1990) este método, utilizado también en Egipto, perdurd
hasta el Medievo.

Numerosos andlisis histéricos (Heath, 1897; 1921; Hardy y Wright, 1975;
Courant y Robbins, 1962; Rey Pastor y Babini, 2000a) refieren el uso mas o
menos estable en las distintas escuelas matematicas de la fraccion continua
como método de aproximacion de medidas y distancias. Desde la matematica
griega a los desarrollos de Rafael Bombelli a finales del siglo XVI, hasta Euler
(1707-1783) o Lagrange (1736-1813), las fracciones continuas fueron utilizadas
como método para indagar, describir o utilizar nimeros irracionales con una
aritmética racional.

LA IRRACIONALIDAD

Las cortaduras de Dedekind (1831-1916) suponen una ruptura epistemologica
con la teoria de las proporciones de Eudoxo, a pesar de las concomitancias
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sugeridas por diversos historiadores (Corry, 1994). Dedekind consideraba el
principio de continuidad de Eudoxo inconsistente, estableciendo la necesidad
de un desarrollo de la aritmética.

En efecto, la forma en que los numeros irracionales usualmente se introducen se basa direc-
tamente en el concepto de las magnitudes extensivas -concepto que no se define cuidadosa-
mente en ninguna parte- y explica el nimero como el resultado de medir una magnitud por
otro numero de la misma naturaleza. En lugar de este enfoque, exijo que la aritmética sea
desarrollada a partir de si misma (Dedekind, 1901: 9-10).

El trabajo de Dedekind, cambid el estatus epistemoldgico de los irracionales,
que pasaron a ser ‘numeros’. Este hecho es crucial, puesto que matematicos
notables, como Kronecker (1823-1891), negaban su existencia.

¢A qué vienen sus hermosas investigaciones sobre el numero w? -observaba a Lindemann-.
¢Por qué elige tales problemas si en verdad no existen numeros irracionales de ninguna
clase? (citado por Rey Pastor y Babini, 2000b: 169).

La definicion matematica de numero irracional, tal y como la conocemos
actualmente, tuvo que afrontar, por lo tanto, cuestiones cruciales relativas al
infinito matematico y el cardinal de conjuntos infinitos, la densidad de Q en R
0 la necesaria axiomatizacion debido a la imposibilidad de construir “efectiva-
mente” ciertos numeros.

Todo ello permite enunciar, en el ambito de la didactica de las matematicas,
la hipdtesis seguin la cual esta complejidad epistémica esencial de los nimeros
irracionales determina sobremanera los procesos de ensenanza y aprendizaje
relativos a dicha nocion. En la seccion siguiente introducimos el marco tedrico
que nos permitird un analisis de los libros de texto y, de manera indirecta, de los
procesos de ensenanza potenciales que con ellos se podria llevar a cabo.

MARCO TEORICO

El enfoque ontosemiotico del conocimiento y la instruccién matematicos (EOS)
es una perspectiva fundada en tres aspectos: 1) las matematicas son una
actividad humana (fundamento antropoldgico); 2) los objetos matematicos se
relacionan entre si de una manera “vital y necesaria” (fundamento ecoldgico);
y 3), el conocimiento matematico es una respuesta a una cuestion practica o
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tedrica, ya intramatematica ya extramatematica (fundamento pragmdtico). La
nocion central de esta perspectiva es la de situacion problemdtica, a partir de

la cual emergen las nociones de “practica matematica’, “objeto matematico” y
‘significado de un objeto’.

En concreto se considera que los objetos matematicos son emergentes de sistemas de prac-
ticas. Dicha emergencia es un fenémeno complejo cuya explicacién implica considerar, como
minimo, dos niveles de objetos que emergen de la actividad matematica. En el primer nivel
tenemos aquellas entidades que se pueden observar en un texto matematico (problemas,
definiciones, proposiciones, etc). En un segundo nivel tenemos una tipologia de objetos que
emerge de las distintas maneras de ver, hablar, operar, etc, sobre los objetos del nivel anterior;
nos referimos a objetos personales o institucionales, ostensivos o no ostensivos, unitarios o
sistémicos, etc. (Godino, Batanero y Font, 2009: 6).

Esta actividad matematica es analizada por el EOS a partir de las seis enti-
dades primarias siguientes (Godino et al, 2009: 7):

*  Elementos linguisticos (términos, expresiones, notaciones, graficos..) en
sus diversos registros (escrito, oral, gestual...).

»  Situaciones-problema (aplicaciones, tareas, ejercicios, cuestiones, etcétera).

»  Conceptos-definicion (introducidos mediante definiciones o descripcio-
nes) (recta, punto, numero, media, funcion..).

*  Proposiciones (enunciados sobre conceptos..).

*  Procedimientos (algoritmos, operaciones, técnicas de calculo..).

* Argumentos (enunciados usados para validar o explicar las proposicio-
nes y procedimientos, deductivos o de otro tipo..).

Estas entidades primarias se interrelacionan formando configuraciones o redes
de objetos, que seran cognitivas (relativas a una persona) o epistémicas (si son
compartidas en el seno de una institucion por un grupo de personas). Estas redes
no son unicas para una determinada nocion o proceso matematicos, sino que
estan vinculadas a los contextos de uso que determinan sus distintos sentidos.

Podemos entender que hay un uso ecolégico del término contexto que permite situar el
objeto matematico en diferentes “lugares’, por ejemplo, diferentes instituciones (universidad,
secundaria, etc). Estos “lugares’ no tienen por qué ser solo instituciones; pueden ser también,
por ejemplo, diferentes programas de investigacion o diferentes ‘juegos del lenguaje” (Ramos
y Font, 2006: 539).
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El estudio de estos diferentes ‘lugares” donde vive el objeto numero irracional
nos llevara a conocer los distintos “nichos” donde se alojo y se aloja este objeto
que se manifiesta complejo.

Ahora bien, puesto que cada problema se enmarca dentro de una configuracion epistémica
diferente se puede entender, de manera metaforica, que la situacion-problema “situa” el obje-
to en un ‘lugar” o en ‘“otro” es decir, lo relaciona con un determinado tipo de lenguaje, un
determinado tipo de procedimientos y técnicas, un tipo de argumentaciones, una determinada
definicion del objeto y unas determinadas propiedades. Desde esta perspectiva, cada situacion
problema sittia al objeto en un determinado “nicho’. De esta manera, se tiene que la situacion
problema cumple dos funciones, una de referencia particular al activar la dualidad extensivo-
intensivo y otra, de tipo “ecoldgico’, al situar el objeto matematico en un “nicho” o bien en
otro. (Ramos y Font, 2006: 541).

Entonces nos podriamos preguntar si “ées posible estructurar en un comple-
jo coherente distintas definiciones de una nocion matematica emergentes de
diferentes sistemas de practicas en contextos de uso determinados? (Wilhelmi,
Godino y Lacasta, 2007: 80). La nocion de holosignificado introducida por estos
autores permite responder a esta cuestion; es decir, determinar qué expresamos
al afirmar que una persona comprende una determinada nocion.

La adquisicion del holosignificado supone la capacidad de poner en funcio-
namiento un pensamiento matemadtico flexible (PMF; Wilhelmi, 2003); es decir,
la capacidad de transito rutinario entre diferentes significados asociados a un
objeto matematico, reconociendo las limitaciones propias de cada uno de ellos;
asimismo, el PMF permite establecer nexos firmes entre dichos significados y
uno o varios contextos matematicos, que determinan un control eficaz de la
actividad y capacitan al sujeto para responsabilizarse matematicamente de los
resultados que produce. El holo-significado incorpora las relaciones entre dichos
significados y las tensiones, filiaciones y contradicciones que entre ellos se esta-
blecen (que el pensamiento matematico flexible permite identificar, describir y
controlar).

Asi, el objetivo de este trabajo es la descripcién de los diferentes “sentidos’
asociados al numero irracional, que pueden ser asociados a practicas matemati-
cas propias de ciertos momentos historicos y su reflejo en los textos escolares.

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 24, NUM. 3, DICIEMBRE DE 2012 77



Configuraciones epistémicas asociadas al numero irracional...

CONFIGURACIONES EPISTEMICAS DE REFERENCIA

En esta seccion describimos los distintos sentidos segun las entidades primarias
(situaciones, acciones, lenguaje, conceptos, propiedades y argumentos), que nos
permitird una comparacion objetiva de las configuraciones asociadas.

CONFIGURACION EPISTEMICA IMPLICITA DE LOS NUMEROS IRRACIONALES

Esta configuracion, que puede ser relacionada con la comparacién entre mag-
nitudes en un contexto preponderantemente geométrico y cuya nocion funda-
mental es la inconmensurabilidad entre segmentos por medida comun, puede
ser descrita segun los siguientes elementos de significado:

Lenguaje:

* Verbal Predominantemente geométrico, ya que incluso el lenguaje
aritmético es, en cierto sentido, ‘geométrico”; es decir, los parametros
representan magnitudes geomeétricas.

*  Grdfico: Dibujos de segmentos y figuras geométricas, que nos han llega-
do a través de la obra Elementos, donde se muestran los procedimientos
para considerar conmensurables o no segmentos entre si y areas de
poligonos entre si.

*  Simbdlico. Sistema notacional griego antiguo para nimeros enteros positivos.

Situaciones. Problema de division de un segmento en media y extrema razon.

Conceptos. Numero entero positivo. Magnitud. Segmentos conmensurables
por medida comun. Seccion aurea. Razén. Proporcion. Segmentos inconmensu-
rables por medida comun. Nocion de infinito potencial, horror al infinito, que
surge y que se mantendra por mucho tiempo.

Procedimientos. Métodos geomeétricos, tales como: diagonal de un cuadrado
en relacion con su lado, diagonales de un pentagono regular en relacion con sus
lados, medicién por medio de comparacion de magnitudes geométricas, division
de un segmento en extrema y media razon, antifairesis; método axiomatico (mate-
rial, informal) en contraposicion con la axiomética formal de Hilbert (1993).

! Antifairesis: “a 'y b estan en la misma razén que ¢ y d cuando la antifairesis o sustraccion reciproca entre
ay b es la misma que entre c y d". Euclides usa esta nocion para definir la inconmensurabilidad: “Si al restar
continua y sucesivamente la menor de la mayor de dos magnitudes desiguales, la que queda nunca mide a la
anterior, las magnitudes seran inconmensurables” (Proposicién 2 del libro X de los Elementos).
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Propiedades. Proposiciones y definiciones presentes en los ‘Elementos’”.
Argumentos. Deductivos. Demostracion por reduccion al absurdo (Dantzing, 1954).

CONFIGURACION EPISTEMICA EXPLICITA PARA LOS NUMEROS IRRACIONALES

Esta configuracion, que puede ser relacionada con el problema de preservacion
de la ‘homogeneidad de las magnitudes” y cuya nocion fundamental es la de
proceso de comparacion entre magnitudes inconmensurables, puede ser descri-
ta seguin los siguientes elementos de significado:

Lenguaje

»  Verbal: Predominantemente geométrico, aunque también se presenta un
lenguaje aritmetico-geometrizado.

*  (rdfico: Dibujos de segmentos y figuras geométricas que nos han lle-
gado a través de los Elementos, que muestran los procedimientos para
considerar el tratamiento de magnitudes inconmensurables.

* Simbodlico. Sistema notacional griego antiguo, para numeros enteros
positivos y fracciones.

Situaciones: Existencia del infinito potencial, imposibilidad del infinito actual.
Problema de razones y proporciones entre magnitudes inconmensurables.

Conceptos. Numero entero positivo. Magnitudes homogéneas. Numero par e
impar. Nimeros primos entre si. Razdn. Proporcion. Segmentos conmensurables por
medida comun. Segmentos inconmensurables por medida comun. Razon entre mag-
nitudes inconmensurables. Proporcion. Continuidad de la recta (implicita).

Procedimientos. Medicion por comparacion de magnitudes geométricas.

Propiedades. Definiciones y Proposiciones plasmadas en los Elementos.

Argumentos. Deductivos. Método de exhaucion. Demostracion por doble
reduccion al absurdo (Rey Pastor y Babini, 2000a).

CONFIGURACION EPISTEMICA DE LA APROXIMACION RACIONAL
DE NUMEROS IRRACIONALES

Esta configuracion, que puede ser relacionada con el proceso de aproxima-
cion mediante racionales de numeros irracionales, empleando originariamente
métodos geometricos y mas adelante analiticos, puede ser descrita segun los
siguientes elementos de significado:
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Lenguaje

*  Verbal Geométrico. Algebraico.

*  (rdfico: Dibujos de figuras geomeétricas.

*  Simbolico: Notacion de fracciones en el sistema sexagesimal. Diferentes
notaciones para la fraccion continua a traveés de los tiempos.

Situaciones. Problema de aproximacion racional de numeros irracionales
por distintos métodos. Problema de aproximacion de irracionales por fracciones
continuas.

Conceptos. Fracciones sexagesimales. Procedimientos para la extraccion de
raices cuadradas. Maximo comun divisor entre numeros. Métodos de aproxima-
cion: fraccion continua ascendente. Fraccion continua. Familia de los numeros
metalicos. Familia de los nimeros mérficos (Redondo, 2008).

Procedimientos. Estudio de irracionales por aproximacion. Algoritmo de
Euclides.

Propiedades. Propiedades de las fracciones continuas. Propiedades de la
familia de los niimeros metalicos. Propiedades de la familia de los ndmeros
morficos (Redondo, 2008).

Argumentos. Deductivos.

CONFIGURACION EPISTEMICA ARITMETICA DE LOS NUMEROS IRRACIONALES

Esta configuracion, que puede ser relacionada con la crisis de los fundamen-
tos del calculo, cuestiona lo que hasta ese momento se consideraba como
transparente; a saber, la definicion de numero irracional como resultado de la
medicion de una magnitud mediante otra homogénea. Puede ser descrita seguin
los siguientes elementos de significado:

Lenguaje

»  Verbal Conjuntista. Algebraico.

*  (rdfico: Construcciones graficas realizadas por Cantor para emparejar
biunivocamente a los niimeros enteros con los racionales.

*  Simbolico: Notacion para las cortaduras de Dedekind. Diferentes notacio-
nes para algunos conjuntos numeéricos propuestos por Dedekind.
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Situaciones. Problema de fundamentacion aritmética de nimeros irraciona-
les por distintos metodos. Problema de fundamentacién de la completitud de la
recta geomeétrica. Problema de diferenciacion entre conjuntos infinitos. Problema
planteado por el infinito actual.

Conceptos. Relacion de equivalencia. Numeros racionales. Numeros irra-
cionales (fundamentacién geométrica). Limite de sucesiones. Infinito potencial.
Principio de continuidad de la recta. Cortaduras. Nimeros irracionales (funda-
mentacion aritmética). No numerabilidad del continuo. Infinito actual. Conjuntos
infinitos completos. Principio de correspondencia entre conjuntos infinitos.
Cardinal de un conjunto infinito. Densidad del conjunto de los irracionales.
Numeros transfinitos.

Procedimientos. Cortaduras de Dedekind. Limite de sucesiones fundamenta-
les. Encaje de intervalos cerrados racionales. Busqueda de funciones biyectivas
entre conjuntos infinitos para establecer la coordinabilidad entre ellos.

Propiedades. Propiedades de orden. Axioma del Supremo. Propiedades de la
continuidad. Conjunto perfecto (Velazco, 2005). Conjunto conexo.

Argumentos. Deductivos formales.

CONFIGURACION EPISTEMICA DE LA EXISTENCIA
Y CLASIFICACION DE NUMEROS IRRACIONALES

Esta configuracion asociada a un estado evolucionado de la nocion de numero
irracional, donde la distincion entre niimeros algebraicos y trascendentes es ya
posible, puede ser descrita segun los siguientes elementos de significado:

Lenguaje

»  Verbal Conjuntista. Algebraico.
*  Grdfico: Construcciones geomeétricas de los numeros construibles.
*  Simbdlico: Conjuntista. Algebraico.

Situaciones. Problema de diferenciacion entre nimeros irracionales. Problema
de construccion de numeros irracionales. Problema de representacion en la
recta numérica de numeros irracionales.

Conceptos. Relacion de equivalencia. Numeros racionales. Numeros irra-
cionales (fundamentacion geométrica). Limite de sucesiones. Infinito potencial.
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Numeros algebraicos y trascendentes. No numerabilidad de los nimeros tras-
cendentes. NUmeros construibles. Cuerpos.

Procedimientos. Clasificacion de irracionales y de irracionales cuadraticos
(familia de los numeros metalicos) por fraccion continua. Construccion geomeétri-
ca de numeros irracionales (nimeros construibles). Representacion de irraciona-
les en la recta numérica. Enumeracion del conjunto de los numeros algebraicos.
Meétodo axiomatico formal (segunda formulacién).

Propiedades. Propiedades de los niimeros construibles.

Argumentos. Deductivos formales.

La determinacion de las configuraciones epistémicas relacionadas con una
nocion matematica permite un analisis fino de la presencia y alcance de dicha
nocion en los libros de texto escolares. Contreras, Ordofiez y Wilhelmi (2010)
han mostrado este extremo con relacién a integral definida. En la seccion
siguiente, proponemos un analisis de textos escolares argentinos que incluyen
el numero irracional para su ensefanza con alumnos de 2° de educacion
secundaria (14-15 afnos).

ANALISIS DE LIBROS DE TEXTO DE SECUNDARIA

La muestra que analizamos es intencional, no habiendo un muestreo aleatorio.
El criterio de seleccidn es Unico: editoriales de mayor difusion en Argentina para
2° (14 anos) o 3° (15 anos), seguin la jurisdiccion de la Educacién Secundaria
Basica.’ Este criterio asegura una alta representatividad con relacion al signifi-
cado institucional de referencia, maxime cuando: por un lado, el Ministerio de
Educaciéon propuso unos nucleos de aprendizaje prioritarios (MECT, 2006) para
el conjunto de las distintas jurisdicciones, hecho que ha homogeneizado las
directrices generales de los libros de texto; por otro lado, el numero de textos
utilizados en toda la Republica con un ndmero de colegios no marginal es
aproximadamente de quince, considerandose tres textos los de mas amplia
difusion. Seran estos lo que se utilizaran en el presente estudio.
Los libros seleccionados son:

o Alvarez C, Alvarez F, Garrido L, Martinez S, Ruiz A. (2004). Matemdticas
9. Buenos Aires. Cuspide (Vicens Vives).

? El numero irracional se ha encontrado inmerso en un proceso de desincretizacion (Chevallard, 1991)
por lo que en el curriculum de matematicas de secundaria esta nocion se hace presente en 2° (14 anos)
y en 3° (15 anos) de Educacion Secundaria.
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»  Pineiro G, Rigetti G, Serrano G, Pérez M.(2008). Matemadtica Ill. Buenos
Aires. Santillana.

e Stinsin L, Ziger, D. (2010). Matemdtica 9 Activa. San Isidro. Puerto de
Palos.

Para hacer mas agil la escritura, codificaremos las configuraciones epistémi-
cas de la siguiente manera:

*  CE-implicita: Configuracion epistémica implicita de los numeros irracio-
nales.

*  CE-explicita: Configuracion epistémica explicita para los numeros irra-
cionales.

*  CE-aprox. Configuracion epistémica de la aproximacion racional de
numeros irracionales.

e CE-aritmética: Configuracion epistémica aritmética de los numeros irra-
cionales.

»  CE-existencia: Configuracion epistémica de la existencia y clasificacion
de numeros irracionales.

En las siguientes secciones se muestra un analisis exhaustivo de cada uno
de los libros de texto.

CUSPIDE (ALVAREZ ET AL, 2004)

» Situaciones. Se incluyen situaciones de aproximacion propias de la
CE-aprox. Asimismo se introduce un método geométrico para la repre-
sentacion de numeros irracionales en la recta numérica real propio de
la CE-existencia, pero este método no se aplica o se pone a prueba en
la resolucion de problemas.

* lenguaje. Todos los tipos de lenguaje de las configuraciones son utili-
zados de alguna manera: geomeétrico, aritmético, simbdlico, algebraico y
conjuntista. A pesar de esta exhaustividad, el conjunto de los nimeros
irracionales no es denotado ni se establece de manera explicita la parti-
cion de R en numeros racionales e irracionales (R = Q U (R\Q)).

*  Conceptos-regla. La determinacion de valores aproximados por tanteo
(ensayo-error), asi como calculos aproximados, redondeo y encuadra-
miento implican la definicion segun la CE-aprox. La definicion segun
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la CE-aritmética no se aborda, pero la necesidad de “otros numeros
distintos de los racionales’, relacionada con la densidad y el continuo
de la recta real son sugeridos segun el tipo de expresion decimal de un
numero (figura 1).

5. {Existen otros numeros aparte de los racionales?

Existen numeros con infinitas cifras decimales no periédicas. Uno de ellos es el conocido
namero ©

1=3.141592653..

Estos numeros pueden ponerse en forma de fraccion, y se llaman irracionales. En el
siguiente punto veremos que al extraer una rafz aparece casi siempre irracional.

Figura 1. Definicion de numero irracional (Alvarez et al, 2004, 30).

La CE-existencia se concreta en la observacion de que raices cuadradas y

cubicas de la mayoria de nimeros son numeros irracionales, como sugiere el
texto de la figura 1 (al extraer una raiz aparece casi siempre un irracional).
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*  Propiedades. No se consideran propiedades de todas las configuraciones
epistémicas, salvo un analisis de la propiedad de densidad de Q en R.

*  Procedimientos. En su mayoria se refieren a la CE-aprox, como una
forma de garantizar la manipulacion y el calculo. Ademas, se muestra un
procedimiento de representacion y construccion de raices de numeros
cuadrados y no cuadrados (seguin el procedimiento geométrico atribuido
a Teodoro de Cirene).

* Argumentos. Unicamente tres cuestiones precisan de una respuesta
argumentada, sin necesidad de que esta sea formal. Asi, por ejemplo,
se solicita: “Justifica que la suma de un racional mas un irracional es
siempre irracional. Razona igualmente para el producto de un racional
por un irracional’ (Alvarez et al, 2004: 39). Asimismo, se solicita justificar
que “la diagonal de un cuadrado de lado 7 es d=IN2" y que ‘la altura de
un tridngulo equildtero de lado 2a es h=aV3" (Alvarez et al, 2004: 163).
El resto de ejercicios y problemas suponen una mera aplicacion o uso de
numeros irracionales sin el analisis de su naturaleza o su necesidad.
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SANTILLANA (PINEIRO ET AL, 2008)

Situaciones. Se presentan situaciones de todas las CE, excepto de la
CE-existencia. En particular, se solicita la construccion geométrica de
irracionales y su representacion en la recta real.

Lenguaje. Se utilizan lenguajes de todas las CE.

Conceplos-regla. Se identifica a la CE-aprox en el método de redondeo y
truncamiento. La CE-aritmética se hace presente en las caracterizaciones de
numero irracional (figura 4), pero estas no son confrontadas ni analizadas.

Se intenta dar significado a la introduccion de las definiciones a través de la
medida irracional de la raiz cuadrada de dos, para inmediatamente introducir
las definiciones y los ejemplos (figura 4).

Propiedades. La CE-aritmética es movilizada para el analisis de la den-
sidad de Qy (R\Q) en R, asi como para la observacion de que los con-
juntos N'y Z son discretos. Asimismo, la CE-existencia es considerada por
cuanto se menciona la continuidad de la recta numeérica y se analiza
con cierta formalidad la sucesion de Fibonacci y sus propiedades vy el
numero aureo con ayuda de la calculadora.

Un numero se llama irracional si no es posible escribirlo como una fraccion. La
expresion decimal de un numero irracional es infinita y no es periodica.

Un ejemplo irracional es\[2, observé sus primeras cifras 1,4142135623730950488..
Hay muchas raices cuadradas de nimeros naturales que son irracionales. (dCoémo te
podés dar cuenta?

Si la raiz cuadrada de un ndmero natural no es un natural, entonces se puede ase-
gurar que es un numero irracional.

Por ejemplo\ 9= 3\[49 = 7, etc, son naturales; en cambio) 7, 15\ 39, etc, son irra-
cionales.

Figura 4. Definicién de namero irracional y ejemplos (Pifieiro et al, 2008, 46).

Procedimientos. Se explicitan los métodos propios de las CE-explicita y
CE-aprox. Asimismo, la CE-existencia aporta métodos especificos para
la representacion y construccién de algunas raices de numeros no
cuadrados.
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Argumentos. Los procesos de argumentacion y validacion estan practica-
mente ausentes, puesto que solo se solicita la argumentacion de la acti-
vidad en dos ejercicios, en ambos formalmente segun la CE-aritmética.

PUERTO DE PALOS (STINSIN Y ZIGER, 2010)
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Situaciones. Si bien se presentan situaciones de todas las CE, la CE-existencia
se presenta de manera marginal Unicamente en alguna situacion que impli-
ca reglas de formacién de conjuntos de ndmeros irracionales.

Lenguaje. Se presentan todos los tipos de lenguaje de las distintas CE:
geometrico, aritmético, simbolico, algebraico y conjuntista. Si bien se define
el conjunto R como union de los conjuntos de los niimeros racionales e
iracionales, al igual que en la editorial Cuspide, el conjunto de los niime-
ros irracionales no es denotado ni se establece de manera explicita la
particion de R en numeros racionales e irracionales (R = Q U (R\Q)).
Conceplos-regla. La introduccion de las definiciones no se basa en
un principio de necesidad. No se define al conjunto de los numeros
irracionales, pero si es simbolizado. La definicion segun la CE-aprox se
identifica con los métodos de redondeo y truncamiento. Las caracteriza-
ciones del numero irracional se dan de una manera “fusionada’ (figura
7). La CE-existencia es utilizada en la definicion de la raiz enésima de
un numero, pero no se extiende a raices cubicas u otras que también
pueden ser numeros irracionales.

Tedricamente

Hasta ahora se trabajoé con numeros racionales, que son aquellos que pueden ser
expresados, como el cociente entre dos numeros enteros. Existen expresiones deci-
males con infinitas cifras decimales no periédicas, que no pueden ser expresadas
como el cociente entre dos enteros. Se conoce a este tipo de nimeros como nimeros
irracionales

Algunos ejemplos de nuimeros irracionales son:
7 = 3.141592654.. V2 = 1414213562 .. 4 = 1587401052..
o bien todo nuimero de infinitas cifras decimales con alguna regla de formacion,
por ejemplo:
11223334444 -20102030405..  -0.1133557799..

Figura 7. Definicién de ndmero irracional y ejemplos (Stinsin y Ziger, 2010: 25).
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*  Propiedades. La introduccién de la CE-aritmética evita las propiedades
de continuidad de la recta numérica y la de completitud del conjunto
de los reales (por ampliacion del campo numeérico mediante R1Q). Las
propiedades de las CE-aprox y la CE-existencia son asimismo omitidas.

*  Procedimientos. La CE-aprox se extraen los métodos de redondeo y trun-
camiento y la CE-existencia la representacion de numeros irracionales
en la recta real, pero este Ultimo método no es analizado segun su
campo de validez. Asi, por ejemplo, no se explicita que existen nimeros
iracionales como 1 ov4 , usados como ejemplos (figura 7), para los
cuales no es posible su construccion en la recta real mediante regla y
compas.

* Argumentos. Los procesos de argumentacion y validacion estan practi-
camente ausentes.

BREVE DESCRIPCION GENERAL DE LOS LIBROS DE TEXTO

Los textos escolares muestran, evidentemente, concordancias y discrepancias en
la forma en que los distintos objetos del significado asociados al numero irracio-
nal son introducidos y desarrollados. Estos libros comparten algunos elementos
de las entidades primarias.

*  Situaciones. Todos los textos introducen situaciones de aproximacion
racional de irracionales. La mayoria presenta construcciones numéricas
por alguna regla de formacion. También son mayoritarias las situaciones
de clasificacién entre racionales e irracionales. Asimismo se presentan
cuestiones o problemas relacionados con niimeros “famosos’ (7, nimero
aureo) con un claro objetivo motivacional.

* lenguagje. Todos los tipos de lenguaje de las configuraciones son utili-
zados por las editoriales, siendo los lenguajes aritmético y geomeétrico
los mas abundantes. Este uso permite, por un lado, ampliar el universo
numérico y dotar de sentido a los numeros irracionales; por otro lado,
restringe su uso en contextos algebraicos (como paso hacia la simbo-
lizacion y la generalizacion) y en contextos analiticos (como procesos
de paso al limite). Asimismo, el conjunto de los numeros irracionales
en algunos libros de texto no es denotado, ni se establece de manera
explicita la particion de R en numeros racionales e irracionales (R = Q

U RQ)).
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*  Conceptos-regla. Se introducen meétodos para aproximar numeros irra-
cionales. EI numero irracional es usualmente definido en un contexto
geométrico (donde la medida es la nocién clave), o como solucion de
ecuaciones polindémicas sin solucion en Q. Se definen raiz cuadrada,
cubica y enésima de un nuimero entero positivo. Sin embargo, la continui-
dad de la recta numérica o la completitud de los reales no son, en gene-
ral, abordadas, y la definicion de nimero irracional no se introduce como
respuesta a un problema intramatematico, sino de manera ostensiva.

*  Propiedades. Las propiedades de densidad y orden de (R/Q) en R son
implicitamente consideradas como consecuencia de la aproximacion por
exceso y por defecto de irracionales por racionales. En general, dado que
las practicas operativas estan en el centro de interés de los libros de texto,
las propiedades de las distintas configuraciones epistémicas, mas propias
de las practicas discursivas, quedan relegadas a un segundo plano.

*  Procedimientos. Es mayoritaria la introduccién de procedimientos para
representar geometrica y numéricamente los irracionales. Sin embargo,
no se discute el hecho de que existan numeros irracionales no construi-
bles con regla y compas.

* Argumentos. Los procesos de argumentacion y validacion estan practi-
camente ausentes.

Es posible, asimismo, resaltar algunos aspectos generales del desarrollo de
las configuraciones en los libros de texto. Asi, en la introduccion de los nimeros
irracionales, se privilegian situaciones de aproximacion mediante decimales. La
practica matematica que se propone estd fundamentada basicamente en el
desarrollo de la CE-aprox. Esta opcion se justifica, no siempre de forma explicita,
por el hecho de que en otras ciencias, como la Fisica, las aproximaciones racio-
nales son “suficientes” (Scaglia, 2000) y por la irrupcion de la calculadora en
las aulas como un medio comun. La aproximacion, ademas, esta vinculada al
concepto-regla privilegiado; a saber: ‘numero que no admite expresion decimal
periddica”.

Esta decision, el paso a la aproximacion, implica asimismo la renuncia
implicita a la introduccion de propiedades fundamentales de los numeros irra-
cionales. Esto es asi, por cuanto se presume que ‘las operaciones con decimales
son de sobra conocidas” y, por lo tanto, operar con las aproximaciones de los
irracionales los hace ‘transparentes’. Este hecho no impide la presentacion de
procedimientos para representar y construir geométricamente algunos numeros
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irracionales, como una forma de desvincular dichos niimeros de sus aproxima-
ciones, pero sin llegar a justificaciones o argumentaciones formales basadas en
situaciones que, forzosamente, tendrian que ser intramatematicas.

El “abandono” de la aproximacién como Unica via para introducir los irracio-
nales se realiza por medio de la discusion de la naturaleza de los ‘radicales’ y
de la forma en que se opera con estos.

Por ultimo, es importante senalar que todos los tipos de lenguaje de las con-
figuraciones (geométrico, aritmético, simbolico, algebraico y conjuntista) estan
presentes en los libros de texto. Cierto que de forma no homogénea, siendo pri-
vilegiadas las representaciones geométricas (notablemente en la introduccion),
algebraicas (en la manipulacion simbdlica de expresiones y en la resolucion de
ecuaciones de segundo grado) y aritméticas (en situaciones de aproximacion).

SINTESIS, CONCLUSIONES Y CUESTIONES ABIERTAS

Vinculados al numero irracional, se pueden introducir conceptos, propiedades y
procedimientos que permiten la resolucion de una gran variedad de situaciones,
mediante distintos registros de lenguaje y formas de argumentacion especificas.
Asi, el analisis realizado sobre el origen historico de la nocioén “‘numero irracio-
nal” permite la determinacion de distintas configuraciones que dan respuesta
a problemas intramatematicos que no tienen solucion en el conjunto de los
numeros racionales. La integracion de todas estas configuraciones constituye
el holosignificado de la nocion, es decir, permiten dar una respuesta a las pre-
guntas:

*  (Cudl es el significado del numero irracional? EI conjunto de todos los
objetos involucrados en las distintas configuraciones epistémicas y las
relaciones que pueden establecerse entre ellas.

*  (Qué significa conocer el numero irracional? La comprension de una
nocion matematica puede tener distintos grados o niveles, que indican
la adquisicion de ciertos objetos de las configuraciones epistémicas y
su relacion entre ellos. De esta forma, la respuesta a la pregunta no es
absoluta, sino relativa a un proyecto educativo concreto. El holosignifi-
cado no es, pues, un objetivo de ensefanza, sino una referencia para
valorar los proyectos de estudio con relacion a la nocion.
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Aqui, el holosignificado basado en el estudio historico de la nocion, sirve de
referencia para el analisis de los textos escolares de las editoriales de mayor
difusion e impacto en el sistema educativo.

A pesar de que la diferenciacion entre racional e irracional es una preocupa-
cion comun a los libros de texto analizados, las discrepancias y concordancias
halladas dan cuenta de la heterogeneidad de las propuestas. Ademas, la intro-
duccién del nimero irracional no siempre se basa en un principio de necesidad,
lo que podria redundar en una pérdida de sentido, por parte del alumno, en el
aprendizaje de la nocion de ndmero irracional.

Se observa en la muestra de textos una introduccion reduccionista basada en la
aproximacion y cuya justificacion, explicita o no, se sigue de cuatro presupuestos:

*  Prdctico. Las aproximaciones mediante racionales son suficientes en la
técnica, puesto que esta esta sujeta a los instrumentos de medida, y para
la resolucion de situaciones “de la vida real”.

* FEscolar. Las calculadoras son un instrumento naturalizado en la escue-
la que permiten la manipulacion numérica de aproximaciones de
iracionales, pero no en general el trabajo con expresiones simbolico-
literales (tal es el caso de paquetes informaticos especializados como
Mathematica o Maple).

* De ensenanza. Los métodos de ensenanza basados en la aproxima-
cion de irracionales mediante decimales garantizan la introduccion y
desarrollo de aquellos mediante una actividad matematica (operativa y
discursiva) naturalizada en la institucion “secundaria’, hecho que facilita
su eficacia y minimiza su coste.

*  Cognitivo. Los estudiantes de secundaria, en general, no tienen la
capacidad de asimilar los conocimientos fundantes relacionados con el
numero irracional (conmensurabilidad, densidad de Q en R, continuidad
de R, etcétera).

La utilizacion sistematica de aproximaciones por estas razones prdcticas
(resolucion de situaciones extramatematicas), escolares (uso de calculadora),
de ensenanza (referencia a la actividad naturalizada con decimales) y cogniti-
vas (dificultades de aprendizaje) hacen que los irracionales tengan un estatus
‘accesorio y prescindible” en la actividad matematica; es decir, no se motiva su
pertinencia y necesidad ni en relacion con el coste, ni la eficiencia ni la viabili-
dad (Contreras, Ordonez y Wilhelmi, 2010: 378).
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De esta forma, si bien estos presupuestos deben ser tenidos en cuenta en
el diseno y puesta en marcha de proyectos de ensenanza y aprendizaje de la
nocion, es necesario, asimismo, observar que los niimeros irracionales permiten
progresar en el estudio de procesos de paso al limite, claves en el desarrollo de
las nociones propias del Analisis Matematico (Artigue, 1998). Ademas, la repre-
sentacion en la recta real de numeros irracionales acarrea la problematica del
infinito actual (Scaglia, 2000).

El paso al limite y el infinito actual son imprescindibles para la compren-
sion de cuestiones tipicamente escolares tales como: expresion como fraccion
de decimales periddicos puros y mixtos, resolucion de ecuaciones de segundo
grado con una incégnita, progresiones aritméticas y geomeétricas (en particular,
sumas infinitas de razon positiva menor que la unidad), limites sucesionales o
el estudio de ecuaciones polinomicas de grado superior a 2 (en particular de
grados 3y 4) sin solucion racional (y que, por lo tanto, no son resolubles por el
método Ruffini de factorizacion de polinomios).

Fundamentada la pertinencia de los numeros irracionales, queda todavia
un largo camino para transformar las configuraciones epistémicas descritas
en material de ensefnanza. Las configuraciones no constituyen una ingenieria
didactica, sino la referencia obligada para su construccion. La construccion de
tal ingenieria tendra que implicar, asimismo, la determinacion de pautas para la
valoracion de su idoneidad didactica (Godino, Bencomo, Font y Wilhelmi, 2007),
tanto a priori (previa a la puesta en marcha del proceso instruccional) como a
posteriori (analisis de la experimentacion en contraste con las expectativas).

Esta ingenieria tendria que integrar el paso a la aproximacion como un pro-
cedimiento previo a un proceso infinito, donde las propiedades fundamentales
de los numeros irracionales serian entonces necesarias. Este hecho supondria
superar la maxima erronea siguiente: “‘puesto que las operaciones con decima-
les son de sobra conocidas, operar con las aproximaciones hace transparentes
los numeros irracionales’, que justifica de manera general la intervencion actual
en la secundaria.

Asi, se deberfan proponer situaciones de aproximacion por defecto y por
exceso no solo que involucrasen decimales, sino también fracciones (figura 14),
que tendrian que ser acompanadas por técnicas de control del error cometido.
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T<A3 <2 yaquel’=1<3<4=7’

3 4 3 9 12 16 4 ' .3
—<+3<—,yaque| —| =—<—<-—=|—| .Mejoraproximacion: = (por defecto)
2 2 2 4 4 4 2 2

2
(5 25 27 36

2
5 6 6 ' 5
—<+/3<—,yaque = <—<— g . Mejor aproximacion: — (por defecto)
3 3

3 9 9 9

2 2
6 7 6 36 48 49 7 , T
—<3<—,yaque| — | =—<—<—=| —| .Mejoraproximacién: — (porexceso)
4 4 4 16 16 16 4 4

Figura 14. Aproximacion dev3 por fracciones.

Los procesos infinitos podrian incluir situaciones que impliquen el estudio de
la “periodicidad’, pura o mixta, de fracciones continuas. En la figura 15 se mues-
tra una aproximacion a un irracional mediante una fraccién continua “truncada”
y la notacion del desarrollo infinito (Rey Pastor, Pi Calleja y Trejo, 1969).

efieas— Y Ay !

I+ — 1+

1443 = 21] 3 =[112]

Figura 15. Aproximacion y periodicidad pura y mixta en irracionales cuadraticos.

Serfan asimismo necesarias actividades especificas que cuantificaran la pér-
dida de informacién que se tiene al aproximar un irracional por racionales. Por
ejemplo, suponiendo que la tierra es una esfera cuyo radio mide 6 378 km, si se
toman 3.14 o 3.1415926535 como aproximaciones de T, ées representativa la
diferencia de la longitud del ecuador en cada caso?
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Por Gltimo, es necesario abordar un estudio tedrico que describa las diversas
configuraciones epistémicas como un todo coherente y articulado (holosigni-
ficado), identificando aspectos que promuevan un pensamiento matematico
flexible entre los objetos (situaciones, acciones, lenguaje, conceptos, propiedades
y argumentos) que las constituyen.
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