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Resumen: Se analizan aqui las competencias vy dificultades de estudiantes uni-
versitarios al resolver problemas de determinacion de maximos o minimos de
funciones reales enunciados verbalmente o con contexto geométrico, a partir de
las actuaciones observadas. La investigacion fue motivada por la preocupacion
de conocer si los cursos de matematicas en la universidad mejoran la com-
petencia del estudiante para expresar en lenguaje algebraico las situaciones
planteadas de forma verbal, lo cual es un prerrequisito para estar en posibilidad
de aplicar técnicas de calculo diferencial. Uno de los hallazgos mas relevantes
es que los estudiantes fracasan en la comprension cualitativa del problema y
en la transicion, no solamente del lenguaje verbal al algebraico, sino también
del pensamiento aritmético al algebraico.
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Impact of university courses in algebraic skills training formation
Abstract: This article deals with the analysis of competences and difficulties
of university students when solving problems of determination of maxima or
minima of real-valued functions with a geometrical context or verbal statement
The research has been motivated by the concern about knowing if the univer-
sity level mathematics courses improve the students’ competence of translating
verbally stated situations to algebraic language, which is a necessary requisite
to apply methods from differential calculus. One relevant finding is the fact that
students fail to understand the problem qualitatively; moreover, they fail to transit,
not only from verbal to algebraic language, but also from arithmetical to alge-
braic thinking.
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INTRODUCCION

Los programas de estudio de bachillerato de la Secretaria de Educacion
Publica (SEP) establecen que el estudiante, entre otros aspectos, debe adquirir
las siguientes competencias curriculares: “1. Construye e interpreta modelos
matematicos mediante la aplicacion de procedimientos aritméticos, algebraicos,
geométricos y variacionales, para la comprension y analisis de situaciones
reales, hipotéticas o formales. 2. Formula y resuelve problemas matematicos,
aplicando diferentes enfoques. 3. Explica e interpreta los resultados obtenidos
mediante procedimientos y los contrasta con modelos establecidos o situaciones
reales” (SEP, 2011: 10).

Sin embargo, el analisis de los resultados del examen de ingreso a la uni-
versidad hace patente que muchos estudiantes no poseen un nivel adecuado
de conocimientos. Esta evaluacion, realizada por el Centro Nacional para la
Evaluacion de la Educacion Superior (CENEVAL), permite observar que la falta
de competencias resulta mas grave en las siguientes areas: a) habilidad verbal,
donde se evalla la comprension lectora, b) habilidad matematica, donde se
evalla la capacidad para plantear, en términos matematicos, lo que se le solicita
y para aplicar herramientas de aritmética y algebra, y c) el drea de matematicas,
donde se evalua el conocimiento matematico propiamente dicho.

Investigaciones realizadas en estudiantes que inician la universidad (Cuesta,
2007; Cuesta, Deulofeu y Méndez, 2010) exhiben la existencia de dificultades
derivadas del hecho de que el estudiante no ha desarrollado la capacidad de
utilizar el concepto matematico de una manera adecuada en situaciones con-
textualizadas, aun cuando estas formen parte de sus experiencias personales
y conocimientos anteriores. La incomprension del concepto matematico (Ursini y
Trigueros, 2006; Escalante y Cuesta, 2012) persiste desde la escuela secundaria
hasta el inicio de la universidad. Los estudiantes siguen evitando cualquier
acercamiento algebraico y retornan a procedimientos de caracter aritmético,
en especial cuando el problema implica cierto nivel de razonamiento sobre las
situaciones y los diferentes contextos en que se presenta la tarea.

Lo anterior pone de manifiesto la falta de competencia del estudiante egresa-
do de bachillerato para expresar, en lenguaje algebraico, relaciones planteadas
verbalmente o desde un entorno geométrico. Ahora bien, émejora la competen-
cia después de cursar matematica universitaria? Responder a esta interrogante
requiere organizar, comparar y analizar informacion a partir de las actuaciones
de diferentes grupos de estudiantes universitarios cuando se enfrentan a la
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tarea de responder a situaciones sencillas planteadas en diferentes contextos.
Por ello, la presente investigacion tuvo por objetivo caracterizar las actuaciones
y reportar dificultades del estudiante cuando se enfrenta a la tarea de resolver
problemas aritmético-algebraicos de enunciado verbal. En concreto, se derivan
las siguientes preguntas de investigacion:

» (Existen diferencias en las actuaciones de los estudiantes que han tran-
sitado cursos universitarios de matematicas en diferentes niveles?

e Coémo influye el nivel de avance curricular del estudiante en las diferen-
cias observables al abordar problemas con distintos contextos y grados
de dificultad?

A partir de esta cuestion se examina la relacion entre el problema propuesto
(su contexto y grado de dificultad) y la actuacion mostrada por los estudiantes
de diferentes niveles de avance curricular.

» (Existen dificultades para responder de manera algebraica los problemas
planteados?

Con esta pregunta se examina si el nivel académico formal y la experiencia
previa del estudiante llegan a constituir un obstaculo para expresar algebraica-
mente los problemas propuestos.

ELEMENTOS TEORICOS

Existen diversas investigaciones en matematica educativa que abordan el estu-
dio de los problemas en el proceso de transicion de la aritmética al algebra, casi
todas ellas orientadas a los niveles preuniversitarios. En efecto, muchos estudios
(Kieran, 1981; Booth, 1984; Filloy y Rojano, 1985; Kieran y Filloy, 1989; Ursini, 1990;
Radford, 1996) ponen de manifiesto que se recurre al uso de procedimientos
aritméticos, en lugar de hacerlo al método algebraico. En ocasiones, la ense-
fanza privilegia la sintaxis algebraica con énfasis en aspectos manipulativos y
numericos vy, consecuentemente, provoca tensiones entre los significados atribui-
dos a los conceptos algebraicos en vias de construccion y los provenientes de
la aritmética (Filloy, 1991).

El trabajo parte de las ideas desarrolladas por Eugenio Filloy sobre el analisis
y clasificacion de actuaciones del modelo teorico local (MTL). Este constituye un
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marco tedrico metodoldgico para la observacion experimental, el cual explica y
da respuesta sobre los procesos que se desarrollan en una situacion dada, con
contenidos matematicos especificos y con alumnos concretos. Tiene caracter
descriptivo, explicativo y predictivo, lo que no excluye que los mismos fendmenos
puedan describirse, explicarse y predecirse mediante otro modelo (Puig, 2006).

El MTL comprende cuatro componentes interrelacionadas: a) la componente
de competencia, b) la componente de actuacién, ¢) la componente de ense-
fanza, y d) la componente de comunicacién (Filloy y Rojano, 1984; Filloy, 1999;
Filloy, Puig y Rojano, 2008). La componente de actuacion constituye un marco
propicio para identificar, describir y categorizar las actuaciones de los estudian-
tes cuando se enfrentan a tareas contextualizadas que involucran la relacion
entre variables (Fernandez y Puig, 2002; Filloy et al, 2008).

Nos referimos a las actuaciones en cuanto modos de hacer y conducirse;
es decir, las acciones observables que realiza el estudiante cuando se enfren-
ta a las demandas que se le plantean en las tareas. Su analisis “‘contempla
el dominio de conocimientos alcanzado, pero también estudia la riqueza de
conexiones que se establecen entre los diversos conocimientos, que muestran
su complejidad cuando se movilizan para dar respuesta a las demandas plan-
teadas’ (Rico y Lupianez, 2010: 17). Las actuaciones de los sujetos reales en un
dominio concreto y circunstancias particulares pueden diferir de las que realiza
el sujeto ideal (resolutor ideal). De este modo, las actuaciones (competentes o
no) muestran las capacidades, los conocimientos alcanzados y, si las hay, las
competencias desarrolladas. El término competencia, en cambio, se define como
‘la habilidad para satisfacer con éxito exigencias complejas en un contexto
determinado, mediante la movilizacion de prerrequisitos psicosociales que inclu-
yen aspectos tanto cognitivos como no cognitivos’ (Rico y Lupiafez, 2010: 22).

Asi, la componente de actuacion constituye el marco propicio para nuestros
objetivos de investigacion: identificar y categorizar las actuaciones de los estudian-
tes, cuando se enfrentan a tareas contextualizadas que involucran la relacion entre
variables. Precisamente, en Filloy y sus colaboradores (2008) se halla una exhaustiva
explicacion de todos los elementos e interrelaciones implicados en la competencia
que posee el resolutor ideal en la solucion de problemas de enunciado verbal. De
acuerdo con el método cartesiano, el aspecto fundamental en la solucién del proble-
ma es el paso del lenguaje natural a una expresion en el lenguaje del algebra: una
ecuacion. Por tanto, en la resolucion de dichos problemas se hallan implicadas tanto
la competencia en ambos lenguajes, como la competencia en el proceso del paso de
un texto escrito en lenguaje natural a un texto escrito en el lenguaje del algebra.
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ASPECTOS METODOLOGICOS

A fin de analizar la competencia algebraica, se describen las actuaciones del
estudiante cuando se enfrenta a situaciones especificas en las que el aspecto
crucial radica en la traduccion del enunciado del problema a la expresion aritmé-
tica o algebraica (Puig y Cerdan, 1990). De este modo, identificar y categorizar las
clases de actuaciones y competencias implica, en primer lugar, evaluar las habili-
dades del estudiante en la lectura e interpretacion de enunciados (Arnau y Puig,
2005) para, posteriormente, analizar los procedimientos empleados en la solucién,
es dedir, las conductas observadas en los resolutores reales (Puig, 2008).

SUJETOS DE LA EXPERIENCIA

Se tomé una muestra de 75 estudiantes de la licenciatura en economia, repre-
sentativa de tres grupos con distintos niveles de avance curricular. Los grupos
estan diferenciados por el nivel de conocimiento impartido en clases sobre el
concepto de valor extremo (maximo y minimo) de una funcién y sobre el uso
de derivadas para resolver problemas de optimizacion. Debido a la evidente
necesidad de mantener la confidencialidad de los estudiantes, se les asigna un
codigo de referencia (ver Tabla 1).

Tabla 1. Caracteristicas generales de la muestra

L Niimero de -
Grupo de: Situacion al momento de la prueba . (ddigos
estudiantes
. Estudia cdlculo de una variable real, pero no ha estudiado problemas
Glculo | o 25 b ls
de optimizacion.
Recién estudio el concepto de méx. /min. de funciones de una variable
Gleuloll real y su resolucion con derivadas. Actualmente estudia funciones de 22 Ihs ... Il

varias variables.

Hace un afio estudid problemas de optimizacién, culminando con
Econometrfa | optimizacion restringida de funciones de varias variables por el méto- 28 Es..Bs
do del multiplicador de Lagrange.

El instrumento de evaluacion

La prueba escrita aplicada durante la investigacion consiste en cuatro problemas
contextualizados de determinacion de maximo o minimo, que se caracterizan
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por la factibilidad de su respuesta, sin necesidad de aplicar los conocimientos
de cdlculo estudiados en la universidad. Sin embargo, el nivel de interpretacion
difiere y se incrementa en el orden en que se presentan los problemas.

Problema 1: Encuentra dos numeros positivos a y b cuya suma sea 30, pero
cuya multiplicacion sea la maxima posible.

* Para su solucion se requiere un nivel muy elemental de interpretacion;
las cantidades variables que intervienen estan explicitamente dadas y las
relaciones entre ellas estan descritas verbalmente, pero haciendo referen-
cia directa a operaciones aritmeticas.

Problema 3: Un rectangulo tiene perimetro fijo de 60 cm. {Cuanto deben
medir sus lados para que el drea del rectdngulo sea lo mas grande posible?

* Requiere un nivel elemental de interpretacion. Es necesario que el estu-
diante reconozca las cantidades que determinan el perimetro y el area
de un rectangulo, asi como la relacion entre ellas. De hecho, una vez
traducido este problema al lenguaje algebraico, sera evidente que equi-
vale al Problema 1.

Problema 4: Con la finalidad de motivar a los automovilistas para que
contemplen los paisajes naturales de Veracruz, la Secretaria de Turismo del
Gobierno del estado esta planeando construir areas de camping al lado de las
carreteras. Cada una debe ser rectangular, con una superficie de 5000 metros
cuadrados (ver Figura 1). Por supuesto, el lado frontal adyacente a la carretera
no debe estar cercado. {Cudl debe ser la longitud del lado frontal a fin de que
la cantidad necesaria de malla para cercar sea minima?
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Area de Camping

Lado frontal

(arretera

Figura 1

» Este problema incluye los requerimientos del Problema 3, pero las rela-
ciones entre las cantidades involucradas son un poco mas complicadas.
Adicionalmente, en el enunciado del problema no se mencionan de

forma explicita los conceptos geométricos de perimetro y area de un

rectangulo, dejando al estudiante la tarea de descubrir la necesidad de

utilizarlos después de una interpretacion de la situacion contextualizada

descrita y de la figura auxiliar que se le proporciona.

Problema 2: Una huerta tiene actualmente 25 arboles que producen 600
frutos cada uno. Se calcula que, por cada arbol adicional plantado, la produc-
cion de cada arbol disminuird en 15 frutos. {Cuantos arboles adicionales deben

plantarse para que la produccién total de la huerta sea maxima? ¢Es realista tu

respuesta? De no serlo, équé decidirias si fueras el duefio de la huerta?

* Es el problema donde se requiere mayor esfuerzo de interpretacion
y analisis; no esta referido a conceptos de la geometria elemental, ni
hace referencia directa a operaciones aritméticas, ademas de que las
relaciones entre las cantidades involucradas son mas complicadas; sin

embargo, esta referido a situaciones tipicas dentro del area profesional

de los estudiantes de economia. Por tal motivo, en principio se espera
que los estudiantes con mayor avance curricular (grupo de econometria)
muestren mayor nivel de competencia, toda vez que poseen un acervo
de conocimientos mas amplio, y mas experiencia dentro del contexto de

sus estudios profesionales.
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Se espera que, al abordar los problemas propuestos, el estudiante utilice
cualquier procedimiento, desde resolver con operaciones aritméticas elementa-
les o con procedimientos algebraicos, hasta utilizar los métodos de optimizacion
estudiados en los cursos universitarios.

Experimento y procesamiento de datos

La prueba escrita se realizd durante dos horas dentro del horario de clases de
cada grupo, bajo las siguientes orientaciones: a) utilizar cualquier procedimiento
de solucion, b) no borrar ninguna respuesta escrita, y ¢) que, en caso de no
responder, se escriban las causas. Posteriormente, se realizd una revision de
las respuestas escritas, con la finalidad de clasificar y comparar las diferentes
actuaciones y dificultades de los estudiantes de los tres grupos.

La revision de las respuestas escritas permitié conocer las diferentes actua-
ciones (acciones observables) que realizan los estudiantes. Aunque las respues-
tas seran tratadas en el andlisis de cada uno de los problemas propuestos, se
clasifican en las siguientes categorias:

Aritmética: Se aborda el problema con procedimientos de tipo aritmético,
experimentando con valores que satisfagan las condiciones establecidas, segui-
do de operaciones elementales que conducen o no a una solucion correcta.

Algebraica: A partir del contexto verbalmente planteado o de la solucion arit-
mética, se procura expresar una relacion algebraica entre las cantidades desco-
nocidas y las relaciones implicadas en el problema, a partir de la cual se podria
llegar a una solucion, correcta o incorrecta, por procedimientos de optimizacion
que provienen del calculo diferencial de una o dos variables.

Incomprension: La actuacion del estudiante manifiesta una total o parcial incom-
prension del contexto del problema o de las condiciones y relaciones implicadas.

Cabe destacar que las categorias no son excluyentes; es decir, se encuen-
tran casos de estudiantes que, aun desarrollando una actuaciéon aritmética o
algebraica, manifiestan incomprension del contexto del problema. También se
presentan casos de estudiantes que desarrollan una actuacion aritmética v,
ademads, una actuacion algebraica.

LA ENTREVISTA

Se seleccionaron los estudiantes de cada grupo que habrian de participar en las
entrevistas individuales. Las entrevistas se realizaron una semana después de
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la prueba escrita, en un ambiente de intercambio de ideas entre el estudiante y
el entrevistador, para analizar las diferentes maneras de abordar los problemas
propuestos. El instrumento consiste en un conjunto de preguntas de caracter no
estructurado, que tienen por objetivo profundizar en el conocimiento que posee
el estudiante sobre los problemas.

Con esta finalidad, se decide elegir, del conjunto de sujetos en estudio, una
muestra de solo 16 estudiantes (ver Tabla 2), seleccionada bajo el criterio de que
sus respuestas aporten nuevos elementos acerca de sus dificultades y modo de
actuar. Las entrevistas fueron grabadas en audio con dos propositos: en primer
lugar, para obtener datos adicionales sobre la actuacion utilizada (de acuerdo
con la clasificacién anterior); y mas importante, para conducir al estudiante, en
caso necesario, hacia el uso de expresiones algebraicas que le permitan llegar
a la solucion.

Tabla 2. Cantidad de estudiantes entrevistados por grupo

Grupo de: Niimero de estudiantes:
leulo | 5
(lculo 1l 5
Econometria 6
TOTAL 16

DISCUSION DE RESULTADOS

A continuacion se describen los principales resultados sobre las actuaciones y
dificultades de los 75 estudiantes que participaron en la prueba, complementa-
dos con algunas observaciones resultantes de las entrevistas realizadas a 16 de
ellos. Por cada problema se muestra una tabla con el porcentaje de aciertos y
las actuaciones observadas, con independencia de que conduzcan o no a una
respuesta correcta. Los problemas se analizan en orden creciente con respecto
al nivel de interpretacion requerido, segun se establecié en la seccion de aspec-
tos metodologicos.

ANALISIS DE ACTUACIONES Y DIFICULTADES EN EL PROBLEMA 1
Se observa que, con aritmética elemental, un gran nimero de estudiantes deter-

mina que los nuimeros que permiten resolver el problema son a =15y b = 15
sin embargo, se presentan respuestas incorrectas (ver Tabla 3) debido a una
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interpretacion inadecuada de la situacion. En efecto, algunos estudiantes no
aciertan dado que, en la frase “dos numeros positivos a y b, interpretan que
ambos numeros deben ser diferentes y enteros concluyendo, en consecuencia,
que a=16y b =14 o viceversa.

Tabla 3. Porcentajes de aciertos y actuaciones en el Problema 1

. . Porcentaje de alumnos que exhiben la actuacion
Grupo Porcentaje de aciertos — - -
Aritmética Algebraica Incomprension
(lculo | % 100 0 4
lculo 11 86.4 100 9 3.6
Econometria 89 100 10.7 11

La mayoria de los estudiantes de los tres grupos respondié de manera arit-
mética. Durante la entrevista se pregunta: ‘‘como llegas a la conclusion de que
los numeros son a =15y b = 157y las respuestas son: “por tanteo’, “compro-
bando con varios calculos” o “realizando tabla de valores’. Algunos estudiantes,
después de mostrar una actuacion aritmética, recurren a una algebraica. Un
ejemplo es la actuacion del estudiante Il,,, quien culmina con una justificacion

analitica de la respuesta correcta.

P » &%0  b»e  aibio | ALz max
i e Lo o TS TLVERNE ¢ e -
. U:_KL)_._ML-B flm=0
i, B B = 30-1 ; ,
2 )330%}5 et oy o0 TN el Bt TS
o b, WS itaty s
b — e PNy, W O O < ing JE505.. y 25
(it = s
\s*nsu 2250 I e T RO ORI T A ,d—ls
2e Mo =Ye ’b‘ IS']" Boslgss & \l:)* 18 2ot o)
zoxl0= WKW T *
3 e -
i‘l:; v23 — d__d——hﬁt

Figura 2. Respuesta del estudiante Il,; al Problema 1

De los porcentajes de respuestas acertadas se puede inferir cierto grado de
homogeneidad entre los tres grupos; sin embargo, los estudiantes de Calculo |
y Il presentan porcentajes menores de incomprension que los de econometria.
Esto puede deberse a su cercania temporal con los estudios preuniversitarios,
en los que frecuentemente se abordan situaciones similares a la planteada
con herramientas aritméticas elementales; mientras que algunos estudiantes
de econometria intentan abordar el problema con procedimientos sofisticados
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adquiridos en sus estudios universitarios, como se muestra en la respuesta del
estudiante Es,.

Mea ub‘ aJal lolth 230
L SEIGEDTd ,.-.;oﬂ_;u,o-
}5 +h &

d,/ 15 ! Bt

ﬂ: 6\"’)'-- TfL-j—z,_‘j
RL‘— o,rj
2 2 b
l’bb-ql 20

Figura 3. Respuesta del estudiante Es; al Problema 1

En el afan de detectar dificultades para responder algebraicamente, duran-
te la entrevista se pregunta: “ése puede demostrar matematicamente que los
numeros son a =15y b =15 o “ése puede expresar o llegar a la solucion de
manera algebraica?” Muchos estudiantes, aun teniendo una solucién aritméti-
ca correcta, no son capaces de transferir dicho conocimiento a una expresion
de tipo algebraico. Resultd que, de los 16 entrevistados, solo un estudiante de
econometria logra plantear el problema algebraicamente. El resto proporciona
respuestas del tipo ‘no recuerdo’, ‘no entiendo como’, 0 “‘no sé plantearlo’, las
cuales evidencian la existencia de obstaculos para transferir el problema y su
solucion aritmética, al lenguaje algebraico. En sintesis, los estudiantes son inca-
paces de transferir el conocimiento aritmético que tienen acerca del problema a
una expresion algebraica, aun cuando en el propio enunciado de este existen
elementos discursivos que coadyuvan a la construccion algebraica.
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ANALISIS DE ACTUACIONES Y DIFICULTADES EN EL PROBLEMA 3

Un gran numero de estudiantes no acierta a responder.

Tabla 4. Porcentajes de aciertos y actuaciones en el Problema 3

. 5 Porcentaje de alumnos que exhiben la actuacion
Grupo Porcentaje de aciertos — - -
Aritmética Algebraica Incomprension
lculo | 8 56 0 44
Glculoll 45 545 45 41
Econometria 11 60.7 3.6 04.3

La primera causa de falencia es, precisamente, la incomprension del contexto
geométrico, de los conceptos involucrados (perimetro y area) o de la relacion
existente entre ambos. Tales rasgos de incomprension se ejemplifican en la
respuesta del estudiante |,

2 ?: €Oom

T xackamenls  wo s at e lo que tenp que hawr
Yot al o rewe® algny  Fhivle e Sacol O pepimet?
pae suber ward | de  cady Lacb.

Figura 4. Respuesta del estudiante I, al Problema 3

El mismo sujeto, en el siguiente fragmento de entrevista, muestra algun
matiz de actuacion algebraica, a pesar de la cual prevalece la incomprension:

PROFESOR: ¢Qué no entiendes en este problema?

ESTUDIANTE I,;:  Es que debo checar cuanto mide cada lado, para que el perimetro sea
60 y no recuerdo como hacer para sacar cada lado.

PROFESOR: Tu problema es que no sabes cémo separar 60 en cuatro valores; sin

embargo, en el primer problema puedes separar 30 en dos valores.
¢No te parece que basicamente debes hacer como en el Problema
1?

ESTUDIANTE |,;: Si.
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PROFESOR: Pero tienes otra condicion, icudl es?
ESTUDIANTE I;: ~ Que el area sea lo mas grande, pero no entiendo como.

En segundo lugar, este estudiante, por una actuacién aritmética que, si bien
surge de la comprension de los conceptos de perimetro y area, no aporta una
respuesta correcta debido a sus concepciones acerca de los rectangulos y los
cuadrados. En efecto, el estudiante no reconoce que los valores que maximizan
el area son 15 y 15. Resulta interesante que la totalidad de los estudiantes
entrevistados responda que los valores que maximizan el area son 16y 14 (o
viceversa), y que durante la entrevista se responda:

PROFESOR: ¢No puede ser 15 en cada uno de los lados?

ESTUDIANTE: No, porque entonces serfa un cuadrado, y no un rectangulo, como se
expresa en el problema.

PROFESOR: ¢Qué es un rectangulo?

ESTUDIANTE: Una figura con dos pares de lados iguales, pero unos son mayores
que otros, 0 la base mayor que la altura.

PROFESOR: ¢Entonces, un cuadrado es un rectangulo?

ESTUDIANTE: No, porque en el cuadrado todos los lados son iguales.

PROFESOR: éComo se halla el drea de un rectangulo?

ESTUDIANTE: Base por altura.

PROFESOR: ¢Como se halla el drea de un cuadrado?

ESTUDIANTE: Lado por lado.

Con independencia del grado de avance, las respuestas en los tres grupos
ponen de manifiesto que no se tienen definiciones correctas de las figuras, al
punto que algunos estudiantes no pueden responder a preguntas como: “Qué
significa la palabra cuadrilatero?” o “dqué significa la palabra rectangulo?” Cabe
destacar que la dificultad conceptual va acompanada de los prototipos visuales
que se tienen sobre el cuadrado (“el que tiene cuatro lados iguales’) y el rectan-
gulo (“el que tiene la base mayor que la altura”).

En resumen, se pudo comprobar que no se tiene la competencia necesaria
para trasladar los resultados obtenidos (aritméticos) a expresiones algebraicas,
porque se desconoce la relacion existente entre los conceptos de perimetro y
area. Un ejemplo se halla en la respuesta del estudiante |, confirmado por el
subsecuente fragmento de entrevista.
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Figura 5. Respuesta del estudiante I;s al Problema 3

PROFESOR: ¢Puedes representar algebraicamente las condiciones del problema?

ESTUDIANTE I,z No, me costaria mucho trabajo.

PROFESOR: éPuedes simbolizar cada lado de la figura y tratar de expresar las
condiciones? Intenta expresar primero el area y luego el perimetro.

ESTUDIANTE: Es lo complicado, si tengo valores lo puedo hacer, pero plantearlo me

cuesta trabajo.

En cambio, la actuacion algebraica se halla en las respuestas de pocos estu-
diantes (ver Tabla 4); un ejemplo es la respuesta del estudiante Il

e 33 tdks

o IR R T

Figura 6. Respuesta de Il,; al Problema 3

Los porcentajes de incomprension muestran lo complicado que resulta a
los estudiantes de los tres grupos entender el contexto geométrico de este pro-
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blema. En los estudiantes avanzados (grupo de econometria) se halla el mas
alto promedio de aciertos, pero son ellos quienes manifiestan también el mayor
porcentaje de incomprension (ver Tabla 4), debido quizds a que se encuentran
mas alejados, temporalmente, de los cursos (en secundaria y bachillerato) en
los que se suelen abordar situaciones geomeétricas de este tipo. Esta situacion
se complica por la tendencia del estudiante avanzado a utilizar herramientas
sofisticadas estudiadas en la universidad que, independientemente de su perti-
nencia, no siempre fueron bien comprendidas.

Asi, el nivel académico formal no ha implicado un aprendizaje significativo;
el nuevo conocimiento adquirido en los cursos avanzados se transforma mas
bien en un obstaculo para la comprension del contenido de los problemas y
para el transito de los lenguajes (comun y aritmético) al algebraico.

ANALISIS DE ACTUACIONES Y DIFICULTADES EN EL PROBLEMA 4

En la actuacién de muchos estudiantes (ver Tabla 5) se observa incomprension
de las condiciones verbalmente planteadas.

Tabla 5. Porcentajes de aciertos y actuaciones en el Problema 4

. . Porcentaje de alumnos que exhiben la actuacion
Grupo Porcentaje de aciertos T - —
Aritmética Algebraica Incomprension
Glculo | 4 12 0 88
Glculo Il 36.4 274 9 63.6
Econometria 31 50 8 42

A causa de una lectura inadecuada del enunciado, o por el desconocimiento
sobre los conceptos implicados en la tarea, surgen respuestas como:

[S0q =30.3 h
L(Jd(\ O.C!LJOI Cenfn {yuﬁtm 31.311
Rederoles 69. 37

Figura 7. Respuesta del estudiante Il al Problema 4
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Figura 8. Respuesta del estudiante |, al Problema 4

Tendencia que luego se manifiesta otra vez en este fragmento de entrevista

al estudiante |,;:

ESTUDIANTE |:

PROFESOR:
ESTUDIANTE 1;:

PROFESOR:

ESTUDIANTE I;:
PROFESOR:

ESTUDIANTE 1;:
PROFESOR:

ESTUDIANTE I;:

Se supone que son 5000 metros cuadrados [sefala la Figura 1].. el
lado frontal no se debe cercar.

No, no se puede cercar.

Es un rectangulo... éSe puede decir que su area es de 5000 metros
cuadrados?

Si.

No, no entiendo.

Observa, se desea colocar malla a estos tres lados [sefala la Figura
1], pero se desea que la cantidad de malla sea la menor posible; si el
area debe ser 5000 metros cuadrados, équé valores podrian ser?

No sé.

Bien, supongamos que damos valores de 1000 al lado frontal y 5 al
lado lateral, écémo calculas el perimetro?

Lado por lado.

En otros casos, la actuacion se limita a una operacion aritmética, consistente
en proponer dos valores cuya multiplicacion sea 5000, y no mas; esta situacion
es causada por la desconexion existente entre los conceptos de perimetro y
area. Se pudo comprobar que 7 de los 16 estudiantes entrevistados responden,
acertadamente, que el lado frontal debe ser de 100 metros y el ortogonal de 50
metros, pero solo dos pueden verificar (de manera aritmética) que la cantidad
necesaria de malla sea minima. Un ejemplo es la respuesta del estudiante Il

50
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Figura 9. Respuesta del estudiante 1128 al Problema 4

Este estudiante luego manifiesta en la entrevista:

PROFESOR: ¢Como llegas a esta respuesta?

ESTUDIANTE Il Multiplicando con la calculadora, para que me diera 5000, tomé algu-
nas variantes.

PROFESOR: éPero como determinas que deben ser 100 y 50?

ESTUDIANTE Il Realicé algunas variantes, incluso con nimeros no enteros, y fui cal-
culando la cantidad de malla. Al final llegué a la conclusién que debe
ser la respuesta correcta.

Los resultados ponen en evidencia que no existe una mejora en el porcen-
taje de aciertos de los estudiantes de econometria (31%) en relacion con los
de Calculo II (36.4%), aunque ambos grupos mejoran en relacion con el de
Calculo I (4%). Si bien es cierto que la incomprension disminuye con mayores
niveles de avance curricular (ver Tabla 5), no se incrementa en igual medida el
porcentaje de actuaciones algebraicas. Se pudo constatar que los estudiantes
que comprenden, sin importar cual sea su nivel académico, exhiben actuaciones
aritméticas. Resulta relevante que, de los 16 entrevistados, solo un estudiante (el
sujeto 1,, del grupo de Calculo 1) logra, guiado por las preguntas del entrevista-
dor, una expresion algebraica del tipo C= (500 / x)( 2 ) + x.
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Figura 10. Respuesta del estudiante 122 al Problema 4 (fragmento)

ANALISIS DE ACTUACIONES Y DIFICULTADES EN EL PROBLEMA 2

Una situacion latente en las respuestas escritas es la incomprension del enun-
ciado o de las condiciones del problema (ver Tabla 6). La inmensa mayoria de
los estudiantes puede determinar que la produccion total actual es de 1500
frutos (resultado al que arriban mediante la multiplicacion 600 x 25), pero se
genera un serio conflicto que inicia con la total incomprension de la frase “por
cada arbol adicional plantado, la producciéon de cada uno disminuira en 15 fru-
tos’, e incluye la inadecuada interpretacion de la naturaleza de la dependencia
de la produccion total con respecto al numero de arboles plantados.

Tabla 6. Porcentajes de aciertos y actuaciones en el Problema 2

. . Porcentaje de alumnos que exhiben la actuacién
Grupo Porcentaje de aciertos . : :
Aritmética Algebraica Incomprension
(lculo | 28 36 4 68
Galculoll 36.4 318 9.1 50
Econometria 393 321 7.1 46.4

En el grupo de econometria se halla el mayor nivel de aciertos, porque la
situacion planteada y las relaciones que en ella se establecen son mas familia-
res y cercanas al estudiante avanzado de esta materia, que a los estudiantes de
Calculo l'y Il. Ademas, el estudiante de econometria deberia poseer, debido a su
avance curricular, mas herramientas para dar solucion al problema. Obsérvese
que el nivel de comprension no mejora de manera significativa en los estu-
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diantes avanzados, como tampoco resultan estos ser los mas competentes en
la aplicacion de procedimientos algebraicos.

La realidad es que existe un alto nivel de incomprension en los tres grupos
de estudiantes, provocado por la falta de competencia en el lenguaje comun y
en el lenguaje propio del campo de estudios profesionales, tal y como se mues-
tra en las respuestas de los estudiantes E,s y Il
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Figura 11. Respuesta del estudiante E.sal Problema 2
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Figura 12. Respuesta del estudiante Il al Problema 2

En otros casos, y como resultado de una comprension del contexto y de las
condiciones del problema, la actuacion utilizada es aritmética (ver Tabla 6). Un
ejemplo es la respuesta del sujeto Il
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Figura 13. Respuesta del estudiante Il;; al Problema 2

Ahora bien, la cuestion relevante es: poseen estos estudiantes la competen-
cia para trasladar dicho conocimiento aritmetico a una expresion algebraica?
Durante la entrevista, solo cuatro estudiantes logran, bajo la guia del entrevis-
tador, escribir la expresion algebraica del tipo P = (25 = x)(600 - 15x). Para el
resto, la tarea de trasladar el conocimiento que se tiene sobre el problema a
una expresion algebraica derivd en un serio conflicto, como se muestra en el
siguiente fragmento de entrevista.

PROFESOR:

ESTUDIANTE |l,:

PROFESOR:

ESTUDIANTE Il;:

PROFESOR:

54

¢Como expresar algebraicamente los resultados aritméticos?

Con una regla de tres.

¢Como podemos llegar al resultado con una regla de tres?

Por 25 arboles se producen 600 frutos.. Se me dificulta encontrar la
cantidad.

Observa la primera columna de tus resultados aritméticos; estas incre-
mentando la cantidad de arboles de uno en uno, mientras que en la
segunda columna disminuyes de 15 en 15.Y después multiplicas los
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resultados de ambas columnas. {Podemos, de cada columna, obtener
una expresion matematica y luego multiplicar?
ESTUDIANTE Il5,;:  SiL.
PROFESOR: ¢Como? éPor qué no llamamos x a la variable incrementada?
ESTUDIANTE 5 No, no sé como hacerlo.

En otros casos, los estudiantes intentan proponer una solucion de tipo
algebraica, que no refleja comprension del problema, como se muestra en la
respuesta del estudiante Es,. En €l puede observarse una inclinacion hacia el
uso de formalismos a los que ha estado expuesto durante sus cursos univer-
sitarios de matematica y economia, pero con una completa incomprension del
significado de los mismos.

Mox 600 x —=)5x =0
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Figura 14. Respuesta del estudiante E_ al Problema 2

En el siguiente fragmento de entrevista obsérvese, primero, la incomprension
de la situacion verbalmente planteada y, posteriormente, la dificultad para tras-
ladar el conocimiento aritmético a una expresion algebraica.

PROFESOR: En tu respuesta escrita, équé significa x ?
ESTUDIANTE Es5;:  La cantidad de arboles adicionales, menos 15 que disminuye por cada
arbol adicional.

PROFESOR: ¢Cudl serfa la produccion si se plantan x arboles adicionales?
ESTUDIANTES,: Seguin yo, debe ir disminuyendo la produccion.

Profesor: Por ejemplo, ¢si se plantan 26 arboles?

ESTUDIANTE;: Serfa 26 x 585.

PROFESOR: éSi se plantan 27?
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ESTUDIANTE;,: Seria 27 x 570.

PROFESOR: Observa que, a medida que incrementas un arbol, la produccién
disminuye en 15; la pregunta es, ccomo se puede expresar algebrai-
camente?

ESTUDIANTEs,: Seria como... [No responde].

PROFESOR: Bien, llamemos x a la cantidad de arboles adicionales.

ESTUDIANTEs,: [Escribe la expresion: 25 + x = 600 - 15x].

PROFESOR: ¢Por qué igualas tales expresiones? Estds igualando cantidad de arbo-
les a cantidad de frutos.

ESTUDIANTE,: [No respondel.

PROFESOR: Tienes que 25 + x es la cantidad de arboles, (qué debemos hacer para

obtener la produccion total?
ESTUDIANTES,: Este.. [Sefala la expresion 600 - 15x].. El numero de arboles.

PROFESOR: éPor qué lo debemos multiplicar?
Estudiantes,: Por 25 + x.
PROFESOR: Muy bien, observa que la expresion [escribe (25 + x)(600 - 15x)] satis-

face los calculos anteriores.

ESTUDIANTE;,: Si, ya entiendo.

PROFESOR: éComo calcular la produccion maxima? Es decir, icuantos arboles
adicionales maximizan la expresion?

ESTUDIANTE;,: Sacando el valor de x.

En resumen, el analisis de los cuatro problemas arroja evidencias de que la
competencia para plantear algebraicamente las situaciones no puede atribuirse
a los cursos de matematicas recibidos en la universidad. En lo relativo al nivel de
comprension de las situaciones verbalmente planteadas, no existen diferencias
significativas entre los grupos; cursar matematicas avanzadas en la universidad
no garantiza que se comprenda mejor la naturaleza de las relaciones existentes
entre los datos y las incégnitas.

Los cursos universitarios resultan en ocasiones insuficientes, debido a que
el estudiante arriba a ellos sin un conocimiento consolidado de la matematica
elemental, y sin haber desarrollado la capacidad de utilizar el nuevo conoci-
miento de manera flexible en situaciones o problemas que formen parte de sus
experiencias personales y conocimientos anteriores. Se manifiesta la tendencia
a imaginar determinados prototipos visuales que resultan contraproducentes si
no se tiene una construccionladecuada del concepto.
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CONCLUSIONES Y REFLEXIONES ADICIONALES

El estudio tuvo como objetivo analizar las actuaciones y competencias algebrai-
cas de tres grupos de estudiantes universitarios con diferentes niveles de avance
formal dentro de la misma licenciatura. Aun cuando analizar las dificultades de
comprension lectora no fue uno de los propositos de investigacion, se constato
que la primera dificultad emerge, precisamente, de la incomprension del enun-
ciado o del contexto del problema, situacion que varia dependiendo del nivel de
complejidad de los problemas propuestos y del instrumental matematico que el
estudiante considera disponible y pertinente.

En los problemas que requieren un nivel elemental de analisis (problemas
1y 3), el estudiante menos avanzado (de los grupos de Calculo | o II) muestra,
de manera relativa, mayor comprension que el estudiante mas avanzado (del
grupo de econometria) a causa de que se utiliza aquello que se recuerda mejor:
a) el menos avanzado, lo que estudid hace relativamente poco tiempo (de 3 a
6 meses) en los cursos preuniversitarios, y b) el estudiante avanzado, las herra-
mientas sofisticadas estudiadas recientemente en la universidad que, a causa
de la propia incomprension, no le permiten llegar a una solucion.

Contrastando con esto, en los problemas que requieren de ‘mds conoci-
miento” (problemas 2y 4), se invierten los resultados. El estudiante del grupo
de econometria obtiene mejores resultados debido al uso de algunos proce-
dimientos algebraicos estudiados en la universidad, lo cual no significa que
necesariamente comprenda mejor los problemas; tan solo que se vale de mas
recursos de caracter procedimental.

Una segunda dificultad es causada por las concepciones sobre los concep-
tos geométricos de cuadrado y rectangulo. Muchos estudiantes se caracterizan
por asociarlos a las imagenes visuales (prototipos) que se han utilizado en el
proceso de ensenanza como ejemplos clarificadores para exponer un modelo
sobre dichos conceptos, pero el resultado es que los estudiantes universitarios
entienden por rectangulo: “una figura con dos pares de lados iguales, pero
unos son mayores que otros, o la base mayor que la altura” y por cuadrado: “el
que tiene todos los lados iguales, o la base igual a la altura’. De este modo, la
propia figura se ha constituido en un obstaculo para la construccion adecuada
del concepto.

En tercer lugar destaca el uso generalizado de procedimientos aritméticos,
de naturaleza instrumental y memoristica, sin la competencia para transferir
dicho conocimiento (sobre el contexto y su solucion aritmética) a una expresion
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algebraica. Sin importar el nivel de avance en la universidad, se recurre por igual
al uso de estos procedimientos con una fuente de significado muy limitada, que
no resulta suficiente para aplicar procedimientos de generalizacion algebraica.
En las entrevistas a varios estudiantes se observaron conflictos para trasladar las
ideas expresadas en lenguaje aritmético al lenguaje algebraico, precisamente
porque no se tiene la habilidad para establecer la relacion entre los diferentes
sistemas de representacion; en algunas situaciones (por ejemplo en el Problema
2) se genera un serio conflicto -incluso recibiendo el estudiante sugerencias
directas del profesor- para llegar a una solucién de tipo algebraica.

Asi, y con independencia de los propositos educativos de la SEP y de la
propia universidad, se hallaron indicios relevantes sobre la existencia de dificul-
tades comunes en los tres grupos de estudiantes. Los hechos observados son:

* El estudiante no posee competencia para comprender textos aritmético-
algebraicos de enunciado verbal; es decir, no existe una lectura analitica
del enunciado del problema que lo reduzca a una lista de cantidades y
de relaciones entre cantidades, coincidiendo con lo encontrado por Filloy
y sus colaboradores (2008).

* El nivel de conocimiento sobre el contexto geométrico es tan elemental,
que se desconoce incluso la relacién existente entre las magnitudes (peri-
metro y area) a que se hace mencién en algunos de los problemas.

* No se muestra la competencia para transferir la solucion aritmética del
problema al lenguaje algebraico.

* No se muestra la competencia para expresar, en lenguaje algebraico, las
relaciones planteadas verbalmente o desde el entorno geométrico.

» Existe una tendencia a utilizar formalismos de tipo algebraico, descon-
textualizados y no comprendidos, que no son utiles al estudiante en la
solucion de los problemas.

Los estudiantes de econometria presentan los mismos problemas de com-
prension lectora que los estudiantes de Calculo |y Il salvo en el Problema 2, en
el cual responden ligeramente mejor, porque estan mas familiarizados con el
contexto. Los resultados comparativos entre los estudiantes de los tres grupos
ponen de manifiesto un hecho: el nivel académico formal no ha implicado un
aprendizaje significativo; el uso de las nuevas herramientas, adquiridas en los
cursos avanzados, no implica que exista mayor comprension del contenido de
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los problemas, como tampoco es determinante en la competencia para transferir
de los lenguajes comun vy aritmético al algebraico.

Los resultados son similares con los reportados por otras investigaciones
situadas en el marco del MTL Existen coincidencias, por citar algunas, con Filloy
y Rojano (1985); Kieran y Filloy (1989); Ursini (1990) y Radford (1996), que resal-
tan el uso de procedimientos aritméticos en lugar del método algebraico; con lo
expuesto en la investigacion de Filloy y Rojano (1991) sobre las dificultades en
la transicion de la aritmetica al algebra y en la traduccion del lenguaje natural
al algebraico; también hay coincidencia con la investigacion de Fernandez y
Puig (2002) sobre las implicaciones que tiene la forma de interpretar el proble-
ma en las actuaciones del estudiante, y con Butto y Rojano (2009) respecto al
nivel de pensamiento prealgebraico de los estudiantes, que no permite procesos
de generalizacion significativos.

Cabe mencionar que las investigaciones antes referidas se realizaron en los
niveles preuniversitarios. En este trabajo se muestra que los estudiantes univer-
sitarios presentan dificultad para comprender la estructura general del problema
a partir de las cantidades (conocidas y desconocidas). Y pone de manifiesto que
el nivel de avance curricular en la propia universidad no mejora el proceso de
transferencia de ideas expresadas en lenguaje aritmético al lenguaje algebraico.

En resumen, las actuaciones y dificultades mostradas en esta investigacion
ponen de manifiesto la existencia de un problema relacionado con el nivel de
conocimiento con el que los estudiantes ingresan a la universidad. Mas alla de
las carencias relativas a las técnicas, se constata que conceptos fundamenta-
les no han sido construidos de manera satisfactoria en la propia universidad,
lo cual constituye un obstaculo para abordar analiticamente el estudio de la
matematica universitaria.
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