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Resumen. El objetivo de esta investigacion es identificar caracteristicas del
proceso de instrumentalizacion del conocimiento de didactica de la matematica
de profesores de educacion primaria en un curso de especializacion desarro-
llado en un contexto b-learning. Participaron 65 maestros en un entorno de
aprendizaje b-learning integrando debates virtuales y centrados en el analisis
del pensamiento matematico de alumnos de educaciéon primaria. El analisis de
las participaciones en los debates virtuales y la resolucion de las tareas nos
han permitido caracterizar el aprendizaje del conocimiento sobre el aprendizaje
de las matematicas como un cambio en el discurso de los estudiantes. Este
cambio se puso de manifiesto por la integracion paulatina del conocimiento de
didactica de la matematica en la interpretacion del pensamiento matematico
de los alumnos. Los resultados indican que las aportaciones a los debates en
forma de refutaciones favorecieron el proceso de instrumentalizacion de las
ideas tedricas.

Palabras clave: Desarrollo profesional, b-learning, aprendizaje de las mate-
maticas, interaccion.

Learning to notice “mathematics learning” in primary education.
Characteristics from a B-Learning context

Abstract. The aim of this research is to identify the characteristics of the pro-
cess of instrumentalization of the knowledge in didactics of mathematics in
primary teachers. Context was a professionalization course as psicopedagogic.
65 primary teachers participate in a b-learning environment focus on analyzing
children’s mathematical thinking. Learning environment integrated case studies
and virtual debates. The analysis of spicopedagogic students’ productions and
their participations in debate led us to characterize the learning as a change in
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the discourse. Discourse change was evidenced by the gradual integration and
use of didactics of mathematics knowledge in the task solving. The focus of tasks
was to interpret students’ mathematical thinking and to plan a new educational
intervention. Results allow us to identify the rebuttals during online debate as the
mechanism that support of instrumentalization process of knowledge evidenced
by the change of the discourse.

Key words: Professional development, b-learning, mathematics learning,
interaction.

Fecha de recepcion: 11 de noviembre de 2012. Fecha de aceptacion: 13 de abril de 2013.
INTRODUCCION

Uno de los ambitos curriculares de la educacion primaria que genera mayores
dificultades es la ensenanza de los algoritmos de las operaciones con ndmeros
naturales. Esto ha hecho que una parte de los movimientos de reforma en la
ensenanza de las matematicas en educacion primaria se haya centrado en el
papel de estos algoritmos y en como mejorar su ensenanza (Gravemeijer y van
Galen, 2003; Van den Heuvel-Panhuizen, 2001). Por otra parte, las investigacio-
nes sobre como comprenden los maestros las ideas matematicas que subyacen
a los procedimientos aritméticos indican que, en algunos casos, estos pueden
ser capaces de realizar los algoritmos, pero tienen dificultades en explicar por
qué funcionan (McClain, 2003; Simon, 1993; Thanheiser, 2010). En este contexto,
emerge la posibilidad de formar maestros que desarrollen tareas de apoyo a sus
companeros, desempenando papeles de asesores (Even, 2005), planteandose
cuestiones de investigacion especificas.

Los estudios sobre como maestros, en su papel de asesores, construyen el
conocimiento necesario para realizar esta labor es un campo relativamente
nuevo en el ambito de la investigacion en general (Blanco y Guerrero, 2002;
Perrota, 2006) y en el ambito de la educacion matematica en particular (Llinares
y Krainer, 2006; Rey, Penalva y Llinares, 2006). La figura del maestro como asesor
en contextos de desarrollo profesional tiene caracteristicas muy diversas y suele
responder a iniciativas institucionales (maestros con formacion de postgrado
realizando tareas de asesoramiento en intervencion curricular). Sin embargo,
esta nueva situacién genera cuestiones sobre como los maestros insertos en
estas iniciativas de desarrollo profesional aprenden el conocimiento necesario
para desarrollar la tarea de asesores (Even, 2005).
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UNA PERSPECTIVA SOBRE EL APRENDIZAJE DEL CONOCIMIENTO EN CONTEXTO

Las perspectivas situadas y sociales de aprendizaje (Wenger, 1998) caracterizan
el proceso de aprendizaje subrayando la importancia de la actividad y el con-
texto en el que se realiza. En estas perspectivas, las ideas de aprendery hacer
son inseparables. Asi, para aprender una practica compleja como es la de asesor
en matematicas es necesaria la realizacion de tareas que permiten reproducir
pensamientos y destrezas similares a las que realizan los asesores expertos en
su vida profesional. Este proceso de aprendizaje se entiende como la instru-
mentalizacion de las ideas procedentes de la didactica de la matematica para
entender y manejar las situaciones de ensenanza y aprendizaje. Aqui el término
instrumento tiene un significado mas amplio que el atribuido como herramienta
técnica (instrumentos fisicos, software, etc). El significado de instrumento inclu-
ye aqui conceptos, formas de razonar y la manera de generar un discurso. Es
decir, los maestros, en los cursos de especializacion, deben aprender a dotar de
sentido y a apropiarse del conocimiento especifico para pensar y actuar como
expertos (Wenger, 1998). Un ambito particular en el que se debe realizar este
proceso de instrumentalizacion esta relacionado con el conocimiento del maes-
tro acerca de las caracteristicas del aprendizaje matematico de los estudiantes
(Even y Tirosh, 2002).

Desde esta perspectiva sobre el aprendizaje, la argumentacion como nego-
ciacion de significados (Andriessen, Erkens, van de Laank, Peters y Coirier, 2003)
se convierte en un elemento clave en el aprendizaje. Aqui, el discurso generado
es parte intrinseca del proceso de construccion del conocimiento (Wells, 1999).
Los instrumentos utilizados en la comunicacion no son meros medios auxi-
liares para hacer explicito el pensamiento, sino que se piensa en ellos como
parte integrante del acto comunicativo, y consecuentemente, de la cognicion.
Como consecuencia, aprender a usar el conocimiento en contexto significa
usar el saber teorico para comprender y manejar las diferentes actividades en
que se organiza la practica profesional. En este contexto, las Tecnologias de la
Informacion y la Comunicacion (TIC) estdn empezando a usarase en los pro-
gramas de formacién de profesores para facilitar la interaccién con el objetivo
de apoyar el aprendizaje (Borba y Llinares, 2012; Llinares y Olivero, 2008). Sin
embargo, esta nueva situacion también genera algunas cuestiones sobre sus
efectos en el aprendizaje. En el contexto particular del uso de los debates en
linea emergen cuestiones especificas sobre como las participaciones median el
proceso de aprendizaje y como se puede estudiar empiricamente este proceso
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(Andriessen et al, 2003). Algunas investigaciones indican que la naturaleza de
la interaccion estd vinculada a realizar tareas con objetivos claramente estable-
cidos e intencionalmente integradas en un programa de formacion (Penalva,
Rey y Llinares, 2011; Rey, Penalva y Llinares, 2006). Zhu (2006) indica que la
generacion de un objetivo compartido ayuda a los estudiantes a implicarse en
la interaccion, pero cuando la interaccion no esta motivada por el objetivo de
resolver tareas colaborativamente, hay menos probabilidad de aprender desde
la discusion. En este sentido, el discurso generado en las interacciones en linea
puede ser visto como un mediador en el proceso de construccion del conoci-
miento pues, al igual que cualquier otro artefacto, el texto escrito en un debate en
linea es usado intencionalmente para conseguir ciertos objetivos (Wells, 1999).
En la interseccion de estos dos ambitos, el aprendizaje de los maestros en el
desarrollo de la tarea de asesores y la relacion entre la interaccion y la construc-
cion del conocimiento, nos planteamos la siguiente pregunta de investigacion:

¢Como aprenden a usar el conocimiento sobre el aprendizaje de las mate-
maticas los maestros en formacion, para realizar tareas como asesores en
un entorno de aprendizaje disenado ad hoc?

METODOLOGIA
PARTICIPANTES Y CONTEXTO

Los participantes en esta investigacion fueron 65 maestros inscritos en un pro-
grama de formacion de asesores (Psicopedagogia), centrado en el aprendizaje
de las matematicas. Un foco de este programa se dirigia a tareas de interpretar
el aprendizaje matematico de los alumnos (diagnosticar y evaluar) y aprender
a planificar posibles intervenciones de mejora. EI contenido relativo al aprendi-
zaje de las matematicas constaba de un moédulo de 45 horas, adoptando una
aproximacion metodolégica basada en el estudio de casos (Lundeberg, Levin y
Harrington, 1999), con objeto de favorecer el aprendizaje en contexto.

DISENO DEL ENTORNO DE APRENDIZAIE
La pesquisa tomd como referencia la investigacion basada en el diseno (Design-

Based Research Collective, 2003). Desde esta perspectiva, simultdneamente se
plantean objetivos para el desarrollo de entornos de aprendizaje y estos se
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usan como laboratorios naturales para estudiar el aprendizaje y la ensenanza
a través de diferentes ciclos de diseno-implementacion-analisis.

El caso que articulo el diseno del entorno de aprendizaje constaba de tres
actividades profesionales.

Tarea 1: Interpretar el pensamiento matematico de los estudiantes (diagnos-
tico de dificultades).

Tarea 2: Planificar.

Tarea 3: Evaluar el proceso efectuado.

El contenido del caso de David (figura 1) viene justificado por las dificultades
en el desarrollo del sentido numérico y de los algoritmos de las operaciones con
los nimeros naturales, en particular, en relacion con la ensenanza del algoritmo
de la division (Lampert, 1992).

El caso de David

Jorge, profesor de primaria de 52 curso en un centro escolar, se ha reunido con Rosa, la
asesora, para informarle de los errores que comete David, uno de sus alumnos, cuando
realiza determinadas operaciones. Segun Jorge, las dificultades del alumno estan hacien-
do que retrase su aprendizaje y pierda interés.

Antes, David vivia en otra ciudad, y este es su primer afio en este centro. Es un chico
de caracter abierto con sus companeros y muy pronto ha hecho nuevos amigos. David
participa en las tareas que se le demandan en otras asignaturas, pero suele ser poco
comunicativo en clase de matematicas, sobre todo cuando tiene que resolver las tareas
aritméticas. David conoce las tablas de multiplicar de memoria y suele hacer bien los
problemas verbales cuya resolucion requiera realizar una multiplicacion que tenga un
factor de una sola cifra o de dos cifras, por ejemplo 152x32 o una division con numeros
sencillos, 56:7. David también realiza correctamente otras divisiones, como 5750:2 que la

5750 | 2

17 2875
15

10

0

resuelve de la forma siguiente:
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12

Sin embargo, en algunas divisiones David comete errores. Jorge expone a Rosa que
ha tratado de explicarle como debe hacer la division en otros casos, pero parece que
David se bloquea y no es capaz de seguir sus explicaciones. Rosa decide asistir a la
clase y observar a David.

Al dia siguiente, Rosa asiste al aula de Jorge. El introduce la tarea para hoy de la
siguiente manera:

‘Aunque algunos de vosotros ya sabéis hacer divisiones cuando el divisor es un
nimero de 2y de 3 cifras, hoy vamos a repasar esas operaciones. Sabéis que la
multiplicacion y la division son operaciones inversas; es decir, que cuando en una
multiplicacion falta un factor, lo podemos obtener haciendo una division. Quiero que
consultéis vuestro libro por la pagina.. y hagais el ejercicio 1"

9x O =21.150
El factor desconocido en esta multiplicacion es el cociente de la division 21.150: 9.

[Dividendo > 21150 | 9
32350

45
00

La division exacta es la operacion que permite encontrar el factor desconocido de una
multiplicacion de dos factores.

1. Observa el ejemplo resuelto y calcula en cada caso el factor desconocido.

L= x 0O 8 . =6 x O 187
15 x [ = 480
w0l is =23 x 0O 8 . =32 x 0O 110
30 32 L= 45 x O 58 . = 73 x O 1387
0
15%32 =480 =5 x O 9 . = 5 x O 2236

o>
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David y sus companeros realizan individualmente la tarea. Una vez finalizada la clase,
Jorge y Rosa recogen el trabajo de David.

5% | AL b 2l A T 5 PoYS
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Figura 1. El caso de David (12 parte)

El caso describe una situacion en la que un maestro identifica las dificulta-
des de David, uno de sus alumnos, con el algoritmo de la division, y empieza a
colaborar con Rosa, la asesora, para identificar las razones de estas y proponer
un plan de ayuda. Las dificultades del alumno con el algoritmo de la division
estan vinculadas al significado de las diferentes unidades usadas (relacionadas
con las idea de valor de posicion y de agrupamiento) y en la coordinacion de las
diferentes operaciones (multiplicaciones y restas) que deben ser integradas en
el algoritmo. La descripcion inicial de esta situacion viene acompanada de unas
cuestiones que los estudiantes para asesor deben responder, y que tienen como
objetivo identificar e interpretar las caracteristicas del aprendizaje matematico:

Tarea 1. Identificar e interpretar lo que puede ser relevante en el pensamiento del alum-
no: diagnosticar..

* (Qué puedes decir de las dificultades que tiene David?

* {Son Utiles este tipo de tareas?

* ¢Qué tipo de informacion ha obtenido Rosa? ¢Por qué?
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La segunda tarea que realizaron los estudiantes' consistia en especificar las
caracteristicas de la forma de proceder del alumno para poder planificar una
intervencion.

Rosa ha identificado como una de las causas de las dificultades de David la forma
resumida del algoritmo de la division que aparece en el libro de texto. Rosa explica
a David el algoritmo de la “division larga” utilizando el siguiente procedimiento que
aparece en otro libro de matematicas, 65:5, colocando el énfasis en el significado de
las unidades utilizadas y en la forma en que las anotaciones en el algoritmo escrito
resumen la relacion entre las diferentes operaciones utilizadas (multiplicar y restar).

2. Afiadimos las 10 unidades a las 5 que
tenfamos. Dividimos 15 entre 5:

655 655
5o

1. Dividimos las 6 decenas entre 5

S50
1 15
Sobra 1 decena, que son 10 unidades. 15

0 «—noqueda

Esta division se llama exacta, porque su
resto es 0.

Tras unas sesiones de trabajo individual con Rosa, David realiza con éxito divisiones
como: 68:6, 1782, 465:3, 193:4 y también divisiones por dos cifras como 678:13, pero
comete errores en algunas divisiones, como 115:6, 1517:4, 1215:9.

La descripcion de este sequndo momento viene seguida de una serie de
cuestiones que deben responder los asesores en formacion. Estas cuestiones
tienen como objetivo centrar la atencion en los significados de las unidades y
las descomposiciones de los niimeros como una aproximacion conceptual al
algoritmo de la division.

! Denominamos a los participantes como estudiantes para hacer la descripcion mas agil.
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Tarea 2

1. ¢El hecho de que David realice con éxito determinadas divisiones quiere decir que
es capaz de indicar qué tipo de unidad es, por ejemplo, el 1 que aparece marcado
en negrita en la division que se muestra a continuacion?

1782
-16]89
18

-8
0

2. ¢David dota de significado a la operacién de la division?

3. ¢En qué medida ha podido influir el tipo de representacion utilizado para promover
el aprendizaje del algoritmo de la division?

Trata de explicar las respuestas que darfa Rosa a las cuestiones planteadas.
Una vez que Rosa ha situado la principal causa de los errores que comete David para
realizar determinadas operaciones en el calculo de restas “con llevadas’, se pide:

4. ¢Qué podria decir de los contenidos (conceptuales y procedimentales) de las activi-
dades/tareas planteadas a David?

5. ¢Cudl es la demanda cognitiva que se le exige al resolutor cuando tiene que realizar
la siguiente sustraccion: 615-378? éPor qué?

Finalmente, los estudiantes respondian a la tarea 3 desarrollando una vision
conjunta del proceso de colaboracién entre el maestro y la asesora (identificar

e interpretar el pensamiento matematico del estudiante y proponer un plan de
ayuda).
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Tarea 3

Parte 1

1. ¢Tendria que haber actuado con anterioridad Rosa?

2. éQué enfoque organiza el fragmento de ensefanza de las matematicas que se
muestra en la situacion descrita?, (como facilita la construccion del conocimiento
matematico?

3. ¢Qué tipo de problemas se le han planteado a Rosa?
éQué acciones debe realizar Rosa encaminadas a ayudar a David?

Parte 2. Realiza un informe escrito

1. Indica cudles son las dificultades y errores mas comunes que conlleva el aprendi-
zaje significativo del algoritmo de la division.

2. Disena una tarea base (una secuencia de tareas) para promover el aprendizaje del
algoritmo de la division y senala sus caracteristicas. Modifica alguna variable en la
tarea y obtén una secuencia de tareas con el mismo fin.

Por otra parte, la metodologia del entrono de aprendizaje siguié una estruc-
tura b-learning integrando tres contextos presenciales y tres contextos online
(mediante el uso de debates en linea) con una duraciéon de 20 dias (figura 2).
Las actividades presenciales y aquellas en linea tenian las siguientes caracte-
risticas:

* trabajo en grupos pequenos, y posteriormente en gran grupo;
* produccion de informes de manera colaborativa;
* debate y discusion sobre las interpretaciones y propuestas alternativas.

Los 65 estudiantes se agruparon en 11 grupos para realizar las tres tareas
propuestas en el caso. Las cuestiones planteadas en ellas eran debatidas por
los estudiantes en pequenos grupos de forma presencial, generando informes
discutidos con posterioridad entre los diferentes grupos, considerando la infor-
macion sobre el desarrollo del sentido numérico y la representacion de los
numeros vy algoritmos (Belmonte, 2003; Gravemeijer y van Galen, 2003; Llinares,
2001; Van den Heuvel-Pahhuizen, 2001).
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Tarea 1:
Tarea 2: Tarea 3:
Interpretacion
Planificacién Evaluacion
(DIAGNOSTICO)
Debat jal 1 »> >
ebates presenciales E .... ot B ¥
Debates en I A 25 M:.AEé
ebates en linea 1 > Y >
Qtros foros Qtros foros de
de discusion discusion

Figura 2. Estructura b-learning de la secuencia disenada.
Ei (i=1,2,34,5,6): contextos de interaccién presenciales y en linea

Entre cada una de las tres sesiones presenciales se habilito la posibilidad de
participar en un debate en linea. En cada uno de estos debates, los estudiantes
debian compartir y negociar el contenido de los informes producidos para cada
una de las tareas, antes de considerarlos definitivos. Tanto el trabajo presencial
como la participacion en los debates en linea debian hacerse como aportes de
grupo. Esta caracteristica obligaba previamente a los estudiantes a consensuar,
en sus grupos, sus aportes a los debates. Por ello se habilitd un recurso tecnolo-
gico que denominamos otros foros de discusion, en el que los miembros de un
grupo discutian sus aportaciones/participaciones con los demas grupos de mane-
ra previa al debate, y resolvian de qué manera podia ser usada la informacion
tedrica para apoyar sus interpretaciones y decisiones.

ANALISIS

Para dar respuesta a las cuestiones de investigacion planteadas, consideramos
dos tipos de datos: las aportaciones a los debates en linea y los informes pro-
ducidos por cada grupo, como respuesta a las tres tareas planteadas (en total
33 informes). Cada aportacion al debate en linea fue categorizada considerando
la “forma” de participacion (Pena-Shaff y Nicholls, 2004), adoptando un sistema
de seis categorias, lo que nos permitié determinar como la forma en la que se
participaba podia influir en el desarrollo del debate.

* Respuesta (RS} aportacion inicial referida a la propia tarea. Contestacion
a las preguntas realizadas por el moderador a lo largo del debate.
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» Preguntas de reflexion (PR): pregunta que induce a una mayor reflexion
sobre un tema en un momento dado a lo largo del debate: revision de
la aportacion, ampliacién de la informacion.. Incluye tanto las preguntas
que se producen a lo largo del discurso de un grupo, como las que lanza
un grupo participante de forma directa.

» Preguntas de aclaracién (PA), demandan la aclaracion de un concep-
to-idea utilizada por un grupo participante.

* Respuestas de aclaracion (RA) que emiten los grupos ante las preguntas
de aclaracion o de reflexion realizadas por alguno de los grupos parti-
cipantes.

 Disconformidad (D) con lo afirmado en la aportacion a la que se dirige.

* Refutacion (RF), se manifiesta disconformidad con otra aportacion, y se
acompana con argumentos que apoyan su idea.

Posteriormente, analizamos el contenido de las participaciones en los deba-
tes y el contenido de los informes finales que cada grupo genero para las tres
tareas. En esta fase del analisis nos centramos en como los estudiantes usaban
e integraban las ideas teoricas de didactica de las matematicas cuando tratan
de interpretar el pensamiento matematico de David y generan propuestas de
accion. La comparacion longitudinal a través del itinerario de formacién nos per-
miti¢ identificar las modificaciones en las caracteristicas del discurso generado.
La integracion del andlisis de las aportaciones al debate y del analisis de los
informes de cada tarea proporcion6 la informacion sobre la instrumentalizacion
del conocimiento en la resolucién de las tareas profesionales de interpretar y
tomar decisiones de accion (Llinares, 2012) (ver tabla 1). Este proceso permitié
generar cuatro niveles de desarrollo del conocimiento:

* Nivel intuitivo, descripcion de lo observado, sin vincularlo a informacion
tedrica o respondiendo a la situacion descrita desde las experiencias
previas.

* Nivel retdrico, se hace uso de términos teoricos para construir un discurso,
pero sin establecer relaciones entre ellos y las evidencias proporcionadas
en el caso. Falta cohesion en el discurso. Se usan términos procedentes
de los documentos proporcionados, pero sin un sentido claro.

* Nivel integracion, supone el inicio de uso instrumental de elementos teo-
ricos; la informacion teorica se usa para interpretar localmente aspectos
de la ensenanza.
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* Nivel reificacion, el conocimiento tedrico empieza a adquirir significado
por ¢l mismo y se responde a lo planteado relacionando elementos teo-
ricos entre si.

Tabla 1. Nivel de desarrollo y ejemplos de protocolos procedentes

del discurso de los estudiantes en los foros

Comentarios analiticos que aportan

Ejemplo informacion para asignacion a un nivel
de desarrollo
(3 (09:06:36 20/11/2003)
. o ) (3 genera un discurso relativo a la importancia
;Qué se podria decir de los contenidos (conceptua- » )
A o - de conocer los conceptos matemdticos para apli-
les y procedimentales) implicitos en las actividades/ - ) ) )
) car procedimientos relativos a dichos contenidos.
tareas planteadas a David?
p ) ) Esta respuesta estd fundamentada en el cono-
Podemos decir que los contenidos conceptuales o , - )
) - ) cimiento comun, que indica la secuencia de
Nivel 1 influyen en la correcta aplicacion de los procedi- ) ; L
’ ) . s contenidos relativos al orden de aprendizaje de
mentales; si no existen unas estructuras bésicas de ) RO
Intuitivo o J - los algoritmos (suma, resta, multiplicacion y divi-
comprension matematica, no se podra aplicar esa iy )
. ) ) si6n). No aporta otros contenidos conceptuales
estructura a una operacion mediante un procedi- . ) o y
o ni procedimentales; no indica |a relacion entre
miento. ! i i
ambos, ni con el algoritmo de la division. No
"La correcta realizacion de una operacion (en este aporta informacion relevante para el aprendizaje;
caso la division) implica la correcta realizacién de aunque se indica que la division estd basada
otra operacin (en este caso la resta) y asf sucesiva- | enla resta, se hace de manera intuitiva, "y as/
mente. Por lo que podemos decir que los contenidos | sucesivamente”.
estdn encadenados.”
G4 (20:59:16 20/11/2003 o . )
( ) Se evidencia un uso incorrecto de la idea "des-
;Cudl es la demanda cognitiva que se exige al composiciones multiples".
resolutor cuando tiene que realizar la siquiente . ” )
. ) dentifican la demanda cognitiva que requiere
sustraccion: 615-3877 Por qué. -
Nivel 2. la resolucion de una resta con llevadas, pero la
) "La demanda cognitiva exigida es la descomposi- aplican al algoritmo tradicional. Estén usando la
Retdrico cion mulltiple. Se le exige, ademds, comprenderlos | propiedad (a+c)-(b+c) = a-b, combinada con el
efectos de realizar operaciones sobre los nimeros, hecho de que se afiaden 10 unidades al minuen-
sumando 10 unidades al minuendo y una decenaal | doy 1decena al sustraendo.
sustraendo para que el resultado de la resta original
no cambie.”
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Comentarios analiticos que aportan
Ejemplo informacién para asignacién a un nivel
de desarrollo
610 (15:23:12 21/11/2003): La aportacion del grupo G10 aclara la informacién
emitida previamente por el grupo G4.
“Si bien es cierto lo que vosotros proponéis en esta N . )
pregunta, creemos conveniente que tengais en El grupo 610 u‘t|.||,za convenientemente laidea
cuenta la teorfa de Resnick para tratar la demanda | 4@ descomposmpn mitiple Fomqmstrg/mento
Nivel 3. cognitiva de David. Segtin Resnick, para poder concep.tual, ofreciendo una ejemplificacion con-
Integracion | Tealizar esta tarea, David deberfa encontrarse en la textualizada del concepto.
Fase 2 (mltiples .dlescomposicilones), donde,pgeda Este hecho evidendia la integracion de su cono-
hacer deSCOWPOS'C'O”ES canonicasy no canonicas. - cimiento profesional al justificar y explictar el
En la sustraccién del modelo dirfamos que David origen de la informacién que presenta adaptando
depe saber que 615 = 5 centenas, 10 decenasy 15| f5s jdeas tedricas al ejemplo concreto y ejemplifi-
unidades. cando su respuesta.
@5 (14:14:40 29/11/2003): £l grupo G5 remite a la tarea 2 del Caso de David,
- N més concretamente a una de las divisiones en
El grupo G5 elabora y justifica una hipdtesis sobre )
. o las que David presentaba errores (1517:4) e
las dificultades de David, indicando: . T
identifica el uso de la aritmética informal como
“(...) tiene errores cuando debe restar 31-28, lo una caracteristica de la fase 1 del desarrollo de la
] cual podria hacerse a través de una simple aritmé- | comprension del sistema de numeracién decimal,
’\(’Ve/ 4 tica informal: de 28 a 31 van 3. Segtin Resnick, en | segtin Resnick.
Reificacidn la 12 fase de descomposicién candnica, los nifios o -
" B El uso de la aritmética informal surge del andlisis
deben utilizar la aritmética informal, entre otras .
N o de las tareas escolares resueltas por David, reali-
cosas, utilizando el 10 como unidad iterativa. La no S '
. o zado por el G5 (Tarea 2) para justificar el nivel de
utilizacion de esta aritmética informal puede hacer- -~ ) IR
, ) comprension del sistema de numeracién decimal,
nos pensar que adn no haya superado esta fase". I )
y pone de manifiesto que se han integrado ele-
mentos te6ricos para dar respuesta a la tarea.
RESULTADOS

El andlisis realizado ha permitido caracterizar el aprendizaje de los asesores en
formacion como un cambio en el discurso, que se ha efectuado mediante la
integracion paulatina de ideas teoricas de didactica de la matematica en la reso-
lucion de las tareas de interpretar el pensamiento matematico de los alumnos
en el caso del algoritmo de la division, y justificar propuestas de accion. Ademas,
el andlisis ha permitido identificar las interacciones en forma de refutaciones
COMO un mecanismo que favorecio este cambio en el discurso. Estas dos ideas
son las que organizan la seccion de resultados.
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APRENDER A USAR EL CONOCIMIENTO DE DIDACTICA DE LA MATEMATICA
EN LA RESOLUCION DE TAREAS PRACTICAS COMO CAMBIO EN EL DISCURSO

Ejemplificamos el aprendizaje como un cambio en el discurso a través de coémo
los estudiantes para asesor integran las ideas tedricas (descomposicion multi-
ple de los nimeros y la idea de la aritmética informal), cuando interpretan el
pensamiento matematico del alumno. Una evidencia de esta caracteristica se
da en la forma en la que el grupo 10 (G10) uso la idea de “descomposiciones
multiples” en respuesta a las cuestiones en la tarea 2. Las interacciones que
se generaron alrededor de esta idea durante tres dias en el debate en linea, y
los cambios experimentados desde las primeras aportaciones hasta las ultimas
evidencian esta caracteristica.

Inicialmente, el grupo G10 describe la situacion utilizando expresiones gené-
ricas y poco especificas del papel mediante un discurso general, con un foco
en lo procedimental.

G10 (17:59:46 19/11/2003):
No porque ha podido mecanizar el proceso de la division sin ser cons-
ciente de por qué realiza ese proceso. Consideramos que no dota de
significado al proceso de la divisién porque sigue cometiendo errores
en las divisiones que implican resta con llevadas, a pesar de realizar
la division larga (desplegando las restas incluidas en la division).

Dos dias después, el grupo produce un discurso con referencia a la idea de
descomposiciones multiples del numero y su relevancia para dotar de sentido
al algoritmo de la divisién, y lo ejemplifica utilizando una descomposicion no
candnica de un numero arbitrario (‘354 = 2C + 13D + 24U)’), si bien no utiliza
los ejemplos particulares descritos en el caso, ni concreta la implicacion de esta
idea en el aprendizaje del algoritmo de la division.

G10 (17:20:43 21/11/2003):
En cuanto a la pregunta 1, podrfamos tener en cuenta la fase 2 de la
teoria de Resnick como algo util para nuestro trabajo. En ella se nos
habla sobre la flexibilidad para el calculo y la ayuda para la compren-
sién que otorga la capacidad de hacer multiples descomposiciones:
candnicas y no canonicas (p. ej. 354 = 2C+13D+24U).
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Finalmente, en la segunda parte de su discurso, en la tarea 2, el grupo
aplica la idea de descomposiciones del nimero a la division planteada. De esa

manera, ante la division:
17812
16|89

18
Bl
0

indica:
En la cuestion 1, se nos pregunta si David sabe qué tipo de unidad es
el 1 en negrita; es decir, si sabe que ese 1 suelto equivale a 1 decena
(=10 unidades). De ese modo le puede sumar un 8 (10 + 8 = 18). Esta
es una operacion con significado, no es como decir “tengo un 1, bajo
el 8 y se lo pongo”. Por lo tanto David no dota de significado a lo que
hace.

En esta aportacion, el grupo G10 usa el significado de las unidades para
dotar de sentido a la actividad cognitiva que ha de realizar David en relacion
con el significado de los restos parciales de la division. Este discurso muestra de
qué manera los significados del sistema de numeracion decimal (agrupamiento
y valor de posicion) son usados para interpretar el pensamiento matematico
de David. Con esta aportacion, el grupo G10 ha modificado su respuesta a
la cuestién EI hecho de que David realice con éxito determinadas divisiones,
dquiere decir que es capaz de indicar qué tipo de unidad es el 1 que aparece
en negrita? En un primer momento su respuesta fue descriptiva, para luego pro-
porcionar una respuesta que integra la idea de descomposiciones multiples del
numero en la construccion de su discurso. Los elementos teoricos son utilizados
como instrumento para dar respuesta a cuestiones planteadas en la tarea. Esta
evolucidn, identificada en el discurso generado por los estudiantes, se resume
en la figura 3.
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Retdrico

Integracion

19/11/2003 21/11/2003
10 | M 10 10
RS | PR RS d

Cuestion 1. T2: ¢El hecho de que David realice con éxito determinadas divisiones quiere
decir que es capaz de indicar qué tipo de unidad es, por ejemplo, el 1 que aparace mar-
cado en negrita en la division que se muestra a continuacion? {David dota de significado
a la operacion de la division?
178 |2
-16189
18
-18
0
G10 (17:59:46  19/11/2003): No, porque pudo mecanizar el proceso de la division sin
ser consciente de por qué lo realiza. Consideramos que no dota de significado al proceso
de la division porque sigue cometiendo errores en las que implican restas con llevadas,
a pesar de realizar la divisién larga (desplegando las restas incluidas en la division).
()
M (13:32:30 21/11/2003): {Qué caracteristicas o elementos, desde el dambito de la
Didactica de la Matematica, deberia tener ese entorno de aprendizaje?

G10 (1551:00  21/11/2003): Podrias calificar el entorno de aprendizaje de las matema-
ticas como abierto, flexible y participativo, entre otras caracteristicas? Serfa interesante que
el alumno pudiese interactuar con los companeros (aprendizaje socializado) y que pudiese
trasladar estos aprendizajes al entorno proximo que le envuelve (abierto y flexible).

G10 (17:20:43  21/11/2003): En cuanto a la pregunta 1, podriamos tener en cuenta la fase
2 de la teoria de Resnick como algo Util para nuestro trabajo. En ella se nos habla sobre
la flexibilidad para el calculo y la ayuda para la comprension que otorga la capacidad para
hacer muiltiples descomposiciones: canénicas y no canénicas (p. ej, 354 =2C + 13D + 24U).
En la cuestion 1 se nos pregunta si David sabe qué tipo de unidad es el 1 en negrita; es
decir, si sabe que ese 1 suelto equivale a 1 decena (= 10 unidades). De ese modo le puede
sumar un 8 (10 + 8 = 18). Esta es una operacion con significado, no es como decir ‘tengo
un 1, bajo el 8 y se lo pongo”. Por lo tanto, David no dota de significado a lo que hace.

Figura 3. Ejemplo en la evolucion en el discurso de los estudiantes
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Otra evidencia del aprendizaje como cambio en el discurso se puso de
manifiesto con la idea de “aritmética informal’. En el informe de la tarea T1, el
grupo G5 responde a la pregunta dQué se puede decir de las dificultades que
tiene David?

Pensamos que la dificultad comienza en cuanto en el divisor hay dos cifras y tiene que rea-
lizar una resta llevando. Este error se comete de forma sistematica. Suponemos que podria
tener dificultades en la realizacion de la resta llevando y en la descomposicion de los nimeros
naturales.

En este informe, el grupo G5 identifica el error sistematico de David cuando
realiza divisiones, pero no justifica la implicacion que tendria la descomposicion
de los numeros naturales en la realizacion del algoritmo de la division. Sin
embargo, posteriormente, en el informe de la tarea T3, el grupo G5 indica:

a) Puede haber dificultades en cuanto a la conversion de un sistema de representacion a
otro (simbdlico-concreto), necesario para favorecer las conexiones entre las representaciones
internas que ayuden a la comprensién de la numeracion. Por ejemplo, verbalizar descompo-
siciones realizadas con bloques multibase (oral-concreto); o escribir con nimeros el algoritmo
a partir de los bloques multibase (simbolico-concreto). Dificultad de movimiento flexible entre
diferentes representaciones y reconocer cuando una representacién es mas Util que otra.
e

) Saber las unidades que se estan trabajando en cada momento (valor de posicion y equiva-
lencias). El contexto del algoritmo de la division suele ser el de reparto y, por ello, otro tipo de
dificultad que puede aparecer es el no saber en cada momento de qué tipo son las unidades
que se estan manejando, de cuantas unidades de un determinado orden se va a disponer
cuando no tenga suficientes del orden inmediato superior para repartir y estar siempre pen-
diente de repartir la mayor cantidad posible de las unidades de que se trata para que cada
resto parcial sea menor que el divisor.

Con estas intervenciones, el grupo indica la necesidad de dotar de sentido
al algoritmo de la division apoyado en los significados de las unidades vy las
diferentes descomposiciones del nimero (caracteristicas de la comprension del
sistema de numeracion decimal). La comparacion de los discursos elaborados
por este grupo en los informes de las tareas 1y 3, evidencia un cambio signi-
ficativo en el uso del conocimiento referido al pensamiento matematico de los
aprendices: desde la descripcion a su integracion en el discurso.
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EL PAPEL DE LAS REFUTACIONES COMO FAVORECEDORAS
EN APRENDER A USAR EL CONOCIMIENTO EN CONTEXTO

El modo de interaccién en los debates en linea ha permitido identificar también
el papel de las refutaciones para favorecer la integracion del conocimiento en la
resolucion de las tareas. Ejemplificamos esta caracteristica del proceso de apren-
dizaje usando un conjunto de interacciones entre los estudiantes, al interpretar
la intervencion que realiza Rosa (la asesora del caso) para ayudar a David a
superar sus dificultades con el algoritmo de la division (tarea 3). Por ejemplo, en
un primer momento, el grupo G9 indica:

G9 (11:40:27 24/11/2003):
(..) Rosa le ofrece otra manera de realizar el algoritmo [.], en el que
se tienen en cuenta las estructuras anteriores de las que dispone el
sujeto. (Al realizar la division de manera estructurada y mediante el
procedimiento de la resta).

Ante esta afirmacion, el G10 introduce dos aportaciones con un dia de inter-
valo entre ellas, indicando una cierta reelaboracion de las ideas propuestas;

G10 (21:30:15 28/11/2003):
Nosotros no consideramos que, por el simple hecho de que Rosa
ensefie a David otro procedimiento de realizar la division (la forma
desplegada) esté teniendo en cuenta los conocimientos previos de
este. Es mas, Rosa utiliza este método porque lo encuentra en “otro
libro”, no porque considere que sea el mas adecuado para David,
simplemente porque considera que asi lo comprenderd, pero este
hecho no modifica las estructuras cognitivas de David, sino que puede
ocurrir que lo confunda mas y que este conocimiento continte siendo
mecanico.

G10 (17:06:17 29/11/2003):
Es mads, nosotros consideramos que una intervencion adecuada
para David, o para cualquier alumno que presente dificultades en
el algoritmo de division, seria el procedimiento propuesto por Beattle
(Modelando las operaciones y los algoritmos, 1986, paginas 6-7). Nos
ha resultado muy interesante y, de los métodos consultados, creemos
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que es el que mejor puede facilitar el aprendizaje significativo para la
adquisicion del algoritmo de la division.

La segunda intervencion de G10 hace mencion al uso de los bloques multi-
base de Dienes y su correspondencia con los pasos del algoritmo para potenciar
la relacion entre lo semantico y lo sintactico (informacion del documento del
curso titulado: Modelando las operaciones y los algoritmos). Posteriormente, el
grupo G11, haciendo también referencia explicita a la relacién entre el uso de
los bloques multibase y los significados al manejar los simbolos, valora cierta
falta de coherencia entre las dificultades identificadas y la propuesta de mejora
realizada, indicando:

G11 (14:25:41 01/12/2003):

Si bien es verdad, el método de Beattle es correcto para cualquier
alumno que presente dificultades en el algoritmo de la division, pero
como vosotros mismos resaltais en dos aportaciones inmediatamente
anteriores, David presenta dificultades en la resta con llevadas, y repa-
sando las pp. 6-7 del citado articulo, visionamos que se trata de un
entrenamiento en divisiones, no en la raiz del problema que ahora
nos compete, la resta con llevadas. {Ha sido una confusién vuestra y
os referfais quiza a la pagina 5?

Esta intervencion obliga al grupo G10 a clarificar su aportacion, justificando
la relacion entre lo semantico y sintactico en el aprendizaje del algoritmo de la
division.

G10 (00:31:55 02/12/2003):
Como podréis comprobar, en las paginas 6-7 de Beattle, el autor
explica de forma logica el proceso sequido en la division. El que nos
refiramos a estas paginas y no a la pagina 5 (explicacién de la resta
con llevadas) se debe a que nos consta que David tiene problemas
especificos en la realizacion de la resta con llevadas como parte del
proceso de la division.

Estas interacciones son un ejemplo de como se genero un proceso de nego-

ciacion de significados a partir de una participacion en forma de refutacion.
De esta manera, las refutaciones aparecen como mecanismo que favorece la
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integracion y relacion de las ideas teoricas en la interpretacion del pensamiento
matematico del alumno al tener que generar aclaraciones.

Otro ejemplo del papel de las refutaciones en promover la negociacién de los
significados se centra en el papel de la aritmética informal para apoyar a supe-
rar las dificultades con los algoritmos de las operaciones con niimeros naturales.
El protocolo procede del conjunto de interacciones generadas alrededor de la
cuestion 13: ¢Qué acciones encaminadas a ayudar a David debe realizar Rosa?
Las interacciones entre tres de los grupos, a partir de la aportacion inicial del
grupo G11, se centran en la necesaria identificacion e interpretacion del origen
de las dificultades de David como paso previo para ofrecer una intervencion
didactica adecuada. Inicialmente, el G11 establece una progresion de aprendi-
zaje de los algoritmos, indicando:

G11 (18:18:22, 25/11/2003):
(..) debe volver atras, en lugar de continuar con la division, volver al
algoritmo de la resta, hasta que supera las lagunas. Para ello debe
haber identificado cual es el problema real que padece (pues ella
trabaja con la division).

El discurso no ofrece justificacion explicita de la secuencia indicada, por lo
que el grupo G5 manifiesta su disconformidad y apoya dicha disconformidad
en el papel que debe desempenar la comprension previa del sistema de nume-
racion decimal. Centrar la atencion en ayudar a David en sus dificultades en el
algoritmo de la resta con llevadas indica un proceso de integracion de la idea
de significado de las unidades y de descomposiciones multiples de los numeros
en el discurso generado. En este sentido, la intervencion del grupo G10 refuta
la aportacion inicial del grupo G5 utilizando la nocién de “descomposiciones
multiples” para identificar el nivel de compresion del sistema de numeracion
decimal de David:

G10 (13:05, 29/112003):
Nosotros planteamos que la descomposicion canonica ya la tiene
adquirida (fase 1) y estd empezando con la no candnica que no
la tiene dominada. (..) David debia saber que: 615 = 5 Centenas, 10
Decenas y 15 unidades (que es una descomposicion no canoénica, pues
utiliza digitos diferentes al numero de origen).
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En este intercambio, el planteamiento inicial del grupo G10 hace que el G5
profundice en sus argumentos relativos al desarrollo de la comprension del
sistema de numeracion decimal con intencion de hacer ver que, desde su inter-
pretacion, David solo parece comprender las descomposiciones canénicas (324
=3C+2D+5U). Para ello G5 elabora y justifica una hipétesis sobre las dificultades
que tiene David, indicando:

G5 (14:14:40, 29/1/2003):
(.) tiene errores cuando debe restar 31-28, lo cual podria hacerse a
través de una simple aritmética informal: de 28 a 31 van 3. Segun
Resnick, en la 1¢ fase de descomposicion canonica, los ninos deben
utilizar la aritmética informal, entre otras cosas utilizando el 10 como
unidad iterativa. La no utilizacion de esta aritmética informal puede
hacernos pensar que adn no haya superado esta fase.

El grupo G5 remite a la tarea de diagnéstico-intervencion (T2), concretamente
a una de las divisiones en las que David presentaba errores (1517: 4) y subraya
el papel de la aritmética informal en el desarrollo de la comprension del sistema
de numeracion decimal. En esta interaccion, considerar el uso de la aritmética
informal surge del analisis realizado por el grupo G5 de las tareas escolares
realizadas por David (T2). En este sentido, las refutaciones del grupo G5 provo-
can una progresion en la resolucion del caso con la integracion del papel de
las descomposiciones multiples de los nimeros en el aprendizaje del algoritmo.
De esta manera, la refutacién genera procesos de negociacion de significados
ya que empuja a los grupos participantes a justificar sus aportaciones con el
objetivo de intentar convencer. Es decir, el hecho de clarificar y contrastar inter-
pretaciones obliga a un uso mas preciso de las ideas tedricas, facilitando su
transformacion en instrumentos conceptuales.

DISCUSION

Esta investigacion estd centrada en identificar caracteristicas del proceso de
aprender a usar el conocimiento de didactica de la matematica en asesores
en formacion. El analisis toma como referencia las perspectivas situadas del
aprendizaje (Wells, 1999; Wenger, 1998) que consideran el aprendizaje como
un cambio en el discurso generado en la resolucion de problemas profesionales.
En esta investigacion, el contexto era resolver tareas profesionales en grupo,
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relativas a identificar e interpretar el pensamiento matematico de un alumno en
el ambito del algoritmo de la divisién y proponer propuestas de actuacion. Los
resultados obtenidos indican la manera en la que, de forma paulatina, las ideas
tedricas procedentes de la didactica de la matematica eran refinadas y usadas
por los estudiantes para asesores al realizar las tareas.

La evidencia del aprendizaje como un cambio en el discurso generado
se dio en la medida en la que los estudiantes vinculaban la evidencia de la
situacion descrita en el caso a las ideas sobre la representacion de los niime-
ros y el papel que desempenan en la realizacion de los algoritmos (el valor de
posicion y la idea de agrupamiento; la descomposicion multiple de los nimeros
y la aritmética informal). En la secciéon de resultados hemos descrito ejemplos
de los cambios identificados para mostrar esta caracteristica de la forma en la
que los estudiantes estaban empezando a aprender a usar el conocimiento
en contexto, como una forma de instrumentalizacion de las ideas teoricas. Sin
embargo, algunos de los grupos no fueron capaces de superar los niveles de
uso del conocimiento que denominamos retorico. Este hecho indica que el uso
adecuado del conocimiento procedente de la didactica de la matematica en las
tareas de interpretar las dificultades de aprendizaje de los estudiantes y plani-
ficar intervenciones para ayudar a superarlas no es un proceso facil (Prieto y
Valls, 2010; Llinares y Valls, 2009). El aprendizaje en contexto como el descrito
en esta investigacion pone de manifiesto la necesidad de considerar variables
contextuales y variables personales para explicarlo.

En primer lugar, podemos asumir que las tareas profesionales propuestas
y la estructura metodologica (disefio instruccional de la plataforma) influyen
en el aprendizaje. Cabe senalar que el diseno del entorno de aprendizaje con
una estructura b-learning, que integra actividades presenciales y en linea, y
usando la metodologia de estudio de casos, ha aportado condiciones para que
se pudiera facilitar el aprendizaje al dar tiempo para generar las aportaciones
y las réplicas. En este sentido, las nuevas tecnologias estan aportando recursos
que ayudan a maximizar los procesos de interaccion entre los estudiantes y los
formadores en los programas de formacion (Borba y Llinares, 2012). Sin embar-
go, es necesario promover nuevas investigaciones en este campo, que ayuden
a identificar el potencial de diferentes tareas en los programas de formacion,
para generar contextos de interaccion que potencien el aprendizaje del uso del
conocimiento en contexto

Por otra parte, la influencia de variables personales como saber argumentar
también puede aportar informacién para explicar el aprendizaje. El mecanismo
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que ayudo a que algunos estudiantes realizaran un uso relacional de las ideas
teoricas fue la necesidad de realizar aclaraciones a sus companeros en relacion
con lo aportado previamente en el debate. Las participaciones que tomaron la
forma de refutaciones se generaron en un contexto dirigido a negociar los sig-
nificados y, por tanto, pueden ser entendidos como de busqueda de una com-
prension compartida. Estos intercambios pueden ser considerados evidencias de
la influencia en el discurso de la participacion en argumentaciones dialdgicas
—intercambio de pensamiento que desembocan en una co-construccion de
significado— (Andriessen et al, 2003). Las intervenciones pidiendo aclaraciones
y justificaciones a los argumentos propuestos dieron la oportunidad a los estu-
diantes de realizar las aclaraciones pertinentes y crearon la necesidad de tener
que particularizar los significados de las ideas tedricas al contexto especifico
descrito en el caso. Este proceso permitié que algunos grupos de estudiantes
empezaran a usar las ideas sobre el significado de la representacion de los
numeros y el papel que desempenan en la comprension de los algoritmos rela-
cionandolas con la evidencia descrita y llegando a modificar su discurso. Y esta
modificacion del discurso, como ha sido descrito en la seccion de resultados,
puede ser interpretada como evidencia del aprendizaje. Pensamos que la parti-
cipacion en los debates en linea permitié crear los contextos de interaccion que
favorecieron la generacion de las condiciones (posibilidad de refutar y aclarar)
para que los estudiantes para asesores integraran las ideas como la aritmética
informal, el uso de distintos sistemas de representacion, o el papel desempena-
do por la comprension de las descomposiciones multiples de los nimeros en la
tarea de interpretar el pensamiento matematico de los alumnos. Este proceso de
integracién debe ser entendido como una manifestacion del proceso de instru-
mentalizacion de las ideas de la didactica de la matematica cuando son usadas
en contexto para la realizacion de las tareas profesionales. En este sentido, las
interacciones en forma de refutacion que generan la necesidad de aclaraciones,
estan relacionadas con las caracteristicas de las estructuras argumentativas en
un entorno en linea puestas de manifiesto en otras investigaciones, como son
el refinar garantias para apoyar una conclusion, discutir sobre como se debe
establecer una conclusiéon para que sea admitida, asi como poner en duda las
conclusiones (Roig, Llinares, Penalva, 2011).

Las cuestiones abiertas por la discusion de los resultados obtenidos se
convierten en lineas de investigacion emergentes que pueden aportar nuevo
conocimiento sobre el proceso por el cual los estudiantes para asesor aprenden
a usar el conocimiento para resolver tareas profesionales.
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