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Resumen: Queremos responder a la necesidad de explicitar una practica
matematica que incorpora el software de geometria dinamica como modelo de
actividad matematica por reproducir en el salon de clases. Asi que presentamos
un ejemplo de resolucién de un problema de construccion en el que se utiliza
el software de geometria dindmica para encontrar la solucién y la demostra-
cion de dicha solucion. En ese proceso de solucion, utilizamos la técnica de
lugar geométrico y la herramienta lugar geométrico del software. Mostramos la
articulacion de los aspectos intuitivos y formales de la actividad matematica de
resolucion de problemas y el papel del software en dichos procesos.
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Abstract: We answer the need to explicit a mathematical practice which uses
dynamic geometry software as a model of mathematical activity to reproduce in
class. We present an example of construction problem solving in ghich we use
dynamic geometry to find a solution and a proof of this solution. In the solution
process, we use the locus technique and the locus tool of the sofware. We show
the articulation between intutive and formal aspects of the mathematical activity
and the role of software in these processes.
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1. INTRODUCCION

En Acosta (2005), examinamos el problema de la integracion en la ensenan-
za del software de geometria dinamica desde el punto de vista de la Teoria
Antropologica de lo Didactico. Segun dicha teoria, la clase de matematicas es un
intento de reproducir una practica matematica corriente en la comunidad de los
matematicos. Para describir esa practica, Chevallard utiliza el término, praxeolo-
gia, y lo define como el conjunto de tareas que la comunidad (la institucion en
términos de Chevallard) realiza, el conjunto de técnicas que pone en practica
para realizar las tareas y los discursos (tecnologias en términos de Chevallard)
que describen y justifican esas técnicas. Una praxeologia se construye sobre la
manipulacién de unos objetos ostensivos (objetos perceptibles por los sentidos:
dibujos, simbolos, sonidos, gestos..); como las tareas, las técnicas y las tecnolo-
gias se construyen con respecto a dichos objetos ostensivos, cualquier cambio
en el conjunto de objetos ostensivos implica una transformacién de toda la
praxeologia (Bosch, 2001, p. 15). Si interpretamos la integracion del software de
geometria dinamica en la ensenanza de la geometria como la introduccion de
unos objetos ostensivos nuevos, los dibujos dinamicos, podemos anticipar que
dicha introduccion requiere una modificacion de las tareas, técnicas y tecnolo-
gias que se trabajan normalmente para tener en cuenta las caracteristicas de
dichos ostensivos dindmicos. Por tanto, no sera un objetivo facil de alcanzar,
pues requiere la modificacion de la praxeologia matematica de los profesores.
Ademas, como no existe una comunidad de referencia que utilice los ostensivos
dindmicos en su practica matematica, los profesores no pueden intentar recons-
truir esa praxeologia en sus clases. Se encontraran entonces con una pérdida
de control sobre lo que sucede en la clase y, por consiguiente, intentaran limitar
fuertemente el uso de los ostensivos dinamicos.

En este articulo queremos retomar esa idea y presentar una solucion de un
problema de construccién, utilizando una praxeologia matematica con base en
los dibujos dinamicos. En esta praxeologia, que podemos calificar como “geo-
metria experimental” (Acosta, 2005), los ostensivos informatizados se convierten
en herramientas para descubrir una soluciéon y para descubrir una demostracion
de dicha solucion. De esta manera, podemos reunir intuicion y rigor en nuestro
proceso de solucion. Ademas, implementamos la técnica de lugar geométrico,
transponiéndola al contexto de los dibujos dinamicos.

Esperamos de esta manera contribuir a la incorporacion del software de
geometria dinamica en la ensenanza de la geometria, mostrando una practica
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matematica que puede servir de referencia en el momento de reconstruir una
praxeologia matematica que incluya los dibujos dinamicos en una institucion

determinada.

2. EL PROBLEMA

El problema es un sangaku (problema japonés de geometria), tomado de la
pagina http//www.albaiges.com/matematicas/algebraanalisis/sangaku.htm
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La reproduccion de este sangaku no presenta dificultad, salvo por la
construccion de los dos circulos tangentes a los arcos y a los cuadrados. Nos
limitaremos entonces sélo a la construccion de los dos circulos C, y C, que
describiremos de la siguiente manera: El circulo C; debe ser tangente al lado
HG del cuadrado y debe ser tangente a los circulos o, y o,; el circulo C, debe
ser tangente al segmento /'y a los circulos o, y 0, como se muestra en la

figura 1.

LAl pedir la reproduccion de una figura, nos referimos a realizar una construccion que garantice
que se cumplen las propiedades pedidas en todos los casos. En términos de geometria dinamica, la
construcciéon debe ‘“resistir el arrastre”.
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Figura 1

3. TECNICA DEL LUGAR GEOMETRICO

La técnica de lugar geométrico para la solucion de problemas de construccion

la describe Petersen (p. 6), quien dice que, si se quiere determinar la posicion
de un punto,

Consideramos de forma aislada las diferentes condiciones que debe satisfacer
el punto buscado; a cada una de ellas correspondera un lugar geométrico;
y si son rectas o circulos, el problema esta resuelto. Porque el punto debera
encontrarse a la vez sobre cada uno de ambos lugares, debe encontrarse en
los puntos donde se cortan.

Podemos dar un ejemplo sencillo de aplicacion de la técnica en el problema
de construir un cuadrado ABCD a partir del lado AB: una vez trazada la perpen-
dicular a AB por A, se trata de determinar la posicion de un tercer vértice del cua-
drado. Podemos definir ese punto a partir de dos condiciones: i) debe estar sobre
la recta perpendicular a AB por A ii) la distancia de ese punto a A debe ser igual
a la distancia de B a A Si consideramos todos los puntos que cumplen la prime-
ra condicién, tenemos nuestro primer lugar geométrico: la recta perpendicular a
AB por A Si consideramos todos los puntos que cumplen la segunda condicion,
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tenemos nuestro sequndo lugar geométrico: el circulo de centro A que pasa por
B. La interseccion de esos dos lugares geométricos contiene todos los puntos que
cumplen las dos condiciones: dos puntos que pueden servir para la construccion
del cuadrado ABCD.

En Cabri, un lugar geométrico es un objeto que representa la trayectoria de
un punto? que depende de la posicién de otro punto con una trayectoria defi-
nida, es decir, que recorre un objeto dado. Por ejemplo, si tomamos un circulo ¢
cualquiera, un punto fijo A sobre ¢y un punto B que recorre ¢ podemos cons-
truir el punto medio M de AB, punto que depende de la posicion de B. El lugar
geometrico de M con respecto a B serd la trayectoria de M cuando B recorre el
circulo ¢ es decir un circulo que pasa por Ay por el centro de ¢

Para transponer la técnica de lugar geométrico en el contexto de los dibujos
dindmicos de Cabri, debemos tener en cuenta un parametro extra: la dependen-
cia de un punto con respecto a otro. Podemos enunciar la técnica transpuesta
de la siguiente manera: cuando se quiere determinar la posicion de un punto
X en una construccién, se hace una construccion blanda (o ajustada), es decir,
una construcciéon en la que una de las condiciones solo se cumple al ajustar la
posicion de un punto que llamaremos punto de control, K Si existe un punto Y
dependiente de K de tal manera que al ajustar K Y quede sobre un objeto fijo
y sea la posicion buscada, entonces puede construirse el lugar geométrico de Y
con respecto a Ky la interseccion de ese lugar con el objeto fijo serd el punto
X buscado. Puesto que las construcciones realizadas con base en los puntos de
interseccion de los lugares geométricos dibujados por Cabri contienen errores
de precision (al hacer calculos de distancias y angulos, por ejemplo), en nuestra
praxeologia utilizamos los lugares dibujados por Cabri Unicamente para darnos
idea de la forma y caracteristicas del lugar; luego construimos un objeto que
cumpla esas condiciones y determinamos su interseccion con otros objetos para
producir la solucioén. Esta restriccion implica que los Unicos lugares que pueden
producirse como objetos de Cabri son las rectas, los circulos y las conicas.

2En realidad de cualquier objeto de Cabri: recta, circulo, poligono, etcétera.
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Figura 2

4. EXPLORACION PARA LA CONSTRUCCION

Observemos que la mediatriz del segmento EF corta al cuadrado en los puntos M
y Ny es el eje de simetria de la figura. Por esto sabemos que el centro de cada
uno de los circulos buscados estara sobre el segmento MN (véase la figura 2).

Construimos un circulo tangente a HG en N'y con centro sobre la recta MN3
Llamemos O a este centro. Si movemos O vemos que, en algiin momento, este
circulo es tangente a o,. Existe pues una familia de circulos dentro de la cual
se encuentra una solucion al problema. Para poder aplicar la técnica del lugar
geomeétrico, necesitamos caracterizar el punto de tangencia del circulo solucion
con o, como parte de una familia de puntos que dependen del punto O.

Sean Ay B los puntos de interseccion del circulo con centro en Oy el
circulo o,. Cuando estos dos circulos son tangentes, los puntos Ay B coinci-
den. Necesitamos un punto que dependa de Ay B pero que no esté en o;. Si
tomamos el punto medio C entre Ay B, tenemos que C no estd sobre o, pero
coincide con Ay B en el punto de tangencia. Por tanto, podemos caracterizar

3 Esta es la construccion blanda a la que nos referimos en la descripcion de la técnica.
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Figura 3

Figura 4
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Figura 5

el punto de tangencia como parte de la familia de los puntos medios de los
segmentos AB (véase la figura 3).

Construimos el punto medio C del segmento AB. Trazamos el lugar geomé-
trico del punto C con respecto al punto O usando la herramienta “lugar geomé-
trico” de Cabri. Observamos que, al parecer, es un arco de un circulo* (véase la
figura 4)°

Si- construimos este circulo, sus intersecciones con o; seran los puntos de
tangencia del circulo solucion C; con oy

Para construir el circulo que coincide con este lugar geométrico, necesitamos
determinar tres puntos. Observando la figura, vemos que los puntos G, Fy C
pertenecen al lugar geométrico. Construimos el circulo que pasa por C Fy G.

* El arco faltante corresponde a los casos en los que el circulo de centro O no corta a o;. Una manera
de construir el arco faltante seria usando las intersecciones de estos dos circulos, incluidas las soluciones
imaginarias. Para estas construcciones, véase Cuppens (1999).

> Podria remplazarse el punto medio de AB por un punto que divida el segmento en cualquier razon.
En ese caso, el lugar geométrico obtenido seria una curva de grado mayor que 2,y por lo tanto no podria
producirse un objeto de Cabri con esas caracteristicas.
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Figura 6 Construccion del circulo G v verificacion de la tangencia

/7 0]
El punto est& sobre |
el objeto /

Uz

Llamemos este circulo y. Los puntos de interseccion de los circulos vy o; son
los puntos de tangencia buscados; sin embargo el punto G no nos interesa en
este caso (véase la figura 5).

Sea T el punto de interseccion entre y y 0. El siguiente paso serfa construir
el circulo solucion, usando el punto T Basta con trazar la mediatriz entre los
puntos Ny Ty marcar el punto de interseccion entre esta y la recta MN, sea O,
este punto. O, es el centro del circulo buscado C, (véase la figura 6).

Para verificar que la construccion sea correcta, controlamos si el circulo C, es
tangente al circulo o;. Para ello, trazamos la recta O,F (F es el centro de o;) y
usamos la herramienta “pertenece” de Cabri aplicandola al punto Ty a esa recta®
(véase la figura 6). Por simetria, se tiene que C, es tangente también a o,’

® Teorema. Si el punto de interseccion de dos circulos esta sobre la recta que une los centros, enton-
ces los circulos son tangentes.

" Este procedimiento lo llamamos verificacion por construccion y es caracteristico de una praxeologia
de geometria experimental: para verificar una conjetura sobre una construccion, se hace la construccion
utilizando la conjetura y se verifica que cumpla las propiedades pedidas.
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Figura 7
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Ahora vamos a buscar la construccion del sequndo circulo del problema, C.
Al igual que para el circulo C,, sabemos que este debe ser tangente a o, o,y al
segmento L Nuevamente, el centro del circulo G, debe estar sobre la recta MN'y
el circulo debe pasar por el punto K de interseccion entre I/ y MN. Construimos
un circulo tangente a I/ en Ky de centro O sobre la recta MN. Al igual que para
la solucion de C, vamos a considerar los dos puntos de interseccion de este cir-
culo con o, (A"y B, y su punto medio (C). Cuando el circulo de centro O sea
tangente a oy, los puntos A’, B'y C' coincidiran. Solicitamos a Cabri el lugar del
punto C' con respecto a O’y constatamos que nuevamente es un arco de circulo
(véase la figura 7).

Los puntos de corte de ese lugar geométrico con o, serdn los puntos de
tangencia del circulo buscado. Para poder construirlos, necesitamos construir el
circulo correspondiente al lugar geométrico y, por tanto, necesitamos conocer
tres puntos, pero en la figura solo podemos identificar claramente dos: Fy C.
Sin embargo, mirando la figura, podemos conjeturar que el punto de corte de
ese lugar geométrico con el lado FG es el punto de interseccion de la recta I/
con FG, que llamaremos L (véase la figura 8).

Asi construimos el circulo que pasa por C', Fy L que denotamos como 7.
Nuevamente este circulo corta o, en dos puntos Sy U, pero el que nos interesa
es S que serd el punto de tangencia del circulo G, con o (véase la figura 9).

Figura 9
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Figura 10
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Construimos entonces el circulo G, a partir de Sy verificamos como antes que
es tangente al circulo o, y al circulo o, (véase la figura 10).

Hasta aqui hemos resuelto de manera experimental el problema. Ahora
debemos realizar una demostracion de que ese procedimiento de construccion
produce circulos tangentes de la manera especificada.

5. FORMALIZACION

Ahora debemos demostrar que las construcciones hechas son efectivamente
las soluciones al problema. Es decir, que el lugar de C con respecto a O es un
circulo y el lugar de C' con respecto a O’ es un circulo, y que dichos circulos
pasan por los puntos C F, Gy C, F, L, respectivamente. Es evidente que el punto
C que genero el lugar, pertenece a este. Debemos examinar si los puntos Fy
G corresponden a puntos medios de intersecciones de circulos de centro O con
o,. F es el centro del circulo o, asi que serd el punto medio de alguna de las
cuerdas comunes a los dos circulos. Por otro lado, cuando O esta en el punto
del infinito de la recta MN, el circulo correspondiente coincide con la recta HG.
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Esta recta es tangente a oy y, por tanto, en este caso los puntos Ay B coinciden
con G (véase la figura 5).

De la misma manera, se tiene que C’ es un punto sobre el lugar geométrico
que €l mismo genera, ademas, cuando el punto O’ esta en el punto del infinito
de la recta MN, el circulo coincide con la recta I Como los puntos [y J son
simétricos con respecto a MN'y esta es paralela a FG, entonces I/ es perpendi-
cular a FG. Pero FG es un eje de simetria de oy, por consiguiente, la interseccion
de FG con I es el punto medio de la cuerda que define I/ con respecto a o
y, por tanto, es punto medio de los dos puntos | e I de interseccion de I/ con
o, (véase la figura 8).

Pero no tenemos argumentos para justificar tedricamente que el lugar de
C con respecto a O es un circulo, o que el lugar de C' con respecto a O’ es
un circulo. Asi que retomamos la experimentacion con la figura para buscar
dichos argumentos.

5.1. EXPLORACION PARA LA DEMOSTRACION

Comenzamos esta segunda exploracion intentando generalizar la construccion
hecha: tenemos un circulo fijo y una familia de circulos tangentes en un punto,
generada por un circulo movil, y debemos demostrar que los puntos medios
de las cuerdas comunes al circulo fijo y al circulo mdvil recorren un circulo.

Sitrazamos la recta que pasa por los puntos de interseccion del circulo movil
y el circulo fijo (es decir, la cuerda comun), al mover el centro del circulo movil,
observamos que aparentemente esas cuerdas comunes pasan todas por un
mismo punto. Para verificar esta conjetura, activamos la traza de la cuerda comun
y nuevamente arrastramos el centro del circulo movil (véase la figura 11).

Efectivamente, todas las cuerdas comunes pasan por un mismo punto. Este
hecho sirve para justificar que el lugar estudiado es un circulo. En efecto, como
la mediatriz de toda cuerda pasa por el centro del circulo, tenemos en realidad
dos rectas moviles que pasan por puntos fijos y forman un angulo recto. Por
tanto, los puntos de interseccion de esas dos rectas estan sobre el circulo cuyo
diametro estd definido por los dos puntos fijos.

Solo nos falta justificar tedricamente que las cuerdas comunes pasan
todas por un mismo punto. Hacemos una figura en la que tenemos dos de
esas cuerdas comunes (véase la figura 12); el punto de interseccién de esas
cuerdas tiene igual potencia con respecto a los tres circulos, ya que cualquier
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Figura 11

Figura 12

punto sobre una cuerda comun a dos circulos tiene igual potencia con respecto
a ambos circulos.

Por otra parte, los circulos tangentes entre si tienen en comun a la tangente
en ese punto. Consideremos entonces dos circulos ¢, y ¢, tangentes en un
punto Ky un tercer circulo o, cualquiera. La tangente comun de ¢ y ¢, sera
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Figura 13

cortada por la cuerda comun de ¢, y o,. Llamemos R a ese punto de inter-
seccion (véase la figura 13). Como R estd sobre la tangente comin de ¢, y ¢,
tiene igual potencia con respecto a esos dos circulos (Moise, 1964, p. 455); v,
como esta sobre la cuerda comun de ¢, y oy, tiene igual potencia con respecto
a esos dos circulos, por consiguiente, tiene igual potencia con respecto a ¢,
y 0, es decir, debe estar sobre la cuerda comun de ¢, y o;; de esta manera,
puede demostrarse que todas las cuerdas comunes al circulo movil y el circulo
fijo pasan por el mismo punto.

5.2. DEMOSTRACION

Definicion. Dados dos circulos, el eje radical es el lugar de todos los puntos que
tienen igual potencia con respecto a los dos circulos.

Observacion: si los circulos son secantes, el eje radical pasa por los pun-
tos de interseccion. Si los circulos son tangentes, el eje radical es la tangente
comun. Si los circulos no se cortan, el eje radical pasa por los puntos medios
de las tangentes comunes.
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Figura 14

Lema 1. Dados tres circulos, no todos tangentes en un mismo punto, los tres
ejes radicales son concurrentes.

Demostracion. Sean a, a, y aj los tres circulos dados. Llamemos r, el eje
radical de a; y a, y 1, el eje radical de a, y a;. Como ay, a, y a; no son tan-
gentes en un mismo punto, entonces r, y r, son diferentes y se cortan en un
punto R Note que R tiene igual potencia con respecto a o, y a a.,, y también
con respecto a a, y a o, por tanto, R pertenece al eje radical r; de a; y a;. Los
tres ejes concurren en R (véase la figura 14).

Lema 2. Dado un haz de circulos tangentes en un punto y un circulo a que no
esta en el haz, las rectas que contienen las cuerdas comunes de a y cualquier
circulo del haz pasan por un punto fijo.

Demostracién. Observe que la recta tangente comun a todos los circulos del
haz es el eje radical de todos estos circulos. Sean s, y s, dos circulos tangentes
que pertenecen al haz y «a el circulo exterior al haz Por el Lema 1, sus ejes
radicales se cortan en un punto R Si reemplazamos s, por cualquier otro circulo
s, de la familia, el eje radical de s,y o también debe pasar por R puesto que
R es la interseccion del eje radical de s, y s, y el eje radical de s, y a (véase la
figura 15).
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Figura 15

Lema 3. Dado un punto Py un circulo a de centro O, el lugar geométrico de
los puntos medios de las cuerdas definidas por las rectas que pasan por P es
un circulo.

Demostracion. Sea | una recta que pasa por Py corta a aen Ay B. Sea M
el punto medio de AB. La recta perpendicular a AB por M pasa por el centro
0. Como el angulo PMO es recto, el punto M esta sobre el circulo de diametro
PO (véase la figura 16).

Figura 16
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Teorema 1. Dado un haz de circulos tangentes en un punto y un circulo a que
no esta en el haz, los puntos medios de las cuerdas comunes al circulo a y los
circulos del haz estan sobre un mismo circulo.

Demostracion. Por el lema 2 sabemos que las rectas que contienen las cuer-
das comunes del circulo a y los circulos del haz pasan todas por un mismo
punto. Por el lema 3 podemos concluir entonces que los puntos medios se
encuentran sobre un mismo circulo.

Demostracién de la construccion

1) El circulo y es el lugar geométrico de los puntos medios de los puntos
de interseccion del circulo o, y los circulos tangentes en N. Como los circulos
son tangentes en Ny o, es un circulo que no pertenece a ese haz, por el
Teorema 1 sabemos que el lugar geométrico buscado es un circulo. Ya habia-
mos demostrado que los puntos G Fy H pertenecen al lugar, por tanto, y es el
lugar buscado. (De la misma manera podemos demostrar que el circulo y' es
el lugar de los puntos medios de los puntos de interseccion del circulo o, y los
circulos tangentes en K)

2) El punto T de interseccién de y y o, es el punto de tangencia del circulo
o, y uno de los circulos tangentes en F. Como T est4 sobre vy, es el punto medio
de los puntos de interseccion del circulo o; con uno de los circulos tangentes
en N; pero T esta sobre o, por tanto, los puntos de interseccion de los cuales T
es punto medio deben coincidir con T, asi que el circulo oy y el circulo tangente
en N son tangentes. (De igual manera podemos demostrar que el punto T' de
interseccion de y'y o, es el punto de tangencia del circulo o; y uno de los
circulos tangentes en K)

3) El circulo C, construido es tangente a o, y a H. El centro de C, fue cons-
truido en la interseccion de la mediatriz de TN y la recta NM; por tanto, es equi-
distante de Ty de N: como el circulo pasa por T, también pasa por N: como T es
punto de tangencia entre o, y uno de los circulos que pasan por Ny tienen su
centro en la recta NM y C, es uno de esos circulos, entonces C; es tangente a
o; como C tiene su centro en NM, NM es perpendicular a HG en Ny C, pasa
por N, C; es tangente a la recta HG. (De la misma manera, podemos demostrar
que el circulo G, es tangente a o, y a I/)

4) El circulo C, es tangente al circulo o,. Como o, es simétrico de o, con
respecto a NMy el centro de C, estd sobre MN, si C, es tangente a o tiene que
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ser tangente a o,. (De la misma manera, podemos demostrar que el circulo G,
es tangente al circulo o,

6. CONCLUSIONES

Este ejemplo de trabajo experimental con Cabri para la solucion de un proble-
ma de construccion ilustra la utilizacion de los dibujos dinamicos como acti-
vidad matematica: la posibilidad de hacer una construccion ajustada permite
buscar relaciones tedricas que conducen a la construccion exacta y buscar
también argumentos tedricos que justifiquen la relacion entre las propiedades
conjeturadas y la solucion del problema. Asi que la relacion entre intuicion y
deduccion no es necesariamente excluyente, como podria pensarse; ademas,
el trabajo experimental no va en menoscabo del trabajo de demostracion, sino
que son complementarios. También ilustra la utilizacion de la técnica de lugar
geomeétrico en el contexto de los dibujos dinamicos; como vimos, es necesaria
una transposicion de dicha técnica para tener en cuenta las caracteristicas de
la herramienta “lugar geométrico’; ademas, su uso no elimina la necesidad de
justificar deductivamente lo que se observa en la pantalla.

Por supuesto, nuestra solucion no es la Unica posible, y podrian utilizarse los
ostensivos de Cabri para encontrar otras soluciones con otras técnicas posibles.

No es nuestra intencién proponer este problema como actividad de clase,
sino como practica de referencia que sirva para:

1) Definir la técnica de lugar geométrico utilizando ostensivos dindmicos.

2) Resaltar la posibilidad de experimentar para encontrar una construccién
y una demostracion.

3) Resaltar la necesidad de formalizar los resultados encontrados experi-
mentalmente como una forma de incorporarlos en el sistema tedrico de
referencia.

No podemos afirmar que este ejemplo constituya una praxeologia matema-
tica, pero si es un ejemplo de la utilizacion de la técnica de lugar geométrico
para la resolucién de un problema de construccién, y de su correspondiente
tecnologia. Esperamos poder acumular suficientes ejemplos de este tipo para
demostrar la existencia de dicha praxeologia.
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