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Resumen: Presentamos progresos en la configuracion de un modelo en desa-
rrollo para la interpretacion de la comprension en matematicas. Dicho modelo
conecta las orientaciones cognitiva y semidtica de la interpretacion en matema-
ticas mediante una propuesta integradora que ofrece una via operativa para
transitar desde la actividad del estudiante hasta su comprension matematica.
Los principios que conforman el modelo se organizan en dos dimensiones, una
fendmeno-epistemologica y otra hermeneutica. La primera incluye un método
para la identificacion y organizacion de tareas con las cuales registrar la activi-
dad matematica del estudiante. La segunda incorpora un recorrido interpretativo
que permite el acceso a la comprension del alumno en términos de usos dados
al conocimiento matematico. La operatividad del modelo se exhibe con eviden-
cias obtenidas al interpretar la comprension de una pareja de estudiantes de
secundaria que resuelven una tarea de calculo aritmético elemental.

Palabras clave: interpretacion, comprension en matematicas, analisis episte-
moldgico y fenomenologico, hermenéutica, algoritmo de la multiplicacion.

Abstract: We show the advances obtained in the configuration of a developing
model for the interpretation of mathematics understanding. Such a model links
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the cognitive approach of mathematics interpretation with the semiotic approach
through a process of integration, which shows an operative way to move from
the students activity to their mathematical understanding. The fundamental prin-
ciples which define this model are divided in two dimensions, the phenomenon-
epistemological and the hermeneutical. The first one includes a method for the
identification and organization of task with which the mathematical activity of
the students can be registered. The second one comprises an interpretative plan
which grants the access to the students’ understanding in terms of the given
uses to the mathematical knowledge. The effectiveness of this model can be
proved with some evidences obtained when interpreting a pair of secondary
students when they solve an elementary arithmetic problem.

Keywords: interpretation, understanding in mathematics, phenomenological
and epistemological analysis, hermeneutics, multiplication algorithm.

1. INTRODUCCION

Un objetivo en educacion matematica es garantizar que los alumnos apren-
dan matematicas con comprension. Hace décadas que la comprension viene
contemplandose como un objeto de investigacion en el area (Kieran, 1994). En
los ultimos anos, la creciente especializacion en el tema ha motivado la proli-
feracion de diferentes aproximaciones a la comprension en matematicas, con
marcos teoricos y métodos de valoracion especificos. En la mayoria de estas
aproximaciones se llega a reconocer la naturaleza interpretativa de la valoracion
de la comprension. Es decir, toda observacion sobre el quehacer matematico de
los alumnos, realizada con el fin de extraer informacién sobre su comprension,
ha de ser interpretada por quien efectiia la observacion (Morgan y Watson,
2002). Es asi como el objetivo basico de desarrollar la comprension de los
escolares queda ligado de manera ineludible a la actividad de interpretar sus
acciones matematicas en el aula. Una circunstancia que nos permite situar la
interpretacion en la base de las cuestiones que atanen al estudio de la com-
prension en matematicas.

La interpretacién de la actividad matematica nos enfrenta al desafio de
encontrar métodos eficaces con los que aproximarnos a la comprension de los
alumnos. La principal dificultad operativa reside en como transitar desde las
acciones y registros matematicos del estudiante hasta la delimitaciéon de una
buena aproximacion a la situacion real de su comprension. En términos interro-
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gativos: écomo podemos interpretar la comprension de los estudiantes a partir de
su actividad matematica observable? Esta cuestion basica, que motiva el estudio
que aqui se presenta, genera a su vez interrogantes concretos sobre diversos
aspectos particulares de la interpretacion, entre los que se encuentran los rela-
tivos a la naturaleza de las situaciones matematicas que se van a emplear, los
fragmentos que revelan la comprension a partir de la actividad matematica
registrada y la caracterizacion de los usos del conocimiento matematico y la
comprension de los estudiantes sobre la base de esos rastros visibles.

Como contribucién especifica a esta problematica, presentamos un mode-
lo operativo para la interpretacion de la comprensién en matematicas. La
propuesta aspira a mediar en el dualismo entre las orientaciones cognitiva y
semiotica de la interpretacion en matematicas, ofreciendo como alternativa una
vision interpretativa integradora. Buscamos presentar la interpretacion desde
una perspectiva mas inclusiva, donde el objetivo es compartir formas de ver y
comprender las matematicas antes que insistir en una version correcta de las
matematicas y una supuesta buena comprension (Brown, 2008). Los referentes
que configuran el modelo de interpretacion se exponen organizados en dos
dimensiones, una fendmeno-epistemoldgica y otra hermenéutica. La primera
redne los principios en torno al conocimiento matematico y a la comprension
en matematicas y su valoracion. También incluye una propuesta de analisis
epistemologico y fenomenolégico del conocimiento matematico que posibilita
la identificacién y organizacién de tareas y la elaboracién de instrumentos
propicios para registrar la actividad matematica del estudiante. Las estructuras
epistemologica y fenomenologica asociadas al conocimiento matematico se
proponen como referencia objetiva para caracterizar el uso del conocimiento
en la actividad matematica. Con estos referentes, dirigimos la atencién hacia
el propio proceso de interpretacion, incorporando en el modelo una segunda
dimension hermenéutica. Esta dimensién introduce un ciclo interpretativo que
nos posibilita el acceso a la comprension de los estudiantes en términos del uso
que ellos hacen del conocimiento matematico.

2. ANTECEDENTES SOBRE INTERPRETACION DE LA COMPRENSION
EN MATEMATICAS

Uno de los aspectos concretos por los que se ve afectado el estudio de la
comprension en matematicas es la naturaleza interpretativa de la valoracion. Es
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usual que las diferentes aproximaciones incluyan entre sus principios generales
referencias acerca de como hacer frente a la interpretacion. Identificamos dos
orientaciones basicas en la consideracion y el tratamiento de la interpretacion
de la comprension en educacion matematica.

2.1. ORIENTACION COGNITIVA

Esta orientacion pone la atencion en la subjetividad del alumno y determina
como proposito responder a algunas de sus complejidades internas. Se carac-
teriza por concebir la comprension matematica como un fenémeno cognitivo
y por reconocer la posibilidad de su acceso y captacion en las mentes de los
alumnos. La interpretacion se presenta entonces como un traslado hacia la
esfera mental del estudiante, a la que pertenece su comprension matematica,
tomando como via las distintas manifestaciones observables generadas durante
su quehacer matematico (Duffin y Simpson, 2000).

En esta orientacion, interpretar supone el acceso a realidades cognitivas
internas con ayuda de la observacion de realizaciones sensibles objetivadas.
Por tratarse la comprension de una actividad que acontece en la esfera interna
del individuo, y por tanto sin posibilidad de ser observada directamente, su
interpretacion desde esta perspectiva necesita y suele abordarse al amparo de
supuestos tedricos sobre la relacion reconocida entre los estados mentales del
sujeto y su comportamiento externo visible. El proceso metodolégico recurrente
implicado en esta interpretacion tiene por objeto estrechar progresivamente
la distancia entre estas realidades interna y externa. Un exponente de esta
orientacion es el enfoque representacional, que desarrolla una vision de la
comprension vinculada a las representaciones y conexiones, internas y exter-
nas, del conocimiento matematico (Goldin, 2002; Hiebert y Carpenter, 1992). El
acceso interpretativo al ambito mental de la comprension resulta especialmente
directo en este enfoque, al plantear la valoracién en funcion de las conexiones
mentales que se establecen entre las diversas representaciones internas del
conocimiento matematico objeto de comprension (Rico, 2009). Las principales
dificultades operativas por las que se ve afectada la orientacion cognitiva de la
interpretacion estan relacionadas con la transicion entre los ambitos externo e
interno de la comprension junto con los propios rasgos mentales de ésta.
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2.2. ORIENTACION SEMIOTICA

Esta opcidn interpretativa emerge de aproximaciones semioticas al conocimien-
to matematico y su cognicion que se vienen desarrollando recientemente en
educacion matematica. La orientacion semidtica, tal como la derivamos de estos
enfoques, asume un distanciamiento con el caracter mental de la comprension
(Dorfler, 2006). Se opta por presentar la comprension como una capacidad esen-
cial o competencia del alumno que se traduce en practicas sociales interpretables
publicamente (Font, Godino y D'’Amore, 2007). La interpretacion se circunscribe
al espacio exclusivo de la actividad matematica visible y del uso que en ella se
hace de los sistemas de signos matematicos. Interpretar supone trasladarse a los
entornos semidticos generados por estas practicas y producciones matematicas
observables, suspendiendo incluso cualquier referencia a la realidad externa
que circunda a los propios productos semidticos. El metodo involucrado en esta
interpretacion se ajusta, en lo fundamental, a un modelo de analisis estructural
de inspiracion linguistica que tiene como objeto captar la complejidad de las
relaciones semioticas desplegadas en las diversas acciones matematicas observa-
das y registradas en los alumnos. Ejemplo de ello lo encontramos en el analisis
semiotico incluido en el enfoque ontosemidtico de la cognicion e instruccion
matematica (Godino, 2002; Godino, Batanero y Font, 2007). Las posibles fronteras
de la orientacion semiotica de la interpretacion las situamos en la problematica
relacion entre el signo hablado y el signo escrito y en la suspensién de las refe-
rencias externas sobre las que se proyectan los registros semioticos.

2.3. EL DUALISMO COGNITIVO-SEMIOTICO Y SU DILEMA METODOLOGICO

Las particularidades de las orientaciones sefaladas quedan reflejadas en aspec-
tos como el estatus asignado a la comprension en matematicas, el espacio de
acceso delimitado para la interpretacion, el método asociado, la terminologia
especifica o las fronteras de su operatividad. La confrontacion de ambas orien-
taciones con base en estos aspectos nos permite identificar las dicotomias del
cuadro 1. En ellas nos apoyamos para conjeturar la presencia de un dualismo
epistemologico en la interpretacion de la comprension en educaciéon matemati-
ca: mientras que la orientacion cognitiva pone el acento en quien se pronuncia
en el texto (recreacion mental del sujeto), la orientacion semiotica dirige la
atencion hacia lo que dice el texto (aprehension de su sentido).
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Cuadro 1 Dualidades entre las orientaciones cognitiva y semidtica
de la interpretacion en matematicas

Rasgos dicotémicos

Orientacion cognitiva

Orientacion semiotica

Estatus de la
comprension

Epistemoldgico:
fenémeno cognitivo,
proceso mental, modo de
conocer.

Ontolégico: cualidad intrinseca,
capacidad esencial del individuo.

Espacio de
interpretacion

Traslado a las realidades
cognitivas internas del
sujeto.

Traslado a los entornos
semioticos generados por la
actividad matematica.

Via de acceso
interpretativo

Observacion de
realizaciones externas
objetivadas en registros
verbales y escritos.

Practica matematica visible y
uso en ella de los sistemas de
signos matematicos.

Proposito de la
interpretacion

Estrechar
progresivamente la
distancia entre las
realidades interna 'y
externa.

Captar la complejidad de

las relaciones semidticas
desplegadas en la produccion
matematica.

Método Circulo interpretativo Modelo de andlisis estructural
con base en modelos de inspiracion linguistica.
de comprension
conjeturados a priori.

Fronteras Transicion entre lo Transicion entre lo hablado

interno y lo externo; los
propios rasgos mentales
de la comprension.

y lo escrito. Suspension de
la referencia externa de los
registros semioticos.

Al tiempo que reconocemos la legitimidad y potencialidad de estas dos orien-
taciones interpretativas para la investigacion ligada a la comprension (Tahta,
1996), también subrayamos el dilema metodologico que puede surgir al con-
templar las orientaciones cognitiva y semidtica como polos de una relacion de
exclusion que nos impone una necesaria eleccion entre ellas. Como alternativa,
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se pueden establecer vinculos dialécticos entre ambas posiciones por medio de
una vision extendida de la interpretacion, donde las dos orientaciones contribuyen
a la misma propuesta interpretativa, complementandose mutuamente. Esta es la
propuesta que fundamenta el modelo que se describe en la siguiente seccion.

3. FUNDAMENTOS PARA UNA INTERPRETACION OPERATIVA
DE LA COMPRENSION EN MATEMATICAS

Los principios que sustentan el modelo que proponemos para la interpretacion
de la comprension en matematicas se organizan en dos dimensiones, una
fendmeno-epistemoldgica y otra hermenéutica. Estas dimensiones establecen
pautas metodoldgicas operativas para interpretar la comprension matematica
de los estudiantes a partir de la observacion y del andlisis de una actividad
matematica planificada.

3.1. DIMENSION FENOMENO-EPISTEMOLOGICA

La configuracion de nuestro modelo parte de un doble reconocimiento: a) la
imposibilidad de tener acceso de manera directa a la comprension matematica
de los estudiantes y b) el papel relevante que desempena el uso del conoci-
miento matematico en la valoracion de la comprension de los alumnos. Estos
dos supuestos demandan la necesidad de emplear estrategias de acercamiento
indirecto a la comprension, centradas en sus manifestaciones externas obser-
vables y en las particularidades del conocimiento matematico. La dimension
fenémeno-epistemologica atiende este reclamo proponiendo unos referentes
tedrico-metodoldgicos operativos sobre el conocimiento matematico y sobre la
comprension en matematicas y su valoracion. De estos principios derivamos
a su vez un procedimiento para la identificacion y organizacion de tareas con
las cuales registrar e interpretar la actividad matematica del estudiante, basado
en el analisis fenomenoldgico y epistemologico del propio conocimiento mate-
matico.
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3.1.1. El conocimiento matemdtico como objeto de comprension

Nos interesa contemplar el conocimiento matematico desde la perspectiva
del alumno que aspira a comprenderlo. Como tal objeto de comprension, es
considerado en nuestro enfoque como una entidad concreta de referencia con
dos estructuras basicas especificas y exclusivas que delimitan su naturaleza y
existencia. Estas estructuras surgen de las relaciones con otros conocimientos
matematicos (estructura epistemologica) y de las situaciones y tareas proble-
maticas que dan sentido al propio conocimiento (estructura fenomenologica),
quedando de antemano constituidas con fines valorativos al margen del sujeto
con pretensiones de comprension.

3.1.2. La comprension y su valoraciéon en matemdticas

Consideramos que la comprension de un conocimiento matematico esta ligada
a las experiencias matematicas que se producen a través de las situaciones en
las que interviene dicho conocimiento. En este sentido, los estudiantes mani-
fiestan una cierta comprension en relacion con un conocimiento matematico
concreto cuando, ante situaciones de desequilibrio cognitivo que deciden volun-
tariamente abordar, elaboran y emiten a su satisfaccion respuestas adaptadas
donde hacen un uso significativo (esto es, libre, consciente e intencional) de
este conocimiento. Entendemos que el uso del conocimiento matematico por
parte de un alumno, como forma de accion observable e interpretable, da
cuenta de su comprension. Por ello afirmamos que un individuo comprende un
conocimiento matematico si es capaz de emplearlo, en alguna de sus formas
posibles, en todas aquellas situaciones pertenecientes a su ambito fenémeno-
epistemologico. Nos apoyamos en el supuesto valorativo de que lo que un
individuo utiliza, y como lo utiliza para elaborar y emitir voluntariamente una
respuesta adaptada a una situacion, proporciona informacion especifica sobre
lo que comprende y como lo comprende.

Asi pues, la comprension en matematicas la concebimos como una activi-
dad intelectual que capacita al individuo para elaborar respuestas observables,
adaptadas y contextualizadas que involucran la utilizacion registrable e inter-
pretable del conocimiento matematico en alguna de las categorias y formas
posibles de su dimensién fenomeno-epistemoldgica. El aprendizaje surge como
consecuencia de esta comprension ligada a la funcionalidad del conocimiento
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matematico, por lo que la idoneidad del aprendizaje y su valor como objetivo en
educacion matematica quedan vinculados con la cuestion de la comprension
(Llewellyn, 2012).

3.1.3. Método para determinar situaciones problemdticas

La vision adoptada sobre la comprension y su valoracion requiere procedimien-
tos para la identificacion y seleccién de tareas problematicas para plantear
a los estudiantes, vinculadas al conocimiento matematico y generadoras de
experiencias matematicas observables. La estrategia sugerida por nuestro enfo-
que propone determinar situaciones que sean representativas de la estructura
fendmeno-epistemologica del conocimiento matematico y con potencialidad
para hacer emerger distintos usos de éste durante la resolucion. Ambas con-
diciones son necesarias para garantizar la utilidad de esas situaciones como
instrumento operativo en la valoracion de la comprension. De manera especifica,
las fases del método son:

Primera fase. Destinada a concretar un conjunto amplio de situaciones que
tienen en comun la posible intervencion de dicho conocimiento en su resolu-
cion. La configuracion de este conjunto queda garantizada mediante la consulta
y revision de distintas fuentes documentales (investigaciones sobre la ensefan-
zay el aprendizaje del conocimiento matematico, libros de texto de matematicas,
obras de formacion didactica y manuales de matematicas, entre otros).

Segunda fase. Andlisis relacional del conjunto de situaciones obtenido en la
fase anterior que conduce a la descripcion tedrica de la estructura fendmeno-
epistemologica correspondiente al conocimiento matematico dado. Esta estruc-
tura, a su vez, es la referencia empleada para la seleccién del pretendido con-
junto reducido de situaciones representativas de cada categoria y pertinentes
para ser empleadas en labores de diagnostico y valoracion de la comprension
de acuerdo con nuestro modelo.

3.2. DIMENSION HERMENEUTICA
La dimension fendmeno-epistemologica no responde por si sola a algunas

cuestiones relacionadas con la propia interpretacion, como son las referentes a
la identificacion de rastros de comprension matematica en el registro escrito y
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a la caracterizacion de los usos del conocimiento matematico a partir de esos
rastros: ¢{como identificar y delimitar entre todo lo observado y registrado de la
actividad matematica del estudiante los rastros de su comprension que pueden
considerarse indicadores de algun uso dado al conocimiento matematico?

Instruidos en la dialéctica inspirada por la teoria del texto de Ricoeur (2002),
optamos por una actitud integradora frente al dualismo cognitivo-semidtico de
la interpretacion de la comprension en matematicas e introducimos en nuestro
modelo una vision extendida de la interpretacion donde las dos orientaciones
intervienen en fases diferentes de la propuesta interpretativa. El ciclo arranca en
el plano cognitivo con el reconocimiento de la comprension matematica como
fendmeno mental, irrumpe en el ambito semiotico con el analisis de la actividad
matematica del estudiante y desemboca en una superacion fenémeno-episte-
moldgica que nos permite retornar de nuevo a la comprension del alumno a
través de los usos dados al conocimiento matematico. A continuacion, delinea-
mos los supuestos que definen este ciclo interpretativo (figura 1).

1. La comprension es una actividad intelectual cognitiva experimentada
como tal exclusivamente por quien la desarrolla.

Toda actividad matematica esta propiciada por, y es consecuencia de,
una actividad intelectual de caracter mental. La comprension, tanto en su
version epistemoldgica, como modo de conocimiento, como en su varian-
te ontologica, como capacidad esencial del sujeto, va a demandar unas
exigencias intelectuales necesariamente vinculadas a la esfera cognitiva
de quien la desarrolla.

2. La comprension es comunicable e incluye en su manifestacion externa
rastros interpretables.

Los fendomenos cognitivos no son radicalmente incomunicables vy la
exteriorizacion de la comprension viene dada a través del lenguaje, medio
privilegiado de transmision de lo interno. Con base en esto, el registro
observable generado durante el quehacer matematico se erige como la
principal fuente depositaria de las expresiones o rastros visibles derivados
de la comprension, constituyéndose por ello en el centro de interés de
nuestra propuesta interpretativa.

3. La circunscripcion al registro observable, mas que limitacién, es una con-
dicién necesaria para la interpretacion.

Una interpretacion dirigida a la faceta mental de la comprension indu-
ce a que la transicion entre lo externo y lo interno resulte inevitablemente
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Figura 1 Ciclo interpretativo de la comprension en matematicas

Comprension Manifestacion
" —_— " . S
matematica externa —  "Textualizacion
"o
Usos del
conocimiento <€— Rastros de
matematico comprension

problematica desde el principio y suponga una limitacion metodologica
importante para esta via. Proponemos una opcion interpretativa distan-
ciada provisionalmente del interés por lo mental y restringida al registro
observable, lo cual permite justificar la interpretacion como un requeri-
miento necesario para la deteccion y caracterizacion de rasgos genuinos
de comprension del conocimiento matematico en lugar de ser un condi-
cionante limitador del acceso a la propia comprension.

4. La interpretacion demanda la textualizacion de todo registro observable.

El caracter contingente, temporal y dependiente de las acciones y las
manifestaciones verbales constituye un obstaculo a la interpretacion en
sus distintas variantes. Por el contrario, la estabilidad, perdurabilidad e
independencia del registro escrito lo hacen especialmente idoneo para
desplegar en él nuestra propuesta. El paso de lo hablado a lo escrito, lejos
de ser una limitacion metodoldgica, se presenta como otra de las condi-
ciones necesarias para la tarea interpretativa.

5. La interpretacion persigue identificar los rastros de comprension disemi-
nados en el registro escrito y caracterizar a partir de ellos los usos del
conocimiento matematico.

Aunque la comprensién y la interpretacion se ejerzan sobre la media-
cion de un texto, rebasan el campo de lo semidtico. EI hecho de que la
capacidad para utilizar el conocimiento matematico dependa en buena
medida de su comprensién nos obliga a situar la referencia ultima de la
comprension del estudiante, no ya en el registro escrito, sino en el uso del
conocimiento matematico que deja entrever.
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3.3. LA INTERPRETACION EN LA PRACTICA: PAUTAS METODOLOGICAS

El agente intérprete debe enfrentar distintos requerimientos metodologicos a
la hora de aplicar el procedimiento para la interpretacion de la comprension
que se desprende de nuestro enfoque. En un primer momento, previo al
episodio de interpretacion, la dimension fendomeno-epistemoldgica sugiere
las siguientes acciones: a) realizacion de un analisis epistemoldgico y feno-
menologico del conocimiento matematico; b) identificacion de los elementos
fendomeno-epistemologicos de éste que influyen en el nivel cognitivo y son
los responsables, entre otros aspectos, de la caracterizacion de los alumnos
en términos de comprension; ¢) organizacion y seleccion de las situaciones
y tareas matematicas que dan sentido al conocimiento matematico con base
en el resultado de los analisis previos; y d) garantia de que los estudiantes se
enfrenten a situaciones pertenecientes a las distintas categorias surgidas del
cruce de las estructuras epistemoldgica y fenomenoldgica del conocimiento
matematico.

A continuacion, la dimension hermenéutica propone, tras el desarrollo del
episodio de interpretacion, una estrategia combinada consistente en: e) inter-
pretar la comprension de los escolares en términos de capacidad para enfrentar
con éxito las situaciones planteadas; f) identificar y validar los rastros de com-
prensién matematica diseminados a lo largo del registro escrito; y g) revelar en
estos rastros los usos dados al conocimiento matematico, empleando para ello
la propia estructura fendmeno-epistemoldgica del conocimiento como referencia
objetiva con la cual certificar tales usos.

4. INTERPRETACION DE LA COMPRENSION DEL ALGORITMO ESTANDAR
ESCRITO PARA LA MULTIPLICACION DE NUMEROS NATURALES

Con el proposito de mostrar la operatividad de nuestra propuesta, describimos
los pormenores de su aplicacién en un caso: la interpretacion de la comprension
de una pareja de estudiantes de secundaria enfrentada a la resolucion de una
tarea vinculada al algoritmo estandar escrito para la multiplicacion de nimeros
naturales.
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4.1. SELECCION DE LA TAREA MATEMATICA

En Gallardo y Gonzalez (2006), relatibamos la aplicacion de la dimensién
fenomeno-epistemologica sobre el algoritmo estandar de la multiplicacion. Se
determind una estructura con tres categorias epistemolégicas (técnica, anali-
tica y formal) y dos fenomenologicas (situaciones exclusivas y situaciones no
exclusivas) para las distintas tareas vinculadas al algoritmo. En la experiencia
empirica de ahora, hacemos uso de esta estructura y planteamos a los alum-
nos una situacion exclusiva de uso formal (figura 2) donde:

* El empleo del algoritmo estandar se manifiesta como la principal opcion,
evidente y necesaria, para la resolucion de la tarea (exclusividad frente
a otros conocimientos matematicos). El estudio de las variantes para
calcular 23 x 32 solo es factible si previamente el estudiante ha tenido
experiencias previas con el algoritmo estandar, que ahora se toma como
referencia en la reflexion.

* Se precisa el uso de las relaciones internas que sustentan y validan
el mecanismo subyacente en el algoritmo estandar. La justificacion
matematica de las tres variantes del calculo 23 X 32 la proporcionan
los mismos principios basicos que fundamentan el algoritmo (sistema

Figura 2 Situacion exclusiva de uso formal del algoritmo estandar
de la multiplicacion

Observa las siguientes variantes utilizadas para calcular 23 X 32:

Primera variante Segunda variante Tercera variante
23 X 23 X 23 X
32 32 32
69 64 96
_46 9% 64
736 736 736

Pregunta 1: ¢Podrias decir qué se ha hecho en cada caso?

Pregunta 2: {Consideras estos procedimientos validos o no? éPor qué?
Pregunta 3: {Qué razones matematicas darfas para justificar lo adecuado o
inadecuado de estos métodos para multiplicar?

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 25, NUM. 2, AGOSTO DE 2013 73



Tareas, textos y usos del conocimiento matematico

de numeracion decimal posicional, propiedad distributiva del producto
respecto de la suma y propiedad conmutativa).

Aunque en el plano fendmeno-epistemoldgico la tarea exija el uso formal
del algoritmo, es posible que los alumnos hagan uso de las facetas técnica'y
analitica de este, a priori mas proximas a sus experiencias previas con el método
de cdlculo. A diferencia del ambito formal del algoritmo, las facetas técnica y
analitica se centran mas en las relaciones externas entre las componentes de
la secuencia algoritmica:

* El empleo técnico se limita al establecimiento de las relaciones externas
usuales entre los elementos basicos del algoritmo que hacen posible
recorrer el procedimiento establecido en el sentido apropiado. Es el tradi-
cional empleo mecanico o rutinario como instrumento de calculo.

e El empleo analitico exige el andlisis premeditado de la estructura y el
funcionamiento externos del algoritmo, lo que conlleva el dominio de las
relaciones no usuales que permiten recorrer la secuencia algoritmica en
sentidos distintos al usual.

4.2. CONFIGURACION DEL ESCENARIO DE INTERPRETACION

El episodio de interpretacion transcurre sobre el escenario constituido por una
profesora que pretende obtener informacién sobre la comprension de dos
alumnos inmersos en la resolucion conjunta de una actividad matematica
concreta. El episodio en cuestion tuvo lugar en un colegio de Cusco, Peru.
Participaron Mayte (M) y Raez (R), alumnos de quinto curso de secundaria (16-
17 anos). En su aula convencional y en un ambiente de trabajo usual, estos
alumnos se enfrentaron conjuntamente a la tarea matematica descrita en el
apartado anterior mientras el resto de companeros desempenaba actividades
paralelas. Su profesora habitual, también autora del articulo, les presentd la
tarea por escrito, les leyo el enunciado en voz alta y se limito a indicarles
la posibilidad de anotar y debatir entre ellos lo que consideraran oportuno
sin limite de tiempo. Sin la intervencion directa de la profesora, la discusién
es dirigida por las propias preguntas planteadas en la tarea matematica. El
episodio tuvo una duracion aproximada de 13 minutos y 30 segundos y fue
registrado en video.
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4.3. RASTROS DE COMPRENSION

Como resultado del anadlisis realizado sobre fragmentos del registro escrito,
procedemos a identificar los rastros de comprension que son indicadores del
uso dado al algoritmo estandar de la multiplicacion. Al localizar los rastros de
comprension en las interacciones colaborativas de los dos alumnos participan-
tes, en esta ocasion estamos interpretando la comprension matematica colectiva
(Martin y Towers, 2003) desplegada en el episodio. El propio uso del algoritmo
serd caracterizado en una siguiente etapa a partir de estos rastros.

Fragmento I. Reconocimiento externo de las tres variantes del algoritmo

El episodio se inicia con un recorrido comparado por las tres variantes buscando
encontrar el algoritmo estandar.

M2: Ya. Claro, o seq, la original podriamos decir que es ésta [la tercera
variante] porque a ver: éste... 2 por 3, 6; 2 por 2... iah, no!

R5: ilodo estd mal!

Meé: Los tres.. iNo estan mal! Porque en realidad es una buena multipli-
cacion, simplemente que estan... este... canjeados, ¢no es cierto?

R6: Claro, canjeados.

Los estudiantes conocen la disposicion de los productos parciales en el
algoritmo estandar y la utilizan como referencia para identificar y comprobar la
correccion del procedimiento sequido en cada método alternativo (M2). Ademas,
perciben que un mismo resultado correcto (el 736) se obtiene de aplicar distintas
secuencias de calculo no estdndar (M6, R6). Por ello, comienzan a reconocer en
el algoritmo dos aspectos diferentes relacionados: a) el resultado, tomado como
criterio de correccion de la multiplicacion, y b) el procedimiento que conduce al
resultado y que varia segun el caso.
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Fragmento Il. Diferencias en la disposicion espacial de las cifras

El analisis de las variantes prosigue en el nivel externo. Los alumnos centran
la atencion en los espacios en blanco presentes en los resultados parciales de
estas variantes.

M7: Entonces, este.., o sea, empezando porque hay diferencias entre los
espacios: acd, acd; acd, acd y acd, acd [redondea los dos espacios o “huecos’
en los resultados parciales]. Hay diferencias, éno? Hay dos tipos de espacios.

R8: Ya pero este tipo de espacio es el normal lindicando la tercera
variante].

M8: Claro, o sea, en el espacio, éste [tercera variante] seria el correcto.

Para M y R las tres variantes no son equivalentes en cuanto a la disposicion
espacial de las cifras en los resultados parciales (M7). Reconocen dos tipos: a) la
disposicion estandar, considerada correcta (tercera variante) y b) otra no usual donde
varia el orden (primera y segunda variantes). De sus comentarios se desprende que
ambos estudiantes catalogan el tercer procedimiento como menos incorrecto por
conservar al menos la disposicion espacial del algoritmo estandar (R, M8).

Fragmento lll. Reconocimiento de la propiedad distributiva

La discusién se traslada ahora al ambito de las propiedades y relaciones inter-
nas que fundamentan el algoritmo estandar.

M10: En la multiplicacion ninguno de los tres estd correcto.

R12: Si estd al revés.

M13: .. de todas formas es una multiplicacion. O seq, todos los nimeros
se multiplican, sélo que van invirtiendo y jugando con los centros.

Aunque ambos afirmen que los tres procedimientos de calculo son inco-
rrectos, M evidencia como rasgo correcto en las variantes el hecho de que
todas las cifras se multiplican entre si (M13), lo que nos hace pensar que
intuye de alguna manera la propiedad distributiva caracteristica del algoritmo
estandar.
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Fragmento IV. El orden estandar obstaculiza identificar la propiedad
conmutativa

Durante la sistematizacion de la respuesta a la primera pregunta, los comenta-
rios se dirigen a destacar el cambio de orden en nimeros y espacios producido
en los resultados parciales.

M19: ¢Podrias decir qué se ha hecho en cada caso? Se ha jugado con
el orden de los numeros y el orden de los espacios.

R20: Si. Fuera de eso, que la multiplicacion del centro no concuerda con...
No, no concuerda la multiplicacion.

M20: Claro. Ya, por eso. Se ha jugado con el orden de los nimeros.

R22: Alterando.. si el producto del medio. Que no concuerda con la
multiplicacion que se tiene que hacer.

Identificar pero no aceptar como algo correcto la manipulacion de los centros
(resultados parciales y espacios) (M19, R22) nos dice que los alumnos no estan
al tanto de la propiedad conmutativa responsable de la validez matematica
de las tres variantes. La importancia otorgada al orden estandar parece ser un
obstaculo a la hora de reconocer dicha conmutatividad.

Fragmento V. Busqueda de lo correcto en las variantes y dependencia
al orden estandar

Con el proposito de responder a la segunda pregunta, el analisis de las tres
variantes continta en el plano externo con la delimitacion de aquellas partes y
fases del calculo que los alumnos consideran correctas por su analogia con las
del algoritmo estandar.

M24: Yo no estoy de acuerdo porque creo que te complican demasiado.
Ademds, de una u otra forma puede ser que este resultado [sefalando al
resultado final de la primera variante] salga igual, pero.. no hay forma correc-
ta para hacerlo.

R26: Si sumas, lo que estd acacito es una suma normal [sefala la suma
de los productos parciales de la tercera variante].

M27: Claro y va a salir el mismo numero siempre.
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R27: Pero en acd es una multiplicacion que no concuerda [senala los
productos parciales de la tercera variante].

M28: Claro, en eso estamos de acuerdo. De todas formas, el resultado
estd bien. En todos, el resultado es el mismo, entonces la multiplicacion es la
misma. El problema estd en el centro.

Se concluye que la suma, el resultado y la multiplicacion total son correctos
en cada caso (R26, M28), aunque no el procedimiento seguido para el calculo
de los productos parciales (R27, M28). A pesar del reconocimiento de varios
elementos correctos por su concordancia con el algoritmo estandar, persisten
en la idea de que los centros son inadecuados y, por tanto, las variantes son
incorrectas (M24). Una vez mas, el orden estandar ejerce su influencia sobre
otros aspectos caracterizadores del algoritmo, como el hecho de proporcionar
siempre resultados correctos.

Fragmento VI. Delimitacion de tres componentes en el algoritmo:
multiplicacioén, procedimiento y resultado

En este punto, ambos estudiantes sienten la necesidad de efectuar la multipli-
cacion 23 x 32 aplicando el algoritmo estandar.

R30: 23 por 32 3 por 2, 6; 2 por 2.

M31: 2 por 2, 4.

R31: 3 por 3 9y 3 por 2, 6, (no? [Ahora suman]. 6; 9 mds 4, 5. Ah., 3 7.

M32: Si esta bien. O seq, la multiplicacion es valida y el resultado.. es
vdlido. Ahora, el problema es el procedimiento.

R34: Por eso, es vdlido el resultado y.. la multiplicacion, éno es cierto?

R37: Mas el procedimiento estd mal.

M37: Entonces, el procedimiento estd mal. mal desarrollado, mal efectuado.

R38: Mal planteado, mal desarrollado.

M38: Mal planteado... justamente porque alteran el orden de los ntime-
ros.

Esta nueva comprobaciéon (R30, M31, R31) sirve para confirmar que tanto la

multiplicacion como el resultado son validos en las variantes (M32, R34), pero
no el procedimiento a causa del orden (R37, M37, M38). Como consecuencia,
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llegan a intuir en el algoritmo tres componentes relacionados: la multiplicacion
en si, compuesta de procedimiento 'y resultado.

Fragmento VII. Reconocimiento de la propiedad conmutativa
A partir de aqui, el didlogo se centra en la tercera pregunta.

R45: Si esto estuviera arriba o abajo [sefala los resultados parciales de
la sequnda variante], el resultado seria igual solamente que el problema es
que no puedes jugar tan.. variando los éstos.

R46: Matemdticamente.. estd bien el resultado, eso si. No hay duda.

M46: Ya. Podemos decir: el orden de los faclores no altera el producto,
esle.. en este caso, si jugamos con el orden de los ndmeros y no ponemos
cada uno en una posicion correcta, éste.. si puede salir el resultado que
queremos.

R continta manteniendo que las cifras de los productos parciales no se
pueden cambiar, aun cuando el resultado final sea correcto, en una muestra
mas de que el orden estandar del procedimiento se impone al resultado (R45).
Sin embargo, casi simultdneamente se observa un primer reconocimiento de
la propiedad conmutativa por parte de M (M46), oculto hasta entonces, pero
evidenciado ahora por la aceptacion conjunta de que el resultado en las tres
variantes es correcto (R46). Finalmente, aceptan que distintos procedimientos
de calculo con cambios en el orden de las cifras pueden derivar en un mismo
resultado correcto (M46).

Fragmento VIII. Dos tipos de drdenes en el algoritmo

Ahora se ven obligados a encontrar una justificacion para el dilema distintos
procedimientos—mismo resultado.

M48: A pesar de que han jugado con los drdenes, lo han puesto orde-
nadamente para que salga este resultado después [el 736]. Porque si lo
hubieran puesto al ‘champazo’, o sea, podria haber salido digamos..

R50: Otro numero, otro resultado. Mas sale este ntiimero [el 736].
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M50: Claro. De todas formas, este.. es importante conservar un orden en
el desarrollo de una multiplicacion.

Una solucion provisional la encuentran sugiriendo dos tipos de ordenes no
estandar en el procedimiento de multiplicar: @) uno mas “arbitrario” que propor-
cionaria resultados distintos y b) otro méas “ordenado” que garantiza la correccion
del resultado final. Para ellos, las tres variantes analizadas utilizan 6rdenes del
segundo tipo. Pero a pesar de todo, sucumben de nuevo al orden estandar al
persistir en la importancia de fijar un mismo orden mantenido en el desarrollo
de una multiplicacion (M50).

Fragmento IX. Dependencia al orden estandar

A modo de conclusion, los comentarios finales del episodio se destinan a
subrayar la preeminencia del procedimiento sobre cualquier otro aspecto del
algoritmo.

R56: Razones matemadticas: esta mal planteada. Es lo que hemos dicho,
estd mal desarrollada la multiplicacion por mds que sea el resultado.. bien.

M56: Claro. Podriamos decir, cno?: es una adecuacion vdlida en el sen-
tido de que han sido ordenados.. con el propdsito de consequir el mismo
resultado. Entonces, ahi si es una adecuacion vdlida. Pero cuando no es
vadlida es si lo hubieran hecho al ‘champazo’, por decirlo asi no funcionaria.

M59: . los principios de la multiplicacion no son asi no puedes andar
jugando con el orden de las cosas. [..] hay una estructura de desarrollo que
se debe aplicar en la multiplicacion.

R61: Y es para facilitarte las cosas.

Mé61: Claro.

R63: iEso es lo que pasé en ese problemal [risas] No tengo el orden por
mds que el resultado sea lo mismo.

En principio, para los alumnos las variantes son ‘ordenadas’ al haberse impuesto
un orden al proceder que, aun siendo distinto al estandar, permite llegar al resultado
correcto (M56). Sin embargo, esto no es suficiente para poder afirmar que son correc-
tas. La justificacion la encuentran en el orden estandar, que no se cumple (M59) y,
como consecuencia, los calculos se complican innecesariamente (R61, R63).
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4.4. UsOS Y COMPRENSION DEL ALGORITMO

En esta fase recobra relevancia la dimension fenomeno-epistemoldgica para
trascender al texto y enfrentarnos al conocimiento matematico puesto en
accion. Se trata de a) identificar a lo largo del episodio descrito el uso que
los estudiantes van haciendo del algoritmo estandar en sus distintas moda-
lidades de empleo técnico, analitico y formal, y b) caracterizar las relaciones
mas destacadas que estos alumnos establecen entre estas modalidades de
empleo. En el cuadro 2 se exponen los indicios que observamos de estos usos
y las relaciones en los rastros de comprension detectados en los fragmentos
de actividad matematica.

En Gallardo y Gonzélez (2006) dimos unas primeras muestras de la presen-
cia de las facetas técnica, analitica y formal de la comprension del algoritmo
de la multiplicacién en diferentes alumnos y mediante distintas tareas. Con el
episodio de ahora damos un paso mas en la interpretacion de la comprension
del algoritmo, al evidenciar no solo la presencia, sino también las relaciones y
la evolucion de estas tres facetas en unos mismos estudiantes a lo largo de la
resolucion de una situacion problematica.

La comprension técnica se manifiesta cuando los alumnos recorren de
manera efectiva la secuencia algoritmica estandar (rastros [1] y [9]) y cuando
contemplan al orden convencional como una caracteristica inalterable del algo-
ritmo que supera en importancia a otros aspectos de éste (rastros [6], [8], [11],
[14] y [16]). La comprension analitica, por su parte, se pone de manifiesto con
regularidad mediante el reconocimiento de las distintas partes del algoritmo
(rastros [2], [3], [5], [7], [10], [13] y [15]). Cabe destacar que, a lo largo del episodio,
apreciamos una evolucién positiva en esta faceta de comprension, que se inicia
con la diferenciacién basica entre procedimiento y resultado, prosigue con la
identificacion de un mayor nimero de elementos constituyentes del algoritmo
(multiplicacién, procedimiento, suma, resultado) y llega incluso a la justificacion
de distintos tipos de dérdenes en el procedimiento. Finalmente, la comprension
formal de los alumnos se hace presente, aunque en menor medida, en el reco-
nocimiento de las propiedades distributiva y conmutativa que fundamentan el
algoritmo estandar (rastros [4], [12], [13] y [15]).

Nuestra interpretacion pone en evidencia que las facetas de comprension
técnica, analitica y formal no son independientes para los estudiantes, sino
que aparecen estrechamente relacionadas al utilizar el algoritmo estandar en
la resolucion de la tarea. Uno de los hechos habituales en la utilizacion del
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Cuadro 2 Usos y relaciones en las facetas técnica, analitica y formal del algoritmo
estandar de la multiplicacion

Fragmentos

Fragmento |

Rastros de comprension

[1] Comprobar las variantes por
comparacion con el algoritmo
estandar.

[2] Reconocer en el algoritmo
dos elementos diferentes:
procedimiento y resultado.

Usos del
algoritmo

Técnico

Analitico

Relaciones entre
facetas

Fragmento |l

[3] Catalogar dos tipos de
disposiciones en las cifras y
espacios de los resultados
parciales.

Analitico

Fragmento Il

[4] Percibir la propiedad
distributiva en el algoritmo.

Formal

Fragmento IV

[5] Corroborar la manipulacion en
el orden de las cifras y espacios
en las variantes.

[6] No aceptar la validez
matematica de dicha
manipulacion por no coincidir
con el orden estandar.

Analitico

Técnico

Interferencia de
la faceta técnica
sobre la formal

Fragmento V

[7] Diferenciar distintos elementos
en el algoritmo: la multiplicacion
en si los centros, la suma, el
resultado.

[8] Insistir en lo inadecuado

de los procedimientos (no son
como el estandar) a pesar de los
resultados correctos.

Analitico

Técnico

Interferencia de
la faceta técnica
sobre la formal
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Fragmentos Rastros de comprension L=ps ol RERIETES G172
9 P algoritmo facetas

Fragmento VI |[9] Efectuar 23 X 32 con el Técnico
algoritmo estandar.

[10] Diferenciar tres elementos Analitico Fomento de la
en las variantes: la multiplicacion faceta analitica
(correcta) compuesta de a partir de la
procedimiento (incorrecto) y técnica
resultado (correcto).

Fragmento VIl |[11] Anteponer el orden estandar | Técnico Interferencia de
en los productos parciales a la la faceta técnica
correccion del resultado. sobre la formal
[12] Intuir la propiedad Formal Fomento de la
conmutativa en el algoritmo. faceta formal

a partir de la
técnica

Fragmento VI |[13] Sugerir dos tipos de 6rdenes | Analitico-
no estandar al multiplicar. Uno formal
garantiza un mismo resultado
correcto, el otro no.

[14] Retornar al procedimiento Técnico
estandar por la importancia de

seqguir siempre un mismo orden

al multiplicar.

Fragmento IX |[15] Aceptar que procedimientos | Analitico-
no estandar “‘ordenados’ pueden |formal
generar resultados correctos.

[16] Afirmar que esto Ultimo no | Técnico Interferencia
es suficiente para concluir que de la faceta

las variantes son correctas.
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conocimiento matematico es precisamente el de su eleccién previa entre otras
opciones de resolucion. Entendemos que, durante la toma de decision reque-
rida en esta etapa concreta, se genera un escenario de influencias positivas
(fomentos) y negativas (interferencias) entre conocimientos, donde emergen los
distintos vinculos entre ellos que llegan a determinar el uso posterior de tales
conocimientos en la resolucion de la situacion dada. En esta ocasion, hallamos
indicios de estas dos relaciones significativas entre las facetas, en apariencia
contradictorias. Como primera relacion, la dependencia del orden estandar pone
en evidencia la interferencia en la comprension del algoritmo que, de modo
recurrente, ejerce la faceta técnica sobre la formal. Los rastros [6], [8], [11] y [16]
son claros ejemplos de como la persistencia de la comprension técnica impide
transitar de forma flexible hacia otros aspectos y usos del algoritmo caracteris-
ticos de la comprension formal. En cambio, la segunda relacién apunta mas
bien en sentido contrario, hacia el fomento o desarrollo de las facetas analitica
y formal por impulso de la técnica. Los rastros [10] y [12] dan cuenta de ello.
Mediante una nueva comprobacién del algoritmo estandar, se consolida la idea
de tres componentes relacionadas (multiplicacion, procedimiento y resultado) y
el hecho constatado de que el resultado correcto se mantiene en las tres varian-
tes hace intuir la propiedad conmutativa.

Consideramos que la variedad de facetas y matices identificados sobre la
comprension del algoritmo estandar de la multiplicacion en este episodio con-
creto también pone de manifiesto el potencial interpretativo de nuestro modelo
en el nivel genérico. Asi, la interpretacion realizada en el seno del algoritmo
estandar da muestras, por una parte, de la complejidad inherente a la compren-
sion de los algoritmos aritméticos y los procedimientos de calculo en general.
Y por otra, de la posibilidad de profundizar en el estudio de la comprensién en
matematicas con propuestas que renuevan y amplian la conocida dualidad
entre lo conceptual y lo procedimental, propia de modelos mas tradicionales.

5. CONSIDERACIONES FINALES

Nos hemos aproximado en este trabajo a una de las cuestiones abiertas pre-
sentes en el estudio de la comprension a la que se viene enfrentando con regu-
laridad la investigacion en educacion matematica. Nos referimos al problema
de la interpretacion, por parte de un agente externo (profesor o investigador),
de la comprension matematica de los estudiantes a partir de la actividad que
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manifiestan cuando se enfrentan a situaciones problematicas que requieren el
uso del conocimiento matematico objeto de comprension.

En linea con otras contribuciones integradoras (Duval, 2006), hemos argu-
mentado aqui en favor de una vision interpretativa que conecta las orientaciones
cognitiva y semidtica con objeto de extender, en lo posible, el campo operativo
de la interpretacion. Nuestra propuesta incluye una dimension fenémeno-epis-
temoldgica donde se facilita un procedimiento operativo para la identificacion
y organizacion de situaciones matematicas de utilidad para la practica docente,
que consideramos compatible con otros procedimientos de valoracién multifacé-
tica basados en el andlisis del conocimiento matematico (Godino, 2002; Niemi,
1996). La novedad de nuestra contribucion consiste en partir de conocimientos
matematicos sobre los cuales exigimos un andlisis epistemoldgico y fenome-
nolégico para determinar conjuntos reducidos de situaciones representativas
pertinentes para ser empleadas en labores de diagndstico y valoracion de la
comprension. Ademas, la reflexién sobre la comprension transcurre en términos
de posibilidad de uso del conocimiento matematico en tales situaciones.

La dimension fendmeno-epistemologica se ve fortalecida con una segunda
dimension hermenéutica, donde la interaccion en el aula y la toma de con-
ciencia de la actividad matematica por parte de los estudiantes configuran un
escenario de interpretaciones mediadas por el contexto social y cultural (Brown,
1996; Planas, 2006). Esta dimensién nos permite gestionar desde una posicion
mas inclusiva la complejidad inherente a la interpretacion de la comprension en
matematicas. Por ello, unimos lo expuesto a otras contribuciones hermenéuticas
(Brown, 2001) para responder positivamente desde el contexto especifico de la
valoracién a la cuestion de la potencialidad del conocimiento hermenéutico
para la educacion matematica.

Con la aplicacion del modelo al episodio del algoritmo estandar de la multi-
plicacion, hemos pretendido mostrar en la practica su potencialidad como refe-
rencia objetiva para la interpretacion de la comprension a partir del uso visible
del conocimiento matematico. Aspiramos a aportar un instrumento operativo
con potencialidad descriptiva y prescriptiva para gestionar la actividad interpreta-
tiva que se ejerce regularmente en el aula de matematicas, una labor compleja
que situamos en el nucleo de la discusion sobre los problemas fundamentales
de la educacion matematica.

Nuestro modelo es una propuesta en desarrollo cuya configuracion admite
ser mejorada y ampliada. Quedan cuestiones abiertas por resolver, como profun-
dizar en la vision funcional de la comprension presentada aqui a través del estu-
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dio de su relacion con otras nociones cognitivas de similar complejidad, como
el aprendizaje o la competencia matematica. En lo que respecta a la dimension
fendmeno-epistemologica, con vistas a identificar los limites de su aplicabilidad,
resultan pertinentes nuevos estudios centrados en conocimientos matematicos
mas complejos que el algoritmo analizado en esta ocasion. En la dimension
hermenéutica, al situar la referencia Gltima de la comprension en el uso del
conocimiento matematico, se hace preciso responder a la cuestion ontologica de
la existencia de los objetos matematicos (Font, Godino y Gallardo, 2013).
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