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Resumen: En este trabajo se describe el proceso de conceptualizacion de cuatro
grupos de alumnos del colegio secundario (115 alumnos de 15-16 afnos) en el
campo conceptual de las funciones exponenciales en una dinamica de estudio
que prioriza la participacion del alumno en la construccion del conocimiento.
En particular, se utilizan los constructos teéricos propuestos por la teoria de los
campos conceptuales de Vergnaud (1990, 1996, 2007a, 2007b, 2011) para des-
cribir las respuestas de algunos alumnos cuando se les proponen problemas
relativos a las funciones exponenciales. Se describe el proceso de conceptualiza-
cion de dicha funcion, identificando cinco niveles relacionados con los sistemas
de representacion empleados por los estudiantes.

Palabras clave: conceptualizacién, ensefianza, funciones exponenciales, sis-
temas de representacion, secundaria.

Abstract: This paper describes the process of conceptualization of four groups
of pupils in high school (121 students around the age of 15-16 years), and the
way they study the conceptual field of exponential functions with a dynamic of
study, in which the first aim is the participation of the pupil in the construction
of knowledge. The theoretical constructs proposed by Vergnaud's Conceptual
Fields Theory (1990, 1996, 2007a, 2007b, 2011) are specially used to describe
the answers of some pupils when a problem that is solved through means of
exponential models is proposed. The analysis of the protocols shows a process
of conceptualization, linked to the different systems of representation of the
exponential function, which is possible to describe by five stages.
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INTRODUCCION

Las situaciones son claves en el aprendizaje de conceptos, pues como dice
Vergnaud (1990, p. 133), “es a través de las situaciones y de los problemas
que se pretenden resolver como un concepto adquiere sentido para el nino”.
En la construccion de un concepto matematico, es importante el desarrollo de
invariantes operatorios explicitables y formalizables que se relacionen con el
sistema de representacion en que el que se propone la tarea. Por otra parte,
y desde otros referenciales teoricos (Douady, 1986; Janvier, 1987; Kaput, 1987;
Dubinsky y Harel, 1992; Duval, 1999; Garcia y Llinares, 1994; Font, 2001; Rico,
2009; etc), se advierte que el estudio de conceptos complejos, como el de fun-
cion, requiere para su total comprension el empleo y juego combinado de mas
de un sistema de representacion. Asi, si se esta interesado en la ensefanza de
conceptos complejos, como el de funcion exponencial, se debe tener en cuenta
que el diseno de las situaciones tendra que involucrar mas de un sistema de
representacion.

En este contexto, y con el proposito de ensenar las funciones exponenciales
con sentido para los alumnos en la escuela secundaria, se planifico, disend,
implemento6 y analizé un conjunto situaciones que involucraba cinco sistemas
de representacion. Estos son el sistema de representacién numérico (SRN), el
algebraico de primer orden (SRA1), el algebraico de sequndo orden (SRA2), el
analitico-grafico (SRG) y el verbal escrito (SRVE).

DIFICULTADES ASOCIADAS A LA ENSENANZA DE VARIACIONES
NO LINEALES

Una de las dificultades vinculada con la ensenanza de variaciones no lineales
es que los alumnos tienden a resolver los problemas no lineales como si fue-
ran lineales. Asi, en un estudio realizado con 400 alumnos de la Universidad
Nacional de Cordoba (Argentina), 50% utiliz6 esquemas lineales para resolver
problemas exponenciales (Villarreal, Esteley y Alagia, 2005). La propension a
sobregeneralizar el empleo de modelos lineales mas alla de su rango de apli-
cacion esta presente también en el nivel medio. Por ejemplo, los estudios de
De Bock, Von Doorem vy Verschaffel (2011), De Bock, Von Doorem, Janssens vy
Verschaffel (2002) y De Bock, Verschaffel y Janssens (2002, 1998) realizados con
estudiantes secundarios (12 a 16 anos), revelan una tendencia fuerte y resisten-
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te al cambio, al aplicar modelos lineales para resolver situaciones problematicas
que involucran longitud y drea de figuras planas semejantes.

La sobregeneralizacién de modelos lineales en diversos tipos de problemas
y contextos de la ensenanza secundaria y universitaria, denominada también
extension de modelos lineales a contextos no lineales, ha sido informada por
diversos trabajos (Karrer y Magina, 2000; Sessa y Vilotta, 2008). En este ultimo, se
presenta a un grupo de alumnos de la escuela secundaria un problema sobre
el crecimiento de bacterias con el proposito de introducir la nocién de funcion
exponencial, los autores advierten una tendencia general de los alumnos a
abordar las cuestiones con procedimientos que so6lo son validos en el modelo
lineal.

Sin embargo, estos trabajos no documentan si esas primeras estrategias se
modifican a lo largo del estudio ni como se modifican. En este trabajo se mues-
tran las acciones de los alumnos al abordar situaciones relativas a un concepto
no lineal complejo como las funciones exponenciales y como se modifican éstas
a medida que se avanza en el estudio de la funcion exponencial. En particular,
se identifican cinco etapas en el proceso de conceptualizacion, vinculadas con
los diferentes sistemas de representacion. Se describe cada una de las etapas en
profundidad, a la vez que se muestra cémo se construye el concepto de funcion
exponencial en cada sistema de representacion.

VINCULACION ENTRE INVARIANTES OPERATORIOS Y SISTEMAS
DE REPRESENTACION

Los invariantes operatorios son definidos por Vergnaud (1990, p. 148) como
conceptos en acto y teoremas en acto. Un concepto en acto es una categoria
pertinente y, como tal, no es susceptible de verdad o falsedad, sino solamente
de la pertinencia o de la no pertinencia. En cambio, un teorema en acto es una
proposicion tenida por verdadera en la actividad. Los invariantes operatorios son
los que dan significado al concepto. Por otra parte, un concepto en acto no es
un concepto, ni un teorema en acto es un teorema. En la ciencia, los conceptos
y los teoremas son explicitos v se puede discutir su pertinencia y su verdad. Este
no es necesariamente el caso para los invariantes operatorios. Los conceptos y
los teoremas explicitos no forman sino la parte visible del iceberg de la concep-
tualizacion, pero sin la parte escondida formada por los invariantes operatorios
implicitos, esta parte visible no seria nada. Los invariantes operatorios son, en
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Diagrama 1
Invarlant.es Explicitables  Explicitos Sabere's
operatorios formalizados

particular, la base conceptual implicita (o explicita) de los esquemas, ya que
permiten seleccionar la informacion pertinente y, a partir de ella y de 1a meta por
atender, inferir las reglas de accion mas adecuadas para abordar una situacion
(Vergnaud, 1990, p. 148). En consecuencia, las decisiones que tome un alumno
ante una determinada situacion van a depender del esquema activado, pero
mas especificamente de los conceptos en acto y teoremas en acto de los que
disponga el sujeto para enfrentar la situacion. Los invariantes operatorios son,
pues, los que hacen operatorio el esquema. Cuando los conceptos y teoremas
en acto se hacen explicitos, se convierten en objetos de reflexion cuya validez
se puede discutir, pues se los aproxima a los conocimientos cientificos. Por
otra parte, todos los conocimientos cientificos tienen sus raices en teoremas y
conceptos en acto, que son la base de toda la conceptualizacion. Los conoci-
mientos cientificos, como los conocimientos matematicos, son conocimientos
formalizados que no forman mas que una parte de los conocimientos explicitos
en la actividad, los cuales no son mas que un subconjunto de los conocimientos
explicitables. En el diagrama 1, Vergnaud (2007b, p. 299) evidencia este hecho.

Este diagrama 1 también permite distinguir entre los conocimientos que se
pueden poner en palabras, forma predicativa del conocimiento, y los que no,
forma operatoria del conocimiento (Vergnaud, 20073, p. 286). La forma opera-
toria permite actuar en situacion y a la larga tener éxito, mientras que la forma
predicativa es la que enuncia los objetos de pensamiento, sus propiedades, sus
relaciones y sus transformaciones. Este trabajo, por centrarse en el analisis de
las producciones escritas de los alumnos en la clase de matematica, se centra
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en el conocimiento predicativo de la conceptualizacion. Este, aunque es una
dimension esencial del conocimiento, sélo da cuenta imperfectamente del cono-
cimiento operatorio que se pone en acto en situacion.

Por otra parte, los invariantes también forman parte de los conceptos.
Vergnaud (1990, p. 140) define los conceptos como un triplete de tres conjuntos:
C (S, 10; SR). La referencia (S) es el conjunto de situaciones que le dan sentido
al concepto, aqui la situacion tiene el caracter de tarea; el significado (I0) es el
conjunto de invariantes operatorios, y el significante (SR) son los sistemas de
representacion. Asi, la construccion pragmatica de un concepto involucra tanto
los invariantes operatorios como las tareas que componen cada situacion y los
sistemas de representacion involucrados. En particular, en la escuela secundaria,
la explicitacion y formalizacion de los conceptos matematicos en diferentes siste-
mas de representacion cobra vital importancia. Puesto que es durante el proceso
de explicitacion de los conceptos cuando los sistemas de representacion estan
mas fuertemente presentes, este trabajo se centra en el analisis de aquellos
invariantes operatorios explicitables que pueden ser explicitos y formalizables
en cada sistema de representacion.

PREGUNTA DE LA INVESTIGACION

dQué caracteristicas de la conceptualizacion, relativas al estudio en la escuela
secundaria del campo conceptual de las funciones exponenciales, es posible
inferir a partir del conocimiento explicitado por los alumnos en las resoluciones
de situaciones problematicas mediante los sistemas de representacion?

METODOLOGIA Y CATEGORIAS DE ANALISIS

En primer lugar, se reconstruy6 el campo conceptual de las funciones exponen-
ciales para cuarto afo (15-16 afios) del colegio secundario. Luego, en el marco
de la teorfa, se planificé y disend un conjunto de diez situaciones, dos sintesis,
tres conjuntos de ejercicios y una evaluacion.

Debido a la relevancia de los sistemas de representacion en la conceptuali-
zacion y explicitacion de los conceptos, las tareas de las situaciones se disena-
ron en torno a los siguientes sistemas de representacion:
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» Sistema de representacion numérico (SRN): refiere tanto a las tablas como
a los calculos con numeros.

» Sistema de representacion algebraico de primer orden (SRA1): involucra
aquellos procedimientos algebraicos en los que los parametros estan
inicializados. Por ejemplo, 2 ¢ 5* = 3.

» Sistema de representacion algebraico de sequndo orden (SRAZ2): refiere
unicamente a los procedimientos algebraicos en los que los parametros
no estan inicializados. Por ejemplo, a * b¥= ¢

» Sistema analitico-grafico (SRG): refiere a la construccion grafica en ejes
cartesianos.

» Sistema verbal escrito (SRVE): son las formas lingisticas escritas, sean
situaciones, aseveraciones, etcétera.

Se llevd a cabo un estudio piloto en clases de matematica de un curso de
cuarto ano compuesto por 37 alumnos. Luego de la prueba piloto, el conjunto
de situaciones fue readaptado e implementado en dos cursos de cuarto ano
(15-16 anos) durante dos meses y medio en clases de matematica de una
escuela de la ciudad que atiende a sectores urbanos medios. El primero de los
cursos corresponde a la modalidad de Ciencias Naturales (31 alumnos) y se
caracterizd por contar con una gran cantidad de alumnos que tienen interés
en aprender. El sequndo curso corresponde a la modalidad de Economia y
Gestion de las Organizaciones (28 alumnos). Este era un curso méas disperso
y mostraba menos predisposicion para aprender. En ambos grupos de clase
se gestiond desde el principio del ano lectivo una dindmica de estudio que
priorizaba la participacion del alumno en la construccion del conocimiento. Asi,
para el momento de la implementacion, los alumnos de ambos cursos estaban
acostumbrados a estudiar en grupos. La implementacion en ambos cursos se
realizé durante el mismo periodo y por la misma profesora, quien forma parte
del grupo de investigacion.

Se registraron las clases en audio y se recogieron los protocolos de los estu-
diantes clase por clase. Una vez escaneados, los protocolos eran devueltos. La
recoleccion sistematica de los protocolos clase por clase es indispensable para
el estudio de la conceptualizacion, ya que para ello resulta imprescindible tener
acceso a las primeras estrategias formuladas por los estudiantes, pues éstos
suelen borrar y/o modificar las primeras estrategias por otras ‘mas pertinentes”
0 consensuadas con el grupo de clase. También resultd relevante, a la hora
de analizar los protocolos, el poder distinguir entre las estrategias propias del
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alumno en situacion y las consensuadas con el grupo de clase. Solicitar a los
alumnos que no borren nada de lo que escriben y que senalen mediante la
separacion por una recta las resoluciones propias de las del grupo de clase
resultaron estrategias adecuadas para este fin. A partir de los protocolos, se
realiza todo el analisis de los datos.

Terminada la implementacion y con el proposito de describir las caracte-
risticas de la conceptualizacién, se analizaron las respuestas escritas de los
alumnos a todas las situaciones. La conceptualizacion involucra una relacion
dialéctica entre las situaciones y los conceptos: las situaciones dan sentido a los
conceptos y un mayor desarrollo conceptual del sujeto le permite abordar situa-
ciones mas complejas. El andlisis de la conceptualizacion, que se hace a partir
de los esquemas, pasa inevitablemente por el andlisis de la actividad, cuyas
conductas observables son una parte muy pequena, pues aunque el esquema
no es una conducta, tiene la funcién de generar la actividad y la conducta en
situacion. En consecuencia, es posible estudiar los componentes que permiten
el funcionamiento del esquema, esto es, los invariantes operatorios, mediante el
analisis de las conductas, en particular por medio de las resoluciones escritas
de los alumnos cuando enfrentan un problema.

La respuesta de 59 alumnos al conjunto de tareas compuesto por las situa-
ciones, las sintesis y los ejercicios produjo 885 protocolos. Un protocolo es la
respuesta de un alumno a una situacion, sintesis o ejercitacion. Las respuestas
de los alumnos fueron analizadas protocolo por protocolo y clasificadas segun
se muestra en el cuadro 1. La agrupacion de las respuestas a las primeras
situaciones en torno a las primeras etapas y su desplazamiento hacia las eta-
pas finales a medida que se desarrollaba la implementacién permitié reconocer
en la conceptualizacion de la funcién exponencial un proceso compuesto por
cinco etapas (cuadro 1). Este proceso resulté comun a ambos grupos de clase.
Es decir, a pesar de las diferencias descritas entre los cursos, las estrategias de
los alumnos al resolver las situaciones eran similares y permitieron generar las
mismas etapas. Asi, y aunque la construccion de las etapas se realizo a partir
de las estrategias de resolucion de cada uno de los alumnos involucrados en
esta investigacion, en este trabajo se describe un proceso de conceptualizacion
comun a todos ellos.

La comprension de conceptos matematicos complejos, como el de funcion
exponencial, requiere el empleo y juego combinado de mas de un sistema de
representacion. Y puesto que no es posible discutir el significado de conceptos
totalmente implicitos, su explicitacion, discusion y formalizacion en cada sistema
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Cuadro 1
Etapa Indicador
Lineal Respuesta lineal en todos los sistemas de representacion.
Parcialmente | Respuesta no lineal en por lo menos un sistema
no lineal de representacion.
No lineal Respuesta no lineal en todos los sistemas de representacion.

Parcialmente | Respuesta exponencial en por lo menos un sistema
exponencial | de representacion.

Exponencial | Respuesta exponencial en todos los sistemas de representacion.

de representacion resulta un aspecto central de la ensenanza de la matematica
escolar actual. Por otra parte, durante el proceso de explicitacion de los conceptos
es donde los sistemas de representacion estan mas fuertemente presentes, pues
no es posible explicitar un concepto matematico complejo si no es mediante un
sistema de representacion. Asi, la caracterizacion de las etapas que forman parte
del proceso de conceptualizacion se construyd a partir de la explicitacion que los
alumnos realizaban en cada sistema de representacion. Esto permitio describir
un proceso que comienza en la etapa totalmente lineal y se va complejizando
a medida que los alumnos logran la explicitacion del concepto en cada uno de
los sistemas de representacion involucrados en la situacion.

Una vez caracterizadas las etapas, se tomaron decisiones sobre el ajuste de
la propuesta de ensefanza que, debido al nuevo disefio curricular, debié con-
siderar también la reubicacion de los contenidos en quinto ano y, por tanto, se
implemento6 en dos cursos de quinto ano (16-17 anos) de la misma escuela. Los
cursos correspondian de igual manera a Naturales (27 alumnos) y Economia
(29 alumnos). EI analisis de la resolucién de los 56 alumnos clase por clase
evidencia que el proceso de conceptualizacion de la funcion exponencial se
desarrollé en las cinco etapas ya descritas.

LAS TAREAS Y SU ANALISIS

La implementacion del conjunto de situaciones en los dos cursos de cuarto ano
se realizd luego de que los alumnos habian estudiado las funciones lineales
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vinculadas con el interés simple y habian calculado porcentajes y la tasa de
interés en el modelo lineal. Ya que las primeras tres situaciones refieren a un
problema vinculado con la capitalizacion de dinero puesto a interés compues-
to, se acordd que, si se colocaba dinero con una tasa de interés de 1%, cada
mes, se obtenia 1% mas que el mes anterior. Convenido esto, se les propuso la
siguiente situacion.

Situacién 1
Un grupo de chicos tiene $12 000 para su viaje de egresados y los quiere poner en un plazo fijo a interés
compuesto por 30 meses, que es el momento de viajar. Se averiguaron las tasas de algunos bancos y se
sabe que:
La tasa mensual del Banco 1 es de 0.011 y les permite tener $12 132 cumplido el primer mes.
La tasa mensual del Banco 2 es de 0.012 y les permite tener $12 144 cumplido el primer mes.
La tasa mensual del Banco 3 es de 0.013 y les permite tener $12 156 cumplido el primer mes.
a) (Como calcularon los bancos ese primer mes?
b) Realiza un grafico aproximado de la variacion del dinero en cada banco, calculando al menos
tres valores.

A
cm 1w

17800,
17600,
17400,
17200,
17000,
16800,
16600,
16400,
15200,
16000,
15800,
15600,
15400,
15200.
15000,
14800,
14600,
14400,
14200,
14000,
13800,
13600,
13400,
13200,
13000,
12800,
12600.
12400,
12200,
12000.

1.0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 2% 27 2 29 W 4

¢) (A qué funcion corresponde la representacion grafica que dibujaste?

Recuerda que es muy importante dejar todas las cuentas que haces en la hoja y no borrar nada de lo que
escribas.

Las tareas y los sistemas de representacion tipicamente involucrados en
cada una de ellas, se describen en el cuadro 2.

A continuacion, se presentan y describen las resoluciones de cinco alumnos:
A26, A19, A6, Al4 y A22, que resultan ser representativas de las cinco diferentes
etapas de conceptualizacion construidas.
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Cuadro 2

Sistema de
representacion
Numérico (SRN)
Verbal escrito (SRVE)

T2: Realiza un grafico aproximado de la variacion del Grafico (SRG)
dinero en cada banco; calculando al menos tres valores. | Numérico (SRN)

Tarea

T1: éComo calcularon los bancos ese primer mes?

T3: ¢éA qué funcién corresponde la representacion grafica

que dibujaste? Verbal escrito (SRVE)

ETAPA LINEAL

Se dice que la etapa es totalmente lineal, cuando la respuesta del alumno a
una situacion dada es lineal en cada uno de los sistemas de representacion
que elige para resolver la tarea. Un tercio de las respuestas a la primera
situacion en las dos implementaciones que se realizaron en cuarto ano fue-
ron totalmente lineales. Pero este tipo de respuestas desaparece luego de la
segunda situacion.

Por ejemplo, en la figura 1 el alumno A26 considera que el aumento en la
cantidad de dinero es una cantidad constante y formula la expresion algebraica
lineal: Banco 1 = 12000 + 132 « t. Asi, se tiene que las acciones de A26, en esta
tarea, son lineales y parecen estar dirigidas por la proposicion “Es posible cal-
cular el dinero puesto a IC mediante una expresion algebraica lineal”. Esta pro-
posicion, que parece guiar las acciones de A26 en el sistema de representacion
(SRA1), es lo que Vergnaud (1990, pp. 138-139) denomina ‘teorema en acto’.
Esto permite inferir que los invariantes operatorios que guian su resolucién en
este sistema de representacion son lineales.

En la segunda tarea, calcula el dinero para los primeros tres meses mediante
la formula expresada como si aumentara 132 pesos cada mes y obtiene un
aumento lineal en la cantidad de dinero. Luego, dibuja tres rectas en el sistema
de ejes cartesianos. Asi, las acciones de A26 son también lineales en los siste-
mas de representacion numérico y grafico (SRN y SRG). Finalmente, cuando se
le pregunta qué funcion dibujo, él afirma: ‘es una funcién lineal” (figura 1).
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Figura 1

ARD A26 e/ ]2009

Situacién 1

Un grupo de chicos tiene $12000 para su viaje de egresados y los quieren poner en un plazo fijo a
interés compuesto por 30 meses, que es el momento de viajar. Se averiguaron las tasas de algunos
bancos y se sabe que: 2 7

La tasa mensual del Banco 1 es de O 011y les permite tener $12132 cumplido el primer mes.
La tasa mensual del Banco 2 es de 0 12 y les permite tener $12144 cumplido el primer mes.
La tasa mensual del Banco 3 es de O 013 y les permite tener $12156 cumplido el primer mes.

a) ;Cémo calcularon los bancos ese primer mes?
b) Realiza un gréfico aproximado de la variacién del dinero en cada banco; calculando al menos
tres valores.

19000

C(') 17800,
1750,
17400, i
S| I SR
1700
15400,
15280, fomeod
15000 . L
158004 ’
15600, E“g‘ P
15400, .
(P T
15000 :
14800,
14500,
14400,
14200, "
L T
13800,
13600,
13400,
13200
13000, ..
12800}
12600,
12400,
12200,
12000, -
0— B 3 B I : b -
1 13 7 e 12 17 18 18 20 21 22 23 24 ¥5 2 27 8 r

c) (A qué funcién corresponde la representacion grafica que dibujaste?
Recorda que es muy 1mportante dejar todas las cuentas que haces en la ho_)a y no borrar nada de lo
que escribas.
=y A
é\ K= \‘-@VU<QQ Y ___@‘Ei}_—— o 1\52.
< &y
BANCO 4= LA2.000 *%*OA !

o J SRA1: Lineal Rl
BCoR s $ix;ooe = HF >

[aicoz= 32

SRN: Lineal

Q Es Urs Furdion Greal, PoRVL AL B a8 WD NLTHo, A -
Aol - D A AArCBL SRVE: Lineal

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 25, NUM. 2, AGOSTO DE 2013 99



Estudio sobre el proceso de conceptualizacion de la funcion exponencial

Cuadro 3
SRA1 SRN SRG SRVE

TAAL: ‘Es TAN: “Aumenta TAG: “Es posible TAG: “Es una
posible calcular lo mismo cada unir dos puntos funcion lineal
el dinero puesto mes’ mediante una porque la grafica
a IC mediante recta’ es una recta’
una expresion T AG: ‘La
algebraica lineal” representacion

grafica del

crecimiento del

dinero puesto a

IC es una recta’

Lineal

Totalmente lineal

A partir de estas resoluciones, se infieren teoremas en acto que parecen
guiar las acciones de A26 en cada sistema de representacion (cuadro 3).

En sintesis, estas resoluciones muestran que los invariantes operatorios
involucrados en cada sistema de representacion son lineales, pues tal como
establece la teoria de los campos conceptuales (TCC), los invariantes ope-
ratorios guian la seleccion de la informacion y la accion. Se evidencia asi
un conjunto de esquemas lineales complejo y completo, que se expresa en
todos los sistemas de representacién, lo cual permite inferir que, cuando
el conocimiento de un campo conceptual es avanzado, esto se evidencia
en todos los sistemas de representacion. Esto es logico y muestra que la
posesion plena del campo exponencial debera involucrar los diferentes SR
ligados al concepto.

ETAPA PARCIALMENTE NO LINEAL
Se dice que una respuesta es parcialmente no lineal, cuando es no lineal en

al menos un sistema de representacion. Dos tercios de las respuestas de las
cuatro implementaciones (las dos realizadas en cuarto afo y las dos realizadas
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en quinto afo) a la primera situacion fueron no lineales en al menos un sistema
de representacion. Esta cantidad disminuye a la mitad en la segunda situacion
y desaparece a partir de la situacion tres.

El protocolo del alumno A2, que se presenta en la figura 2, corresponde
también a la respuesta de un alumno de cuarto ano de la escuela secundaria
argentina (15-16 anos) a la situacién uno. En ella, A2 calcula el dinero para los
primeros tres meses mediante el calculo recursivo del interés simple. Esta recur-
sividad, que en realidad es el germen de una accion exponencial, le permite
obtener la capitalizacién compuesta requerida. Asi, las acciones de A2 son no
lineales en el sistema de representacion numérico (SRN).

En la segunda tarea, dibuja tres rectas para mostrar la variacion del dinero
puesto a interés y, al preguntarle qué funcién grafico, afirma que es una funcion
lineal. Asi, A2 es no lineal en su procedimiento de calculo (SRN), pero lineal
al graficar (SRG) y explicar qué funcion es (SRVE). La inconsistencia entre la
respuesta en el sistema de representacion numérico y los sistemas graficos y
verbal escrito de la misma situacion muestra, por una parte, que los esquemas
que dirigen la accion en cada sistema de representacion son diferentes y, por
otra parte, que los SR no evolucionan juntos y tienen sus propias complejidades.

El analisis de las respuestas permite inferir que los teoremas en acto que guian
las acciones de A2 en cada sistema de representacion son los que aparecen en el
cuadro 4.

El cuadro 4 muestra que, aun cuando las proposiciones que guian la accion
en los distintos sistemas de representacion son contradictorias, esto no es adver-
tido por los alumnos.

ETAPA NO LINEAL

Una respuesta se categoriza como no lineal si la respuesta es no lineal en cada
uno de los sistemas de representacion de la situacion. Es decir, si la respuesta,
sin ser exponencial, tampoco es lineal. Respuestas de esta etapa sélo estan
presente en algunas respuestas que alumnos de quinto ano formularon a la
primera situacion.

El protocolo que se presenta en las figuras 3 y 4 corresponde a las respues-
tas que formuld el alumno A6 de quinto ano de la escuela secundaria argentina
(16-17 anos) a la primera situacion. Los alumnos de quinto afno, a diferencia de
los de cuarto, habian estudiado las funciones lineales, cuadraticas, polinomicas
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Figura 2
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Situacién 1

Un grupo de chicos tiene $12000 para su viaje de egresados y los quieren poner en un plazo fijo a
interés compuesto por 30 meses, que es el momento de viajar. Se avenguaron las tasas de algunos
bancos y se sabe que:

1
La tasa mensual del Banco 1 es de 0,011 y les permite tener $12132 cumplido el primer mes.
4
La tasa mensual del Banco 2 es de 0,612 y les permite tener $12144 cumplido el primer mes.
)
La tasa mensual del Banco 3 es de 0,613 y les permite tener $12156 cumplido el primer mes.

a) ;Cdmo calcularon los bancos ese primer mes?
b) Realiza un graﬁco aprox1mado de la variacién del dinero en cada banco; calculando al menos
tres valores. d ?LLL s &WWJ/JM La @WMM M%

?LLL /Mf““ R CM,%,‘M or dreen @Aww:wv Limeat.
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Recorda que es muy 1mportante dejar todas las cuentas que haces en la hoja, y no borrar nada de lo
que escribas.
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Cuadro 4
SRN SRVE SRG SRVE
TAN: “El dinero SRN: “El aumento | TAG: ‘La TAG: “El aumento
puesto a IC no del dinero puesto a | representacién del dinero
aumenta lo interés compuesto | grafica del puesto a interés

mismo cada mes’

no se calcula de la

aumento del dinero

compuesto es

misma forma que | puesto a IC es una | una funcion
el interés simple” recta’ lineal”
TAN: “El aumento
del dinero puesto a
IC es constante”
No lineal No lineal Lineal Lineal

Parcialmente no lineal

y racionales. Por esto, se les pidio desde la primera situacion la expresion alge-
braica y se quitaron los ejes cartesianos. La implementacion empezo también
con una conversacion sobre lo que era poner dinero a plazo fijo con un interés
compuesto.

El alumno A6 calcula el dinero para los primeros tres meses mediante un
calculo recursivo de la regla de tres simple, lo que le permite obtener la capita-
lizacion compuesta del dinero. Esta estrategia de calculo es el germen de una
accion exponencial. Luego formula la expresion algebraica x + (1.1% ¢ x), que
aparenta ser lineal, pero no lo es, pues al ser x la variacion del monto inicial, la
expresion es en realidad una algebrizacién desacertada del procedimiento de
calculo, que es no lineal. Asi, aun cuando en ambos sistemas de representacion
(SRN y SRAL1) las acciones de A6 son dirigidas por invariantes operatorios no
lineales, las respuestas muestran que los SR no evolucionan juntos y tienen sus
propias complejidades, en este caso, la escritura prealgebraica.

Acordada la expresion algebraica con el grupo de clase, los alumnos cons-
truyen las representaciones graficas. El alumno A6 construye una grafica no
lineal mediante la union de puntos previamente calculados. Luego, afirma que
la grafica no corresponde a una funcion lineal. Asi, este alumno ha resuelto toda
la situacién mediante estrategias no lineales.
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Figura 3
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Situacion 1

Un grupo de chicos tiene $12000 para su viaje de egresados y los quieren poner en un plazo fijoa
interés compuesto por 30 meses, que es el momento de viajar. Se averiguaron las tasas de interés
que pagan algunos bancos y se sabe que:

La tasa mensual del Banco 1 es de 1,1% y les permite tener $12132 cumplido el primer mes.
La tasa mensual del Banco 2 es de 1,2% y les permite tener $12144 cumplido el primer mes.
La tasa mensual del Banco 3 es de 1,3% y les permite tener $12156 cumplido el primer mes.

a) ¢Cuanto dinero tendran al momento de viajar?

b) Realicen una representacion gréfica aproximada de la variacién del dinero en cada banco;
calculando al menos veinte valores.

¢) (Corresponde la variacion del dinero en el banco a alguna de las funciones que han
estudiado?

Recuerden que es muy importante dejar todas las cuentas que hacen en la hoja, y no borrar nada de
lo que escriban.

A looi —— 12430, b oo, —— 4242 8S, vs SRN: No Lineal
o Y g 4s 44 — X =134,
12900 2, loo
Bows / ) Y 0res Josy. 12,83
,3{7 40 —— ,//,// ! ;’ = /?'é
it ’37; 90
W es  posrara
Posible.  mlpmob - /X' O/O/D X SRAL1: No Lineal
Tx= (IL

122-.001)+ [2/29.

13 4¢3 12139, = 1240034

En el cuadro 5 se describen los teoremas en actos que parecen guiar las
acciones de este alumno en cada sistema de representacion.

Las resoluciones de estas etapas muestran que, tal como senala la TCC, la
explicitacion de los invariantes operatorios utilizados en la accion aparece mas
tardiamente en la conceptualizacion.
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Figura 4

f2l32.1634
2328
4,2/3210”7
//z/J’ZJ':)"7
12132 10"

12 /30"

(AR (S G\ S N O |5 el

SRG: No Lineal

T S | PO |

CO0cIosionz G vencién a0 €5 sl

SRVE: No Lineal

P gty s

72 9 w2 i3 M s /R 9 200 2 B2 s 22 O

Cuadro 5
SRA1 SRN SRG SRVE
TAN: “El aumento | TAN: “El dine- T. AG: “La repre- TAN: “El aumento

del dinero puesto
a IC se calcula
sobre el monto
del mes anterior’

ro puesto a IC
no aumenta lo
mismo cada mes’

sentacion grafica
del crecimiento
del dinero puesto
alCnoes una
recta”

del dinero puesto
a interés com-
puesto no es una
funcion lineal”

No lineal

No lineal

No lineal

No lineal

No lineal
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ETAPA PARCIALMENTE EXPONENCIAL

Se dice que la resolucion es parcialmente exponencial si es exponencial en al
menos un sistema de representacion. Las primeras resoluciones parcialmente
exponenciales son formuladas por alumnos de cuarto afo (16-17 afos) como
respuesta a la segunda situacion. En la situacién cuatro, este tipo de resolucio-
nes supera la mitad de las respuestas, pero desaparece en la situacion cinco,
donde las respuestas son totalmente exponenciales. Luego reaparece en gran-
des cantidades en las situaciones siete y diez. En la siete, por ejemplo, cerca de
la mitad de los alumnos volvieron a dibujar graficas no lineales, aun cuando
en los sistemas de representacion numérico (SRN) y algebraico de primer orden
(SRA1) habian formulado respuestas exponenciales.

La segunda situacion es una ampliacion de la primera. En ella, se presenta
la tasa de interés de los tres bancos, el dinero obtenido luego del primer mes de
capitalizacién, y una tabla con la variacion mensual del dinero en el banco 1.

Situacién 2
Un grupo de chicos tiene $12 000 para su viaje de egresados y lo quiere poner en un plazo fijo a interés
compuesto por 30 meses, que es el momento del viaje. Se averiguaron las tasas de algunos bancos y se
sabe que:
La tasa mensual del Banco 1 es de 1.1% y les permite tener $12 132 cumplido el primer mes.
La tasa mensual del Banco 2 es de 1.2 % y les permite tener $12 144 cumplido el primer mes.
La tasa mensual del Banco 3 es de 1.3% y les permite tener $12 156 cumplido el primer mes.
También se ha conseguido el siguiente resumen del Banco 1, donde se muestra como varia el dinero para
algunos meses.

Mes Monto final del Monto al inicio del | Interés en cada periodo I Tasa

(O] periodo C(7) periodo C(z—1) (=10 i="Yim)

0 C(0) = 12000 -- - --

1 C(1)=12132 C(0) = 12000 1(0;1)=132 0.011

2 | C(2)=12265.452 (1) =12132 I(1;2)=133.452 0.011

3 C(3)=12400.37197 | C(2) =12265.452 1(2;3)=134.919972 0.011

4 | C(4)=12536.77606 | C(3) = 1240037197 | [(3;4)=136.4040917 [0.011

5 C(5)=12674.6806 C(4) = 12536.77606 | I (4;5)=137.9045367 |0.011

6 | C(6)=12814.10209 | C(5)=12674.6806 1(5;6)=139.4214866 | 0.011

7 | C(7)=12955.05721 | C(6) = 12814.10209 | (6; 7) = 140.955123 0.011

8 C(8) =13097.56284 | C(7)=12955.05721 | [(7;8)=142.5056293 |0.011

9 | C(9)=13241.63603 | C(8)=13097.56284 | [(8;9)=144.0731912 |0.011

10 | C(10) = 13387.29403 | C(9) =13241.63603 | 1 (9; 10) = 145.6579963 |0.011

11

12

30
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a) Calcula los valores que faltan; y escribe la expresion que utilizé el Banco 1 para calcular los
montos C(?). ;Y los otros dos bancos?

b) Construye una tabla similar para cada uno de los bancos.

¢) (Cudl es el dominio de validez y la imagen, de cada expresion para que sea funcion? ;Cual es el
banco que paga mayor interés?

d) Representa graficamente como varia el dinero en cada banco.

1900
co 17800,

17600
17400
17200,
17000
16800,
15500,
15400
16200
15000
15800
15500
15400
15200,
15000,
14800
14500
14400
14200,
14000
13800
13500
13400
13200,
13000
12800
12600
12400,
12200,
12000

1 0 1 2 3 4 5 & 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 2 27 28 28 3

t

e) (Cual es la diferencia entre este modelo y el que ti habias planteado en la situacion anterior?

Las tareas y los sistemas de representacion tipicamente involucrados se
describen en el cuadro 6.

En la figura 5 se muestra la respuesta del alumno Al4 de cuarto ano de la
escuela secundaria argentina (16-17 anos). Este alumno calcula el dinero en
forma no lineal con las estrategias construidas en la primera situacion. Luego,
formula la expresion algebraica M, (1 - ) = M,. Cuando se le pregunta como la
construyo, el alumno afirma: “si multiplican los valores de la sequnda columna,
por 1.011 te da el siguiente. Por ejemplo, 1200 por 1.011 da 12132,y sia 12132
lo multiplican por 1.011 da 12265.452 y si a ese resultado lo multiplican por
1.011 les da el préoximo. Entonces multiplicamos por t pero como multiplicando
no salfa, entonces probamos con las potencias’. Asi, se tiene que Al4 logrd
formalizar mediante una expresion algebraica exponencial (SRA2) un procedi-
miento no lineal desarrollado en el sistema de representacion numeérico (SRN).

Una vez acordada la expresion algebraica con el grupo de clase, se les soli-
Cito que representaran la variacion del dinero graficamente. La figura 6 mues-
tra que Al4 propone una variacion grafica lineal del dinero puesto a interés
compuesto. Asi, A14 resolvié en forma no lineal en el sistema de representacion
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Cuadro 6

Sistema de representa-

Tarea .,
cion

T1: Calcula los valores que faltan, y escribe la expresién | Numérico (SRN)
que utilizo el Banco 1 para calcular los montos C(t). &Y | Algebraico de primer
los otros dos bancos? orden (SRA1)

T2: Construye una tabla similar para cada uno de los

Numérico (SRN)
bancos.

T3: éCudl es el dominio de validez y la imagen, de cada | Algebraico de primer
expresion para que sea funcion? éCudl es el banco que | orden (SRA1)
paga mayor interés? Verbal escrito (SRVE)

T4: Representa graficamente como varia el dinero en

cada banco. Gréfico (SRG)

T5: iCudl es la diferencia entre este modelo y el que tu

habias planteado en la situacion anterior? Verbal escrito (SRVE)

numérico (SRN), exponencial en el sistema de representacion algebraico de
segundo orden (SRA2) y lineal en el sistema de representacién grafico (SRG).

En sintesis, aun cuando Al4 logré formalizar la expresion algebraica expo-
nencial, no modifico la representacion grafica. Por una parte, esto muestra que
comprender un problema en un sistema de representacion y poder resolverlo
no implica su comprensién en otro. Por otra parte, muestra que los acuerdos
establecidos en dicho sistema de representacion no son inmediatamente rein-
terpretados en otro sistema de representacion, al menos cuando el conocimien-
to del campo conceptual es incipiente.

En el cuadro 7 se enuncian los teoremas en acto que parecen dirigir las
acciones de Al4 en cada sistema de representacion. Esto permite inferir que
los esquemas que dirigen la accién en cada sistema de representacion (SR)
son diferentes y contradictorios entre si. Asi, se infiere que, al principio, coexis-
ten esquemas contradictorios entre si para el mismo concepto. Esto tambiéen
muestra la fuerza que tienen los esquemas lineales en el momento de generar
la respuesta a una situacion nueva.

El anadlisis de las respuestas parcialmente exponenciales muestra que la
conceptualizacion de la funcidn exponencial involucra tanto el desarrollo
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Figura 5
j'A/n!-l..N e v/ /2009
Situacioén 2 4
Un grupo de chicos tiene $12000 para su viaje de egresados y lo quieren poner en un plazo fijo a interés
compuesto por 30 meses, que es ¢l momento del viaje. Se averiguaron las tasas de algunos bancos y se sabe
que:
La tasa mensual del Banco 1 es de 1,1% y les permite tener $12132 cumplido el primer mes.
La tasa mensual del Banco 2 es de 1,2 % y les permite tener $12144 cumplido el primer mes.
La tasa mensual del Banco 3 es de 1,3% y les permite tener $12156 cumplido el primer mes.
También se ha conseguido el siguiente resumen del Banco 1,)donde se muestra como varia el dinero para
algunos meses. - e
f;z B
0. C(0) = 12000 -
1 C(1)=12132 C(0) = 12000 1(0; 1)=132 0,011
2 C(2) = 12265,452 C(1) = 12132 1(1;2)=133,452 0,011
3 C(3) = 12400,37197 | C(2) = 12265,452 1(2;3) =134,919972 0,011
4 C(4) = 12536,77606 | C(3) = 1240037197 |1 (3; 4) = 136,4040917 | 0,011
5 C(5) =12674,6806 | C(4) = 12536,77606 |1 (4; 5) =137,9045367 | 0,011
6 C(6) = 12814,10209 | C(5) = 12674,6806 |1 (5; 6) = 139,4214866  |0,011°
7 C(7) =12955,05721 | C(6) = 12814,10209 |1 (6; 7) = 140,955123 0,011
8 C(8) = 13097,56284 | C(7) =12955,05721 | 1(7; 8) = 142,5056293 | 0,011
9 C(9) =13241,63603 | C(8)=13097,56284 |1 (8; 9)=144,0731912  |0,011
10 C(10)=13387,29403 | C(9) = 13241,63603 | 1(9; 10) = 145,6579963 | 0,011
U |Com=seset 556 |40} = A337,094CR
12 C = /2032 H3 30 |(fan)=ASE2M ST U0
13 |ciel=13%%3,80044 |0/ 42083 436
14 |CiaN=A%% 1256 I0(e)=/3e32, araay SRN: No|Lineal
15 e[S aueq @ [O- 429%,
16 Cio)= 4298, 30269 [04%) =
17 Cl=AR2 36333 O =
18 ClgY=auer, ¥uzsa  [CA3)
19 |Clm)=Mgtaumaon [Clg)s
20 C(20) = 14934,97011 | C(19) = 14772,47291 |1(19; 20) = 162,497202 | 0,011
21 C(21) = 15099,25478 | C(20) = 14934,97011 |1(20;21) = 164,2846712 | 0,011
22 C(22) = 15265,34659 | C(21) = 15099,25478 |1(21; 22) = 166,0918026 |0,011
23 C(23) = 154332654 | C(22) = 1526534659 |1(22; 23) = 167,9188125 |0,011
24 C(24) = 15603,03132 | C(23) =15433,2654 | 1(23; 24) = 169,7659194 |0,011
25 C(25) = 15774,66466 | C(24) =15603,03132 |](24; 25) = 171,6333445 0,011
26 C(26) = 15948,18597 | C(25) = 15774,66466 |1(25;26) = 173,5213113 | 0,011
27 C(27) = 16123,61602 | C(26) = 15948,18597 |1(26; 27) = 175,4300457 | 0,011
28 :
29
30
a) Calcula los valores que faltan; y escribe la expresion que utilizé el Banco 1 para calcular los montos
C(t). (Y los otros dos bancos?
b) Construye una tabla similar para cada uno de los bancos.  SRA1: Exponencial
M (ALY < pre
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Figura 6

H. /e&/2009

¢) (Cudl es el Dominio de validez y la imagen, de cada expresién, para que sea funcién? (Cuél es el
banco que paga mayor interés?
d) Representa graficamente cémo varia el dinero en cada banco.

18000
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€) (Cuél es la diferencia entre este modelo y el que vos habias planteado en la situacion anterior?
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conjunto de los sistemas de representacion como el desarrollo en cada uno de
ellos, y esto esta intimamente vinculado con las tareas que se les proponen a
los alumnos en cada sistema de representacion.

ETAPA EXPONENCIAL

Refiere a las resoluciones que son exponenciales en todos los sistemas de
representacion. Las resoluciones vinculadas al interés compuesto, por ser un
caso particular de funcion exponencial, son también exponenciales. Este tipo de
respuestas aparece por primera vez en la situacion cuatro y se generaliza en la
situacién cinco, pero sin estabilizarse.
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Cuadro 7
SRN SRA1 SRVE SRVE
TAN: “El dinero TAN: "Si a TAG: “Es posible TAN: “El aumento
puesto a IC no cada monto lo unir dos puntos del dinero puesto
aumenta lo multiplicamos por mediante un a IC se grafica
mismo cada mes” | 1.011 obtenemos el | segmento recto” mediante una
proximo resultado” | TAG: ‘La curva no recta’
representacion
grafica del
crecimiento del
dinero puesto
a lC no es una
recta’
No lineal Exponencial Lineal No lineal

Parcialmente exponencial

La situacion cuatro referia a un problema vinculado con la gripe AHINI.
El problema presentaba una situacion en la que tres personas que habian
contraido gripe, contagiaban a cinco personas cada hora.

Situacion 4

El virus de influenza humana “AH1N1" o gripe porcina se contagia por contacto. Al darse la mano o besarse
en la mejilla; y por la nariz, boca y ojos. Tres amigos contrajeron el virus en una fiesta y contagiaron a mas
personas. Sabiendo que la expansion se produjo de la siguiente manera:

Cada amigo contagié 5 personas la primera hora, y cada una de estas personas contagié otras 5 para la
segunda hora. Luego, cada una de estas personas contagié 5 para la tercera hora, y esta situacién se repitié
en cada persona contagiada.

a) ¢Podrias dar una expresion que te permita calcular la cantidad de nuevos contagiados, en una cierta
hora cualquiera? ?

b) Construye, una tabla que permita observar la cantidad de nuevos contagiados en cada hora; para las
primeras 24 hs.

c) (Podrias inventar una nueva tasa de contagio y explicar que pasaria?

d) Determina para cada caso, el dominio de.validez y la imagen para que sean funciones; y
represéntalas graficamente.

(*) No es un modelo epidemiolégico exacto, sino simplificado.
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Cuadro 8

Tarea Sistema de representacion

T1: éPodrias dar una expresion que te permita calcular
la cantidad de nuevos contagiados en una cierta hora
cualquiera?

Algebraico de primer orden
(SRAL)

T2: Construye una tabla que permita observar la can-
tidad de nuevos contagiados en cada hora para las Numérico (SRN)
primeras 24 hs.

Algebraico de primer orden
(SRA1)
Verbal escrito (SRVE)

T4: Determina para cada caso el dominio de validez Algebraico de primer orden
y la imagen para que sean funciones y represéntalas | (SRA1)
graficamente. Grafico (SRG)

T3: éPodrias inventar una nueva tasa de contagio y
explicar qué pasaria?

Las tareas y los sistemas de representacion tipicamente involucrados en cada
una de ellas, se describen en el cuadro 8.

En la figura 7 se presenta la resolucion a la cuarta situacion del alumno A22.
En el sistema de representacion algebraico de primer orden (SRA1), formula una
sucesion de expresiones que procuran dar respuesta al problema planteado,
pero sin lograrlo.

Una vez acordada con el grupo de clase la expresién algebraica que per-
mitirfa calcular la cantidad de personas que se contagiaban por hora, A22
calcula algunos valores y construye la representacion grafica. En ambos casos
las respuestas son exponenciales. Asi, se tiene que A22 reconoce la funcion
exponencial en el sistema de representacion numérico (SRN) como la funcion
que no aumenta lo mismo entre cualquier xy x + 1,y en el sistema de represen-
tacion algebraico de primer orden (SRA1) como la expresion de la forma: f{x) =
ka,. Asi, todas las resoluciones parecen estar guiadas por invariantes operatorios
exponenciales.

En el cuadro 9 se describen los teoremas en acto que parecen dirigir la
accion de A22 en cada sistema de representacion. El cuadro 9 muestra que este
alumno ha logrado extender sus esquemas lineales en una direccion no lineal
primero, y ahora exponencial.
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Figura 7
AN A22

Situacion 4

3 €8/ 2009

El virus de influenza humana “AH1N1” o gripe porcina se contagia por contacto. Al darse la mano o besarse
en la mejilla; y por la nariz, boca y ojos. Tres amigos contrajeron el virus en una fiesta y contagiaron a mas
personas. Sabiendo que la expansion se produjo de la siguiente manera:

Cada amigo contagi6 5 personas la primera hora, y cada una de estas personas contagi6 otras 5 para la

segunda hora. Luego, cada una de estas personas contagié 5 para la tercera hora, y esta situacion se repitié
en cada persona contagiada.

a) (Podrias dar una expresién que te permita calcular la cantidad de nuevos contagiados, en una cierta
hora cualquiera?
b)

Construye, una tabla que permita observar la cantidad de nuevos contagiados en cada hora; para las
primeras 24 hs.

¢) (Podrias inventar una nueva tasa de contagio y explicar que pasaria?

d) Determina para cada caso, el dominio de.validez y la imagen para que sean funciones; y
represéntalas graficamente.

(*) No es un modelo epidemiolégico exacto, sino simplificado.
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Cuadro 9

SRN

SRG

SRA1

TAN: “El aumento se
calcula sobre la cantidad
de personas contagiadas
la hora anterior”

TAG: “La representacion
grafica del aumento de
la cantidad de personas
contagiadas es una
curva creciente”

TAN: “El aumento se
calcula sobre la cantidad
de personas contagiadas
la hora anterior’

TAAL: “La expresion

algebraica es: flf) = k »
a. Donde tes la hora
para la cual se quiere
saber la cantidad de
contagiados; a es la
tasa de crecimiento y
k la cantidad inicial de
personas contagiadas’

Exponencial

Exponencial Exponencial

Exponencial

El analisis de los protocolos muestra que la conceptualizaciéon de la funcion
exponencial es una tarea compleja que no se realiza en todos los sistemas de
representacion a la vez y que demanda mucho mas que los dos meses y medio
que demando la implementacién, sobre todo si se quiere llegar a que, en el
proceso de explicitacion de los invariantes operatorios (Vergnaud, 2007b, p. 299),
los alumnos dominen el nivel que Vergnaud llama de formalizacion.

CONCLUSIONES

La conceptualizacion es mas que la forma predicativa del conocimiento o que
el conocimiento explicitable (Vergnaud, 2007b, p. 299), pero puesto que en la
escuela secundaria, la explicitacion y formalizacion de los conceptos matemati-
cos en diferentes sistemas de representacion cobra vital importancia, el aspecto
central de este trabajo ha sido caracterizar el proceso de conceptualizacion de
la funcién exponencial y su relacion con los sistemas de representacion, sobre
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todo en un contexto escolar, a partir de la forma predicativa del conocimiento.
La caracterizacion realizada a partir de la base empirica (el estudio de 115
alumnos durante el periodo en que éstos estudiaban las funciones exponencia-
les) permite sugerir la existencia de una progresividad en la conceptualizacion,
que va desde los esquemas lineales hasta los exponenciales, de la funcion
exponencial vinculada con los sistemas de representacion. Las etapas son las
siguientes:

Lineal: son lineales aquellas producciones que involucran todos los siste-
mas de representacion lineales. Este tipo de resolucion evidencia un sistema de
esquemas lineales complejo y completo que se expresa en todos los sistemas
de representacion. Esto muestra que, cuando el estudiante solo estd en pose-
sion de esquemas lineales, los utiliza coherentemente en todos los sistemas de
representacion.

Parcialmente no lineal: la respuesta es parcialmente no lineal cuando la
resolucion es no lineal en al menos un sistema de representacion y lineal en
el resto. La inconsistencia entre las respuestas dadas en sistemas diferentes
de representacion muestra que los esquemas que dirigen la accion en cada
sistema de representacion son diferentes y contradictorios entre si. Asi, se infiere
que, al principio, coexisten esquemas contradictorios entre si para el mismo
concepto. Esto también muestra la fuerza que tienen los esquemas lineales en
el momento de generar la respuesta a una situacién nueva.

No lineal: 1a respuesta es no lineal cuando es no lineal en todos los sis-
temas de representacion, pero no es todavia una respuesta exponencial. Por
ejemplo, en el sistema de representacion grafico (SRG) la respuesta no es una
recta, pero tampoco es una curva estrictamente creciente. En el sistema de
representacion algebraico, la férmula no es una funcion lineal, pero tampoco
es exponencial; etc. La interaccion con el profesor y el grupo de clase resulto
fundamental a la hora de avanzar sobre estas estrategias.

Parcialmente exponencial: son parcialmente exponenciales aquellas res-
puestas que son exponenciales en al menos un sistema de representacion,
pero no exponenciales en el resto. Por una parte, el analisis de estas respues-
tas muestra que, en un principio, las ideas exponenciales y no exponenciales
coexisten. Por otra parte, muestra que comprender un problema en un sistema
de representacion y poder resolverlo no implica su comprension en otro. Esto se
evidencia en que, aun estableciendo acuerdos en un sistema de representacion
como por ejemplo la formula de la funcion exponencial, éstos no son inmedia-
tamente reinterpretados en otro sistema de representacion, al menos cuando
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el conocimiento del campo conceptual es incipiente. En sintesis, los sistemas de
representacion no evolucionan juntos y tienen sus propias complejidades.
Exponencial: las respuestas son exponenciales cuando son explicitamente
exponenciales en todos los sistemas de representacion. Este tipo de respuestas
aparece por primera vez en la situacion cuatro, pero sin estabilizarse, pues en
el sistema de representacion donde los alumnos no tenian seguridad de la
respuesta retomaban estrategias no exponenciales. La aparicion tardia de este
tipo de resoluciones y las dificultades que presenta su estabilizacién resaltan
la complejidad del proceso de conceptualizacion de variaciones no lineales en
general, y de la funcion exponencial en particular, en la escuela secundaria. En
esta etapa los alumnos logran diferenciar una funcion exponencial de una que
no lo es en los cuatro sistemas de representacion (SRN, SRA1, SRG y SRVE). En
el sistema de representacién numeérico (SRN), como la funcién que no aumenta
lo mismo entre cualquier xy x + 1 . En el sistema de representacion algebraico
de primer orden (SRA1), como la expresion de la forma: fx) = k » a* + b. En
el sistema de representacion verbal escrito (SRVE), como la funcion que tiene
la variable independiente en el exponente, y en el sistema de representacion
grafico (SRG), como la funcion cuya representacion grafica posee una asintota
horizontal y es una curva no recta, creciente (o decreciente) en todo el dominio.
Asi, y aunque este trabajo no permite afirmar si el proceso de conceptuali-
zacion particular de cada alumno transita necesariamente por cada una de las
etapas, si se ha encontrado que la explicitacion, discusion y formalizacion de los
conceptos en cada sistema de representacion resulta un aspecto central de la
transicion entre lo lineal y lo exponencial, y que este proceso se encuentra inti-
mamente vinculado con las tareas que se les proponen a los alumnos en cada
sistema de representacion. En esta direccion resta estudiar como se desarrolla
el proceso de conceptualizacion en cada sistema de representacion y como se
desarrolla la vinculacion entre ellos en la construccion del conocimiento.
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