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Resumen: Se discuten las aportaciones a la didactica de las fracciones de cuatro inves-
tigaciones que el autor y sus colegas han realizado, retomando algunos aspectos de la
metodologia de los experimentos de diseno. Estas aportaciones conciernen a la pun-
tualizacion de los objetivos de aprendizaje de las fracciones, la identificacion de puntos
de partida para la ensenanza y el desarrollo de propuestas alternativas para apoyar el
aprendizaje de este concepto.
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Abstract: We discuss the contributions to the field of fractions of four research projects,
conducted by the author and his colleagues. Several aspects of the design research
methodology were central to the implementation of these projects. The contributions
include specifying the big ideas of learning fractions, identifying viable starting points,
and developing instructional innovations to support students’” understanding of this
concept
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INTRODUCCION

En este articulo describo las aportaciones de cuatro investigaciones que, junto con mis
colegas, he realizado en el campo de la ensenanza y el aprendizaje de las fracciones.
Una caracteristica importante de estas investigaciones ha sido la de retomar algunos
aspectos de la metodologia de los experimentos de diseno, en la forma en que Cobb y
Gravemeijer (Gravemeijer y Cobb, 2006; Stephan et &l, 2003; Cobb et &l, 1997) la han
desarrollado.

Comienzo el capitulo con una breve revision de la investigacion en el campo de
las fracciones, senalando cuatro preocupaciones que la han motivado. Después descri-
bo la metodologia de los experimentos de diseno, destacando los aspectos tedricos y
metodologicos que han influenciado nuestras investigaciones. Finalmente describo las
aportaciones de nuestro propio trabajo de investigacion, relacionandolas con tres metas
centrales de los experimentos de disefio: 1) la puntualizacién de los objetivos de apren-
dizaje, 2) la identificacién de puntos de partida para la ensefianza y 3) el desarrollo de
propuestas alternativas para apoyar el aprendizaje.

Fecha de recepcion: 5 de septiembre de 2013; fecha de aceptacion: 27 de noviembre de 2013.
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EL CAMPO DE LAS FRACCIONES

La ensenanzay el aprendizaje de las fracciones es uno de los temas mds investigados
en la educacion matematica. Autores de gran renombre han incursionado en él; entre
ellos destacan Guy Brousseau (Brousseau et al, 2004), Deborah Ball (1993), Vasily V.
Dawydov (1969/1991) y Hans Freudenthal (1983).

En la literatura pueden identificarse cuatro preocupaciones principales que han
motivado la realizacion de estudios en el campo (Lamon, 2007). La primera ha consisti-
do en puntualizar la naturaleza didactica del concepto. Los autores que han trabajado
en ello se han preocupado por especificar las nociones matematicas que entran en
juego, o que deberian de hacerlo, al aprender y al ensefar fracciones (Kieren, 1980; Behr
et al, 1983; Freudenthal, 1983; Thompson y Saldanha, 2003). Estos trabajos han sido de
naturaleza tedrica. De dos de ellos (Kieren, 1980 y Behr et al, 1983) surgi¢ la amplia-
mente aceptada suposicion de que las fracciones tienen al menos cuatro significados:
parte-todo, medida, razon y operador.

La segunda preocupacion se deriva de la teoria psicolégica del constructivismo y ha
implicado identificar y describir los esquemas mentales que resultan del aprendizaje de
las fracciones, asi como los procesos que llevan a que estos esquemas se desarrollen
(Steffe y Olive, 2010; Saenz-Ludlow, 1994; Norton, 2008). Estos trabajos, de naturaleza
empirica, han sido realizados a través de la conduccién de entrevistas clinicas y de
experimentos de ensefanza (Steffe y Thompson, 2000). En ellos se ha identificado y
descrito la relativa complejidad conceptual, primero, de concebir a las fracciones como
numeros que cuantifican el tamano de una magnitud continua. Esto es, se ha descrito
la complejidad intrinseca de entender una expresion como ‘tres cuartos del pastel’, como
aludiendo a una sola masa cuyo tamano corresponde a lo triple de la cuarta parte del
pastel, en lugar de a un subconjunto de tres elementos discretos (pedazos de pastel)
de un conjunto de cuatro.

En estos trabajos también se ha identificado y descrito la complejidad conceptual
propia de concebir a la magnitud que una fraccién cuantifica como susceptible de ser
iterada sin restriccion. Estas concepciones son necesarias para entender las fracciones
como numeros que pueden cuantificar legitimamente el tamano de algo que es mayor
al tamano del entero; por ejemplo, son necesarias para darle sentido a una expresion
como ésta: “‘once cuartos de pulgada”.

Una tercera preocupacion, mas vinculada a la didactica, ha sido la de generar
propuestas de ensefanza que favorezcan el aprendizaje del concepto. La investigacion
que ha atendido esta preocupacion ha implicado la conduccién de intervenciones en
las aulas. Entre las propuestas que han sido investigadas estan: 1) el uso de situacio-
nes problematicas que implican la reparticion de multiples enteros, como medio para
apoyar el aprendizaje de las fracciones mixtas e impropias (Streefland, 1991); 2) el uso
de la medicion como eje central en la ensefianza de las fracciones (Lamon, 2007); 3) el
abordar la ensefianza de las fracciones desde el concepto de razon (Brousseau et &l,
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2004), y 4) el focalizar la ensefianza de las fracciones en la idea de magnitud continua
(Davydov, 1969/1991).

La cuarta preocupacion se vincula al campo de la evaluacion y ha implicado docu-
mentar los niveles de comprensioén de las fracciones que estudiantes de diferentes
edades logran (Hart, 1989; Gould, 2005; Hannula, 2003; Saxe et al, 2005). Estos estudios,
de naturaleza cuantitativa, han utilizado muestras de alumnos relativamente grandes.
En general, han encontrado que solo una minoria de estudiantes alcanza niveles acep-
tables en la comprension del concepto.

Dada la gran cantidad de estudios realizados en torno a estas cuatro preocupacio-
nes, puede parecer que quedan pocas cuestiones de importancia por aclarar o descu-
brir en el campo de las fracciones. Sin embargo, éste no es el caso. No solo continta
habiendo entre los expertos gran insatisfaccion sobre los niveles tipicos de comprension
de las fracciones logrados por los estudiantes, sino que también la hay sobre lo que se
sabe de qué debe hacerse para mejorar el aprendizaje de este concepto (Lamon, 2007,
Tzur, 2007).

En este articulo se describen las aportaciones de la investigacion que, junto con mis
colegas, he realizado en el campo de la ensenanza y el aprendizaje de las fracciones. Las
investigaciones realizadas han sido influenciadas, de manera significativa, por la metodo-
logia de los experimentos de diseno. A continuacion se destacan los aspectos tedricos y
metodoldgicos de esta metodologia que han orientado nuestras investigaciones.

EXPERIMENTOS DE DISENO

Los experimentos de diseno son una metodologia de la educacién matematica cuyo
fin principal es el desarrollo de recursos educativos, tanto de naturaleza tedrica como
practica, que contribuyan al mejoramiento de la ensenanza y el aprendizaje de las
matematicas en el ambito escolar (Cobb, 2007). La conduccién de uno de estos experi-
mentos implica el diseno y puesta a prueba de secuencias de ensenanza para apoyar
el aprendizaje de conceptos matematicos (como las fracciones), en formas especificas.
Ademas, implica el estudio sistematico de esas formas de aprendizaje, dentro del con-
texto sociopedagogico en el que emergen.

En esta metodologia se adopta una forma particular de entender el aprendizaje y la
ensenanza de las matematicas en la escuela. En lo que respecta al aprendizaje mate-
matico, esta metodologia adopta una perspectiva que, por una parte, es consistente con
el constructivismo. Se considera que el aprendizaje matematico es el resultado de la
actividad cognitiva del sujeto y que conlleva siempre la reorganizacion de conocimien-
tos previos. Por otra parte, se considera a este aprendizaje como necesariamente situado
en un contexto social y cultural (Cobb y Bowers, 1999).

En la metodologia de los experimentos de diseno, se parte de que el pensamiento
individual y el contexto sociocultural estan estrechamente ligados, sin que ninguno
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predomine sobre el otro. Asi, se concibe al aprendizaje matemdtico como un fenomeno
esencialmente social, y al contexto sociocultural como un fenémeno esencialmente
cognitivo (Cobb et &l, 1997).

La forma de aproximarse al aprendizaje matematico que se asume en la metodolo-
gia de los experimentos de diseno impacta profundamente en la manera en la que se
aborda la ensefnanza. Dada la fuerte influencia que se reconoce que tiene el contexto
sociocultural en la cognicién, se le considera a éste como la via principal para promo-
ver la emergencia de formas especificas de aprendizaje matematico. Aspectos del con-
texto sociocultural del aula, en los que un maestro puede intervenir, son considerados
como los medios a través de los cuales es posible apoyar el aprendizaje matematico.
Entre estos aspectos se encuentran: a) las tareas y situaciones problematicas en las
que se involucra la comunidad del aula; b) los sistemas simbolicos con los que se
representan ideas matematicas, ya sean materiales manipulables o representaciones
graficas; ¢) la organizacién de las actividades del aula, y d) las normas que pautan
las formas en que los miembros del grupo interacttian, hablan y debaten (Cobb et
al, 2008).

Por lo general, un experimento de diseno implica la puesta a prueba de una trayec-
toria hipotética de aprendizaje (Ha). Esta consiste en un conjunto de conjeturas sobre
como ha de desarrollarse el aprendizaje de un concepto matematico especifico, junto
con los medios que habran de apoyar el proceso. La formulacion de una THA inicia con
un ejercicio de revision y analisis de la literatura existente en el campo, que se utiliza
para puntualizar los objetivos principales de aprendizaje (Cobb et &l, 2003a).

Como segundo paso, se define el punto de partida. Ello implica identificar nociones
matematicas que los alumnos ya han desarrollado —como resultado de experiencias
escolares y extraescolares previas— con el potencial de servir de base inicial para el
desarrollo de formas cada vez mas complejas de entender un concepto.

El tercer paso en la elaboracion de una THA consiste en formular conjeturas sobre los
principales cambios que se espera que ocurran en el aprendizaje de los estudiantes, y
sobre los medios que habran de soportarlos. El diseno de estos medios se materializa
en una secuencia de ensenanza, la cual consiste en las situaciones problematicas, asi
como en los materiales didacticos manipulables y las formas de representar ideas mate-
maticas que secuencialmente se espera usar en el aula. El fundamento pedagodgico de
esta secuencia es siempre la THA, por lo que un ajuste en la THA implica siempre una
modificacion de la secuencia de ensenanza.

Un aspecto central en el andlisis de un experimento de ensefanza implica la
reformulacion de la THA, a la luz de los resultados obtenidos. De manera retrospectiva,
la viabilidad de cada una de las conjeturas es revisada, permitiéndose incluso la total
reformulacion de la ™A, a fin de que se dé cuenta, de mejor manera, del proceso de
aprendizaje estudiado. Se espera, ademas, que la revision y ajuste de la THA contintie
conforme sea utilizada por mas y mas educadores, en contextos y circunstancias distin-
tas a las que originalmente llevaron a su formulacion. Una vez que se logra tener una
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THA cuya utilidad ha sido ampliamente probada, pasa a ser considerada ya no una THA
sino una teoria local de ensenanza (Gravemeijer y Cobb, 2006).

La conduccion de un experimento de ensefanza se da en tres fases: preparacion,
instrumentacion y andlisis retrospectivo (Gravemeijer y Cobb, 2006). En ocasiones, la
primera de estas fases puede implicar un proceso relativamente largo, particularmente
cuando la literatura existente es insuficiente para formular una primera version de la
THA. En estos casos, se vuelve necesario realizar estudios exploratorios, de los cuales se
pueden derivar aportaciones a la investigacion en algun campo, valiosas por si mismas
(e.g, McGatha et &l, 2002).

Los estudios exploratorios se realizan cuando el tipo de conocimiento matemati-
co que se busca cultivar ha sido insuficientemente explorado (Confrey y Lachance,
2000; Cobb et al, 2003a). También, cuando se sabe poco sobre cémo impactan las
experiencias educativas previas, de los estudiantes con los que se espera trabajar, en
el desarrollo de nociones matematicas especificas (Gravemeijer y Cobb, 2006). Por
ejemplo, la gran mayoria de las investigaciones enfocadas al estudio del desarrollo
de nociones fraccionarias ha sido realizada en contextos que coinciden con lo que
Skovsmose (2005) llama el aula matemdtica prototipica; esto es, han sido realizadas
en contextos escolares bien equipados, con ninos de familias mas o menos bien aco-
modadas y maestros relativamente bien formados. En contraste, son muy pocos los
estudios realizados en el tipo de aula que es muy comun encontrar en los paises en
desarrollo, es decir, un aula insuficientemente equipada, con alumnos cuyas familias
viven en condiciones de marginacion y exclusion, y un maestro con carencias impor-
tantes en su formacion.

En el resto del articulo describo las aportaciones de cuatro estudios realizados en el
campo de las fracciones. Lo hago relacionandolas con tres metas centrales de los expe-
rimentos de diseno. Es importante aclarar que de los cuatro estudios, sélo uno implico
la instrumentacién de un experimento de disefio completo (Cortina et al, en prensa). Los
otros tres fueron realizados con la intencion de ser estudios exploratorios que aportaran
datos utiles para la posible instrumentacion de este tipo de experimentos, en el futuro.

PUNTUALIZAR LOS OBIETIVOS DE APRENDIZAJE DE LAS FRACCIONES

Como ya se menciond, el primer paso en la formulacion de una THA consiste en puntua-
lizar los objetivos de aprendizaje. Ello implica realizar una revision critica de la literatura
relevante en el campo. Por ejemplo, en el caso de las fracciones, en esta revision se
deben incluir los trabajos que se han preocupado por especificar la naturaleza didactica
del concepto (ver arriba). También pueden revisarse trabajos centrados en conceptos
matematicos distintos al de las fracciones, pero relacionados. Por ejemplo, se pueden
incluir trabajos que se centren en la proporcionalidad, en las razones o en los niimeros
decimales.
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En la revision de la literatura se procura dar respuesta a preguntas como las siguien-
tes: dCudles son las ideas centrales en este dominio? (Qué relacion tiene el concepto con
otros que forman el curriculo? (Qué forma de entender el concepto beneficiaria mas a los
educandos, en el sentido de acceder a otras ideas del curriculo de matematicas, y de poder
participar competentemente en practicas cientificas, economicas y de la vida cotidiana?

La puntualizacion de los objetivos de aprendizaje es un paso necesario en la for-
mulacion de una THA ya que, como lo explican Gravemeijer y Cobb (2006), los objetivos
predominantes en la ensenfanza de un concepto no deben ser adoptados de manera
directa. Lo comun es que éstos estén fuertemente influenciados por la historia y tradicion
en la ensenanza del concepto, asi como por las formas en que éste ha sido evaluado.
Es, entonces, necesario juzgar la pertinencia de esos objetivos de manera critica y a la
luz de lo que muestra la investigacion en el campo.

En la definicion de objetivos de aprendizaje en fracciones, ha predominado una
perspectiva consistente con lo que Steen (2001) llama la alfabetizaciéon matemdtica.
Por lo general, se ha visto al aprendizaje de este concepto como un medio para que
los estudiantes comiencen a conocer el campo de los numeros racionales. De esta
manera, se le ha dado en la definicion de objetivos de ensenanza gran importancia a
que los alumnos entiendan cuestiones relacionadas con la naturaleza numérica de las
fracciones, tales como: su orden, su densidad y sus equivalencias (Steffe y Olive, 2010;
Dawydov, 1969/1991; Lamon, 2007), ademas de como y por qué estos nimeros pueden
ser sumados, restados, multiplicados y divididos (Brousseau et al, 2004).

En nuestras investigaciones, hemos procurado responder a preocupaciones mas
relacionadas con lo que Steen (2001) llama la alfabetizacion cuantitativa. Al centro de
estas preocupaciones esta el encontrar formas de proveer a los estudiantes con recursos
conceptuales que les permitan ser competentes en los ambitos cotidiano, laboral, cien-
tifico, econémico y politico del mundo actual; en los que la generacion, comprension,
interpretacion y comunicacién de informacién cuantitativa son de gran importancia
(Ncmv, 2000; oecp, 2010). Esto nos ha llevado a proponer objetivos de aprendizaje de las
fracciones, distintos a los que han predominado en la literatura especializada (cf, Cortina
et al, 2013; Cortina et al, en prensa).

Interesados en el papel que tienen las fracciones en la cuantificacion de fendmenos
ecologicos, financieros, demograficos y de la administracion de recursos publicos —al
revisar la literatura que se enfoca a especificar la naturaleza didactica del concepto-,
reconocimos gran valor en la reflexion de Thompson y Saldanha (2003) sobre qué
implica entender bien las fracciones. Segun estos autores, el razonar de manera com-
pleja sobre las fracciones implica “‘concebir que dos cantidades se encuentran en una
relacion reciproca de tamano relativo” (p. 107).

En términos de puntualizar los objetivos de aprendizaje para formular una THaA,
la reflexion de estos autores nos parecié valiosa ya que presenta a las fracciones
como una idea Unica, aunque multifacética, en torno a la cual organizar los esfuer-
zos educativos (Cobb, 1999). Ademads, le reconoce a las fracciones una funcion
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cuantitativa especifica, estrechamente vinculada a la proporcionalidad, lo que per-
mite conectar la ensenanza del concepto con el uso que se hace de los niimeros
racionales en diversas disciplinas, particularmente para medir y evaluar fenémenos
(Maya, 2011).

El puntualizar los grandes objetivos de aprendizaje de las fracciones con base en la
reflexion de Thompson y Saldanha nos ha llevado a reconsiderar la forma y el orden en
que distintas nociones relacionadas con el estudio del concepto deben ser abordadas
en la ensenanza. Asi, nos ha llevado a considerar que las fracciones unitarias deben
ser directamente abordadas como un recurso para cuantificar la relacion reciproca de
multiplicar una magnitud por un nimero entero (Cortina et al, en prensa); por ejemplo,
para cuantificar la relacion reciproca de un enunciado como éste: “La distancia entre
Guadalajara y la Ciudad de México es seis veces la distancia entre Cuernavaca y la
Ciudad de México". Dicho de manera reciproca: ‘La distancia entre Cuernavaca y la
Ciudad de México es un sexto de la distancia entre Guadalajara y la Ciudad de México".

Otra consecuencia importante de asumir las ideas de Thompson y Saldanha en la
puntualizacién de objetivos de aprendizaje en fracciones ha sido la de considerar que
las fracciones impropias deben ser introducidas de manera temprana en la ensenanza,
toda vez que éstas son siempre el reciproco de una fraccion propia (por ejemplo, el
reciproco de 3/5 es 5/3). Esto, a su vez nos ha llevado a procurar encontrar formas de
introducir el concepto de fraccion sin utilizar el modelo general de la equiparticion, sea
de uno o varios enteros, ya que este modelo involucra multiples inconsistencias respecto
a la idea de fraccion impropia (cf. Freudenthal, 1983; Cortina et al, 2013).

IDENTIFICACION DE LOS PUNTOS DE PARTIDA PARA APOYAR
EL APRENDIZAJE DE LAS FRACCIONES

El segundo paso en la formulacion de una trayectoria de aprendizaje implica iden-
tificar nociones matematicas que los alumnos han desarrollado como resultado de
experiencias escolares y extraescolares previas, y que tienen el potencial de servir de
base inicial para el desarrollo de formas cada vez mas complejas de entender un con-
cepto. La puntualizacién que se hace de los grandes objetivos de aprendizaje ayuda a
determinar cudles nociones tendrian el mayor potencial. Por ejemplo, en la literatura en
fracciones, varios autores han reconocido que los alumnos, desde edades tempranas,
pueden involucrarse de manera significativa en actividades que implican la particion
y reparticion equitativa de un objeto divisible (e.g, una galleta; Charles y Nason, 2000).
Las nociones que los alumnos ponen en juego al involucrarse en estas actividades han
sido consideradas por varios autores como una base adecuada para el aprendizaje
del concepto (e.g, Lamon, 2007; Steffe y Olive, 2010). Esto lo han hecho partiendo del
supuesto de que la particion y distribucion de un entero es un contexto propicio para
modelar las propiedades numéricas de los racionales, como su equivalencia y densidad.
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Sin embargo, si lo que ha de priorizarse en la ensenanza de las fracciones es la idea
de las relaciones reciprocas de tamano relativo entre cantidades, las nociones previas de
los estudiantes sobre la equiparticion pueden ser consideradas como de poca relevancia
para el aprendizaje del concepto (Freudenthal, 1983).

La identificacion de los puntos de partida de una THA frecuentemente requiere
de la conduccion de un estudio exploratorio, del que puede resultar un producto
de investigacion valioso en si mismo (cf, McGatha et al, 2002). Mis colegas y yo
hemos realizado tres de estos estudios. En ellos, utilizando diferentes estrategias,
hemos procurado identificar las nociones previamente desarrolladas por estudiantes
provenientes de contextos socioculturales que han estado, si no ausentes, marginal-
mente representados en los estudios realizados en el campo de las fracciones, y del
razonamiento multiplicativo en general. Cabe recalcar que, aunque estos estudios no
consistieron en la instrumentacion de un experimento de diseno, entre otras cosas,
fueron realizados con la intencion de poder ser utiles en la fase de planeacion de uno
de estos experimentos, en el futuro.

Antes de describir los estudios y sus hallazgos, es importante aclarar que éstos
tienen cierta similitud con aquellas investigaciones que se han realizado con la fina-
lidad de documentar los niveles de comprension de las fracciones que estudiantes
de diferentes edades logran (ver arriba). Sin embargo, una diferencia importante entre
nuestros estudios y esas investigaciones es que, en concordancia con la metodologia de
los experimentos de diseno (Cobb et al, 2003b), para nosotros ha sido mas importante
documentar lo que los estudiantes ya saben y entienden, que aquello sobre lo que
tienen concepciones erréneas, o simplemente desconocen.

PRIMER ESTUDIO

En el primero de los estudios que realizamos para identificar un punto de partida
(Cortina y Zuniga, 2008), documentamos las nociones matematicas que estudiantes de
42 grado de primaria, provenientes de comunidades social y econémicamente excluidas,
traerian a juego al resolver problemas que implicasen el concebir y comparar el tama-
no de una magnitud, que es definida como el reciproco de multiplicar por un ndmero
entero. El estudio consistio en entrevistar de manera individual a 14 estudiantes de una
escuela urbana marginada, en Chiapas, México. La situacion principal que se utilizo
implic6 comparar el tamano de diferentes tipos de vasos en relacién a cuantos vasos
de cada tipo podian ser llenados con la leche contenida en un cartén de leche (véase
figura 1). Vale la pena aclarar que los estudiantes nunca vieron los vasos, solo se los
imaginaron.

Los estudiantes primero compararon vasos de un tamano tal que el cartéon de leche
alcanzaria exactamente para llenar tres de ellos (1/3), con vasos de un tamano tal que
el carton de leche alcanzaria exactamente para llenar cuatro de ellos (ie, 1/3 vs. 1/4).
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Figura 1 Dibujo del carton de leche (de un litro) que se usé en las entrevistas

Con base en explicaciones similares, los estudiantes después compararon vasos de las
siguientes capacidades: 1/3 vs. 1/5, 1/10 vs. 1/3 y 1/10 vs. 1/5.

Entre los resultados obtenidos estuvo el que todos los estudiantes compararan
correctamente la capacidad relativa de los vasos, en todos los casos arriba mencionados.
La siguiente transcripcion ejemplifica las explicaciones que dieron los ninos al comparar
el tamano de los vasos de plastico (1/3) con los de vidrio (1/5):

Vicky: Indica que los vasos de pldstico son mds grandes.

Entrevistadora: ¢Por qué?

Vicky: Porque eran 3 [de plastico] y los de vidrio son 5.

Entrevistadora: éY eso qué quiere decir?

Vicky: Le sirven a cada quien un vaso [de plasticol, pero si sirven 5 [vasos
de vidrio] va a tener mds poco [de leche un vaso de vidrio].

En general, los resultados de este estudio mostraron que alumnos, provenientes de
comunidades social y economicamente excluidas y que se inician en el estudio de las
fracciones, cuentan con nociones y conocimientos previos que les permiten imaginar,
de manera correcta, el tamano de una magnitud cuantificada por una fraccion unitaria,
cuando ésta es definida como el inverso de una multiplicacion por un namero entero.
Con ello, documentamos que las relaciones reciprocas de tamano relativo pueden servir
de base para la ensenanza de las fracciones, desde que ésta inicia, y que la equipar-
ticion no es la uUnica via para ayudar a los estudiantes a imaginar el tamano de una
magnitud cuantificada por una fraccion unitaria.

Los resultados de este estudio fueron claves para la instrumentacion del experimento
que se describe mas adelante en este capitulo.

SEGUNDO ESTUDIO

El segundo estudio que realizamos fue de corte cuantitativo (Cortina et al, 2012a). Nos
intereso indagar, de manera exploratoria, hasta qué punto una THA que partiera de
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nociones basicas de proporcionalidad, como las descritas en el apartado anterior, seria
viable con estudiantes de grados mas avanzados. Un antecedente importante de nues-
tro estudio fueron los resultados obtenidos por Backhoff et al. (2006) sobre el dominio
que tienen los estudiantes mexicanos de secundaria de los conocimientos matematicos
del curriculum de primaria. Con base en una muestra representativa, estos autores
encontraron que si bien el desempeno de los estudiantes de secundaria era, en térmi-
nos estadisticos, significativamente mejor a los de primaria, la diferencia real era muy
poca. En general, estos resultados mostraron que el progreso que logran los estudiantes
mexicanos en su comprension de nociones matematicas basicas, durante los tres anos
de ensenanza secundaria, es considerablemente limitado.

Tomando en cuenta los principios tedricos de los experimentos de diseno, supusimos
que estos resultados pobres se debian, al menos en parte, a que el nivel de comprension
de las matematicas con el que llega la mayoria de los estudiantes mexicanos a la secun-
daria no les permite acceder facilmente a los conocimientos del curriculum vy, en general,
beneficiarse de la ensenanza recibida en ese nivel educativo. Por ello, consideramos que
serfa importante determinar si el desarrollo de propuestas de ensenanza de las fracciones
que se orientaran hacia nociones basicas seria apropiado para el nivel de secundaria.

Es asi que realizamos un estudio exploratorio para indagar sobre el nivel de com-
prension que los estudiantes mexicanos logran, al terminar la primaria, de las fracciones
como numeros que cuantifican el tamano de una magnitud. El estudio consistié en apli-
car 297 cuestionarios a alumnos de 6° grado de 13 escuelas primarias, seis ubicadas
en Chiapas y siete en el Distrito Federal. Se procurd tener estudiantes que provinieran
de contextos muy diversos, por lo que en la muestra se incluyeron escuelas indigenas,
rurales, urbanas publicas, matutinas y vespertinas, asi como escuelas privadas.

El instrumento incluyd seis reactivos que requerian comparar la cantidad de leche
contenida en dos cartones. En cada reactivo se mostraron dos cartones de leche dibujados,
con una fraccién escrita al pie que indicaba la cantidad de leche contenida (figura 2).

Se les pidi6 a los alumnos que marcaran el nivel de leche en cada cartén, de acuer-
do con lo indicado en la fraccion, y que senalaran cual de los dos cartones estaba mas
lleno, o si ambos contenian la misma cantidad de leche. Las fracciones a comparar
fueron: 1/3 vs. 1/2, 3/4 vs. 1/4, 1/3 vs. 2/3, 2/4 vs. 1/2, 4/9 vs. 3/4 y 5/10 vs. 1/2. Como
puede notarse, se tenian que comparar pares de fracciones relativamente comunes y
todas las comparaciones podian realizarse con base en evaluar si las diferentes fraccio-
nes representaban cantidades mayores, menores o iguales a 1/2.

También se incluy6 un reactivo en el que los estudiantes tenfan que indicar cual de
las siguientes cifras indicaba la mayor cantidad de leche: 5/4 de litro, 8/9 de litro, 1 litro.

Los resultados de este estudio sugirieron que hay un gran numero de alumnos
que egresan de la primaria con un conocimiento muy precario de las fracciones como
numeros que cuantifican tamanos relativos, particularmente en las escuelas indigenas,
rurales y urbanas vespertinas. El 30.4% del total de los alumnos participantes ni siquiera
asocio de manera consistente la inscripcion “1/2" con la nocion de mitad. Del otro lado
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Figura 2 Ejemplo de los reactivos

1/3 172

Es lo mismo

de la escala, solamente el 19.9% de los estudiantes parecid haber desarrollado las con-
cepciones fraccionarias necesarias para reconocer que una fraccion puede cuantificar
legitimamente a una magnitud mayor a uno.

En general, este estudio confirmo nuestra conjetura sobre la necesidad de desarrollar
propuestas de ensenanza para 12 de secundaria que partan del supuesto de que, al lle-
gar a este nivel, los alumnos auin no han desarrollado conocimientos que les permitan
interpretar las fracciones como numeros que cuantifican tamanos relativos.

TERCER ESTUDIO

El tercer estudio exploratorio fue realizado por Francisco Maya (2011), un alumno del
Doctorado en Educacion de la Universidad Pedagogica Nacional, quien realizd su tesis
bajo mi direccion. Parte de la investigacion que realizo se enfocd en determinar el tipo
de concepciones sobre las relaciones multiplicativas con las que cuentan los estudian-
tes de las carreras econémico-administrativas, al inicio de la licenciatura. El estudio
implicd tres ciclos de recoleccion de datos, en los que el investigador se preocup6
por puntualizar el tipo de relaciones sobre las que los alumnos podrian razonar con
facilidad. Esto es, se preocup6 por identificar las concepciones de los alumnos que un
maestro de matematicas de nivel superior podria esperar que la gran mayoria de sus
estudiantes hubieran desarrollado como resultado de sus experiencias educativas en los
niveles previos (primaria, secundaria y bachillerato).

Maya (2011) identifico una serie de conceptos multiplicativos que los profesionales
de las carreras econoémico-administrativas deberfan de dominar, y los ordené tomando
en cuenta que comprender unos requeriria de antes haber comprendido otros. Los
conceptos que considerd, yendo del mas al menos complejo, fueron los siguientes:
1) tasas de cambio definidas para un intervalo; 2) razones y medidas de intensidad;
3) fracciones como comparadores; 4) fracciones, expresiones decimales, porcentajes y
elasticidades, y 5) medicion.

Utilizando encuestas y entrevistas, Maya (2011) fue indagando sobre el nivel de
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comprension que diferentes cohortes de estudiantes tenian de estos conceptos, comen-
zando por las tasas de cambio definidas para un intervalo. El criterio que utilizé para
considerar que un estudiante tenfa un nivel de comprension suficiente de un concepto
para ser aprovechado en el aprendizaje de uno mas complejo fue que, al resolver un
problema que lo implicaba, el educando pudiera: 1) resolverlo correctamente, 2) expli-
car y justificar su respuesta aludiendo a las cantidades involucradas (y no solo a las
mecanizaciones), y 3) crear una representacion grafica que apoyara sus explicaciones.

Maya (2011) encontro que el nivel sélido de comprensién de las relaciones multipli-
cativas, con el que la gran mayoria de los estudiantes de las carreras econémico-admi-
nistrativas llega a la universidad, implica a los numeros enteros y a su reciproco; esto
es, las fracciones unitarias. Asi, la mayoria de los alumnos investigados podian resolver
correctamente, explicar y graficar su respuesta a problemas como éste: “Si el valor de un
dolar es 13 veces el valor de un peso, cual es el valor de un peso respecto a un dolar?”

En contraste, un problema como el siguiente les resultaba mucho mas dificil: “Si
el sueldo de Juan cuando ingresé a la compania equivale a tres cuartas partes de su
sueldo actual, écudnto gana hoy Juan respecto a lo que ganaba cuando ingres6?” Varios
estudiantes podian producir respuestas correctas a este sequndo tipo de problemas,
ya sea despejando una ecuacion o realizando una regla de tres. Sin embargo, muy
pocos pudieron justificar sus respuestas articulando explicaciones que aludieran a las
cantidades en cuestion! y produciendo una representacion grafica que respaldara sus
explicaciones.

Como resultado de su exploracién, Maya (2011) formuld una primera version de una
THA de conceptos multiplicativos como las tasas de cambio definidas para un intervalo.
En ésta, tom6 como punto de partida las relaciones multiplicativas que implican a un
numero entero como escalar, y su reciproco, una fraccion unitaria. No instrument6 un
experimento de diseno, propiamente, pero si realizd otras exploraciones sobre la viabili-
dad de esta trayectoria. En general, en estas exploraciones encontré que cuando se toma
este punto de partida, los estudiantes de las licenciaturas econdémico-administrativas
‘son capaces de desarrollar conceptos multiplicativos cada vez mas complejos y Uutiles
para sus profesiones” (Ibid, p. 302).

DESARROLLO DE ALTERNATIVAS DE ENSENANZA

En el contexto de la investigacion diseno, las propuestas de ensenanza se disenan uti-
lizando como fundamento una THA, en la cual se puntualizan los grandes objetivos de
aprendizaje y se identifica un posible punto de partida. Parte del trabajo que mis colegas

! Un ejemplo serfa: “Juan ganaba tres veces un cuarto (3/4) de lo que gana hoy. Asi que hay una
cantidad que corresponde a un cuarto de lo que hoy gana Juan y a un tercio de lo que ganaba cuan-
do ingreso. Entonces, Juan gana hoy cuatro veces un tercio (4/3) de lo que ganaba cuando llegd a la
compania”.
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y yo hemos realizado en el campo de las fracciones ha consistido en formular una de
estas trayectorias e investigar sobre su viabilidad, a través de la instrumentacion de un
experimento de diseno con alumnos de 42 grado de primaria? En este esfuerzo, se dise-
N6 una propuesta de ensenanza que busca favorecer el aprendizaje de las fracciones
como numeros que cuantifican magnitudes.

La propuesta que disenamos se fundamenta en una THA que define como gran
objetivo de aprendizaje a las ideas de Thompson y Saldanha (2003) sobre las relacio-
nes reciprocas de tamano relativo, previamente discutidas. Ademas, retoma las ideas
de Freudenthal (1983) sobre la fraccion como comparador, asi como en el punto de
partida, ya descrito (Cortina y Zuniga, 2008), en el que las fracciones unitarias son
abordadas como un recurso para cuantificar la relacion reciproca de multiplicar una
magnitud por un ndmero entero.

En la ™A en la que se fundamenta la propuesta, se busca cultivar en los alumnos,
desde temprano, la imagen de una fraccion unitaria como un numero que da cuenta
del tamano de cierto atributo, en algo que esta separando de la unidad de referencia.
Para cultivar dicha imagen, se disenaron una serie de actividades con las que se
procura que los ninos experimenten la ‘reinvencion” de la medicion lineal. En éstas se
utiliza una narrativa sobre las formas en que un grupo legendario de antiguos mayas
(los acajay) media. Primero se explora la medicion utilizando partes del cuerpo (pies,
cuartas, pasos, etc). Posteriormente se explora la medicion utilizando una vara (de 24
cm aprox) como medida estandarizada.

A partir de la experiencia de medir con la vara, se introduce el problema de como
crear unidades de medida mas pequenas, para dar cuenta de manera precisa y siste-
matica de la longitud de los espacios que la vara no cubre exactamente. La solucion
que se le presenta a los alumnos, como la desarrollada por los acajay, consiste en crear
varas mas pequenas, llamadas pequenos, que tienen la caracteristica de cumplir con
un criterio iterativo respecto de la vara (véase figura 3). Utilizando popotes de plastico?
y tijeras, los estudiantes crean estos pequenos.

Se le pide primero a los estudiantes que produzcan un pequeno de a dos (ie, un
popote cuya longitud corresponde a un medio de la vara). Se les explica que seria un
popote de un tamano tal que dos iteraciones de su longitud cubririan exactamente
la longitud de la vara. Los estudiantes entonces manipulan la longitud de un popote
que al principio es ligeramente mas corto que la vara. Cuando lo iteran y notan que
la segunda iteracion rebasa la longitud de la vara, el popote es cortado con las tijeras
(véase figura 4). Cuando la segunda iteracion resulta ser mas corta que la vara, los
estudiantes desechan el popote y comienzan el proceso con uno nuevo. Después de
varias pruebas, los estudiantes finalmente obtienen un popote que cumple con la
condicién acordada.

2 Las descripciones detalladas de la THA y del experimento de disefio en la que fue utilizada se
encuentra en Cortina, Visnovska y Zuniga (en prensa). Desafortunadamente, por cuestiones de espacio,
no fue posible incluirlas aqui.

3 Popote es el nombre utilizado en México para las pajillas para sorber liquidos.
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Figura 3 La vara y los pequefos de a dos (1/2), de a tres (1/3), de a cuatro (1/4),
de a cinco (1/5) y de a seis (1/6).
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A continuacién, utilizando este método, los estudiantes producen otros pequefios (e.g,
1/3, 1/4, 1/5 y 1/6). Los pequenos producidos son utilizados, primeramente, para apoyar
formas de razonamiento consistentes con la relacion de orden inverso (Tzur, 2007), pre-
sente en las fracciones unitarias. Por ejemplo, se utilizan para reflexionar sobre qué serfa
mas largo, un pequefo de a ocho o un pequeno de a nueve (1/8 vs. 1/9).

Posteriormente, los pequenos son utilizados para crear tiras de papel de una
longitud especifica. Por ejemplo, se les puede pedir que creen una tira cuya longitud
equivalga a seis iteraciones del pequefio de a cinco (i.e, 6/5). Estas tiras sirven de base
fenomenoldgica para ayudar a los alumnos a razonar sobre el tamano relativo de las
fracciones respecto a la unidad de referencia y entre ellas. Por ejemplo: (Qué seria mas
largo, una tira que midiera seis pequefios de a cinco o una vara (6/5 vs. 1)? ¢Qué seria
mas largo, una tira que midiera seis pequenos de a cinco o una que midiera siete
pequenos de a ocho (6/5 vs. 7/8)? {Qué seria mas largo, una tira que midiera cuatro
pequenos de a cuatro o una que midiera siete pequenos de a siete (4/4 vs. 7/7)?

Los resultados que hemos obtenido en nuestra investigacion (Cortina et al, en
prensa) muestran que una propuesta de ensefanza de las fracciones, fundamentada
en una THA que retoma la caracterizacion hecha por Freudenthal (1983) de la fraccién
como comparador, puede ser viable. En general, hemos encontrado que los estudiantes
de tercery cuarto grados de primaria cuentan con las nociones e intuiciones necesarias
para involucrarse de manera productiva en estas actividades. Ademas, hemos documen-
tado que este tipo de propuestas son utiles para apoyar a los estudiantes en formas de
razonar consistentes con la relacion de orden inverso de las fracciones unitarias, y sobre
el tamafo relativo de fracciones propias e impropias respecto a la unidad (Cortina et &l,
en prensa; Cortina et al, 2012b).

CONCLUSIONES

La investigacion que se preocupa por la ensenanza y el aprendizaje de las fracciones
es intimidante, tanto por la riqueza y complejidad del tema, como por el gran nimero
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Figura 4 Manipulacion de un popote para que cumpla con la condicion de que
dos iteraciones de su longitud correspondan exactamente con la longitud de la
vara.

de estudios que se han realizado en el campo. Hans Freudenthal, el célebre matematico
y educador neerlandés, al embarcarse en el andlisis didactico del concepto dijo que
esperaba no ahogarse en tanta riqueza fenomenologica.

En este articulo se ilustraron los recursos que ofrece la investigacion diseno para
estudiar un tema complejo como el de las fracciones. Los principios que inspiran a esta
metodologia innovadora de la educacion matematica nos han facilitado, a mis colegas
y a mi, hacer aportaciones a asuntos vinculados con el aprendizaje del concepto que
han intrigado a los investigadores en el campo y, en algunos casos, generado frustra-
cion. De manera especifica, esta metodologia nos ha permitido identificar y proponer
alternativas a: 1) las formas en que tradicionalmente se han definido los grandes objeti-
vos en la ensefianza del concepto; 2) los recursos con los que cuentan nifos y jovenes
para iniciarse en, y continuar con, el estudio del campo, y 3) los medios didacticos con
los que se puede apoyar el aprendizaje del concepto.
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