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Resumen: En este escrito describimos un estudio de libros de texto de matema-
ticas espanoles (nivel de secundaria). Se trata de un estudio en el que se us6 una
muestra intencional, con un total de 40 libros de textos, para buscar por separa-
do el desarrollo realizado por los respectivos autores, en lo que respecta a la
nocion de limite finito de una sucesion y el limite finito de una funcién en un
punto. Describimos, de nuestro marco tedrico, la fenomenologia del limite, los
fenémenos que hemos buscado en los libros de texto. Esto se ha hecho siguien-
do un método sistematico para analizar los libros, plan que también presenta-
mos. Resumimos los resultados obtenidos integrandolos en rangos temporales
relevantes para la bibliografia en espafol, e indicamos algunas vias de futuro de
nuestras investigaciones.
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Abstract: We describe a study of Spanish mathematics text books (secondary
level) that allowed us to develop, in part, the field work in two doctoral theses. It's
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Tratamiento del limite finito en libros de texto espafoles de secundaria: 1933-2005

an experimental study in which an intentional sample, with a total of 40 text-
books, was used to search for, separately, the development made by the respec-
tive authors in regard to the finite limit of a sequence (Claros, 2010, doctoral
thesis) and the finite limit of a function at a point (Sdnchez, 2012, doctoral thesis).
From our theoretical framework (phenomenology of limit), we describe the phe-
nomena that we looked for in the textbooks sample. This has been done follow-
ing a systematic method to analyze each book, we also include a description of
such a method. We summarize the results obtained, by integrating them into
useful time ranges for the literature in Spanish, and indicate some pathways for
the future of our research.

Key words: textbooks, limits, phenomena, function, sequence.

1. INTRODUCCION

Los libros de texto estan interesando a los investigadores en didactica de la ma-
tematica, ya que son un instrumento indispensable en el desarrollo de la practica
docente. Por ejemplo, Raman (2002) analizo libros de texto para describir la en-
senanza que reciben los alumnos de pre-calculo y calculo; su proposito era de-
tectar las dificultades que tenian los alumnos al coordinar aspectos informales y
formales del calculo.

El estudio que aqui se presenta se integra en una investigaciéon mas amplia
que afronta el limite finito desde una perspectiva fenomenoldgica en el sentido
de Freudenthal (1983) quien afirma:

La fenomenologia de un concepto matematico, de una estructura matematica o una
idea matematica significa, en mi terminologia, describir este noumenon en su rela-
cién con los phainomena para los cuales es el medio de organizacion, indicando
cudles son los phainomena para cuya organizacion fue creado y a cudles puede ser
extendido, de qué manera acttia sobre esos fenémenos como medio de organizacion
y de qué poder nos dota sobre esos fenémenos. (p. 28)

El estudio separado del limite finito de una sucesion y el limite finito de una
funcién en un punto corresponde a una decision de nuestro equipo de inves-
tigacion que ha sido discutida en Claros, Sanchez y Coriat (2006). En las dos
tesis doctorales Claros (2010) y Sanchez (2012) en las que se desarrollaron
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ampliamente las ideas que aqui se exponen, se estudiaron libros de texto de
secundaria espanoles usando la misma metodologia para la obtencién y el ana-
lisis de la informacion de los respectivos topicos, metodologia que fue puesta a
punto por el propio equipo de investigacion. Por esta razén se considera adecua-
do reunir los resultados mas relevantes que, sobre los libros de texto, se obtuvie-
ron en ambas memorias.

En estos trabajos se puso de manifiesto que los fendmenos descritos se sue-
len presentar en diferentes sistemas de representacion. Siguiendo a Janvier (1987)
y a Blazquez y Ortega (2001) se manejaron cuatro sistemas: verbal, grafico, sim-
bolico y tabular. Ademas, se observd que los sistemas de representacion se ma-
nejan con intencion de dar, bien un ejemplo o bien una definicion, por lo que se
consideraron relevantes los que llamamos formato ejemplo y formato definicion.

La caracterizacién de los fendmenos mencionados condujo a plantear su
posible observacion en libros de texto de secundaria, elaborados de un modo
independiente, cuando los respectivos autores introducen el limite finito de una
sucesion o el limite finito de una funcién en un punto.

Esta cuestion marco el inicio de la busqueda de una muestra de libros de
textos. Afortunadamente, disponiamos de herramientas teoricas para estructurar
una informacion que queriamos que abarcara unos 70 anos. Sierra, Gonzalez y
Lopez (1999) habian estudiado la evolucion histérica del limite funcional en el
periodo 1940-1995; consideraron tres periodos temporales basados en las leyes
educativas que se estaban desarrollando. Como nuestra muestra se extiende
desde 1933 hasta 2005, tenemos en cuenta esos “periodos educativos” con otros
dos, uno, para abarcar el lapso anterior a 1945 y otro para abarcar el lapso pos-
terior a 1995.

Como ya se menciond, en este documento se describen fendmenos de apro-
ximacion intuitiva y retroalimentacion en una muestra de libros de texto de se-
cundaria comprendidos entre 1933 y 2005 asi como la informacién sobre los
sistemas de representacion (verbal, grafico, simbolico y tabular) y a los formatos
(ejemplo o definicion) y los periodos educativos considerados.

Ademas, comparamos los pares de fenémenos (aproximacion intuitiva y retro-
alimentacién) asociados a cada tépico (limite finito de una sucesion y limite fini-
to de una funcién en un punto) y describimos su evolucion en los periodos
educativos considerados.

La importancia de este estudio radica en el hecho de que los fenomenos as.i
e iv.s organizados por el limite finito de una sucesion y los fenémenos ADI e IVF
organizados por el limite finito de una funciéon en un punto, estan presentes en
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los libros de texto y ademas aparecen en diferentes sistemas de representacion.
Este hecho, unido al uso masivo que los docentes hacen de los libros de texto,
hace que los profesores estén utilizando dichos fenomenos en el proceso de
ensenanza y aprendizaje del limite. Si tenemos en cuenta esto, el trabajo de San-
chez (2012), donde se mostraba como los fenémenos ADI e IVF estaban presen-
tes en profesores y el trabajo de Claros (2010), donde los fenémenos as.i e ivs
estaban presentes en alumnos, podemos afirmar que a cualquier investigador
que se dedique al estudio y desarrollo de una secuencia didactica que mejore la
ensenanza-aprendizaje del limite le seria Util tener en cuenta este trabajo.

2. FENOMENOLOGIA DEL LiMITE DE UNA SUCESION Y DE UNA FUNCION EN UN PUNTO

En Claros (2010) se demostré como el limite finito de una sucesién organizaba
dos fendmenos que fueron denominados: aproximacion simple intuitiva (a.s.i) y
retroalimentacion o ida-vuelta en sucesiones (iv.s). Asimismo en Sanchez (2012)
se demostré como el limite finito de una funcién en un punto organiza dos feno-
menos que fueron denominados: fendmeno de aproximacion doble intuitiva o
ADI y fenomeno de ida-vuelta o retroalimentacién en funciones (IVF). En el si-
guiente apartado describiremos como se definen estos fenémenos y ejemplos de
cada uno de ellos.

3. LOS FENOMENOS AS., LV.S, ADI E IVF
3.1 SUCESIONES CON LIiMITE FINITO

En Claros (2010) se analizo la siguiente definicion de limite finito de una sucesion.
DEF1S. Sea x, una sucesion en R decimos que x, converge a un numero real
x (0 tiene como limite el real x y escribimos lim x,= x) si para cada & > 0, existe un
numero natural N tal que si n > N se cumple que Ix,-xI < & (Spivak, 1991, p. 615)
En dicha memoria se mostré cémo esta definicion organiza dos fenémenos,
uno intuitivo y otro formal, que describimos a continuacion.

3.1.1 Aproximacién simple intuitiva (a.s.i.)

Dados k términos ordenados de una sucesion, generalmente consecutivos, (1, a;),
(2 a,) ., (ka) caracterizamos la aproximacion simple intuitiva como el fenomeno

128 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 28, NUM. 1, ABRIL DE 2016



Javier Claros Mellado, M€ Teresa Sanchez Compana y Moisés Coriat Benarroch

observado al inspeccionar la secuencia de valores al, a2, .., ak cuando “parecen
acercarse” a otro valor fijo. (Claros (2010), paginas 147-148)

Se emplea la expresion parecen acercarse para capturar cualquier intuicion
para el limite finito de la sucesion; por ejemplo, como conjetura o como resultado
del reconocimiento de una pauta (explicita 0 no) en los valores inspeccionados.
El siguiente ejemplo lo consideramos paradigmatico: en la sucesion (1,1), (21/2),
(31/3).., los términos 1/n, parecen acercarse a 0 a medida que n crece.

El fenomeno de aproximacion simple intuitiva es el primero que se observa
en las sucesiones que tienen limite y permite obtener un candidato a limite o
comprobar grosso modo que el candidato propuesto parece adecuado. Sin em-
bargo esto no garantiza que el candidato seleccionado sea limite de la sucesion
presentada.

3.1.2 Retroalimentacion o ida-vuelta en sucesiones

La seguridad de que un candidato a limite es el limite de la sucesion presentada,
se consigue por medio del fenémeno que llamamos ‘retroalimentacion” o “feno-
meno de ida y vuelta en sucesiones’, por los procesos que controla para estable-
cer o descartar, sin lugar a dudas, el acercamiento progresivo de los valores de la
sucesion a un candidato a limite. Para caracterizar la Retroalimentacion o ida-vuel-
ta en sucesiones (iv.s) necesitamos describir esos procesos.

El primer proceso, que denominamos de ida, corresponde a la expresion que
forma parte de la Definicién 1S: “para cada >0, existe un numero natural N’ La
‘ida" se establece partiendo de la variable dependiente y llegando a la variable
independiente.

El segundo proceso, que denominamos de vuelta, corresponde a la expresion
que forma también parte de la Definicion 1S: “si n > N se cumple que Ix,xI < €”.
En la ‘vuelta” se parte de la variable independiente y se acaba en la variable
dependiente.

La observacion sucesiva y ordenada de estos dos procesos corresponde a
lo que denominamos fenomeno de retroalimentacion o de ‘ida-vuelta en
sucesiones’.

En la retroalimentacion se lleva a cabo la construccion efectiva de una nueva
funcién que queda vinculada a la sucesion. Esta es una funcion de variable real
con valores naturales y la representamos mediante (g, N(e)). Esto es lo que nos
conduce a hablar del fenémeno de ida y vuelta en sucesiones (iv.s).
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El siguiente ejemplo lo consideramos paradigmatico: Partiendo de la sucesion
(n, 1/n) se construye la funcion (g, E(1/e) + 1) donde E designa la funcién parte
entera. Una vez fijado €>0 tenemos que determinar N a partir del cual [1/nl<g; al
resolver esta inecuacién n debe ser mayor que (1/€)) + 1. Para asegurarnos de
que sea un numero natural, tomamos N=E(1/€))+1.

Como consecuencia de todo lo anterior afirmamos que la Definicion 1S orga-
niza los dos fenémenos: aproximacion simple intuitiva (a.s.i) y retroalimentacion
o ida-vuelta en sucesiones (iv.s). En la practica, la construcciéon de la funcion (g,
N(e)) es a menudo dificil o tediosa; se suele evitar rapidamente apelando a teo-
remas que garantizan la existencia del limite por el aspecto algebraico de la
funcion.

3.2 FUNCIONES CON LIMITE FINITO EN UN PUNTO

En Sanchez (2012) se analiza la siguiente definicion de limite finito de una fun-
Cion en un punto:

DEF1F. La funcién ftiende hacia el limite L en a significa: para todo €> 0
existe alguin 6 > 0 tal que, para todo x, si 0 < Ix - al < § entonces donde If(x) - LI<
€. (Spivak 1991, p. 118). Notacion adaptada.

3.2.1 Aproximacion doble intuitiva

Cuando los valores de las variables independiente, x, y dependiente, f(x), parecen
acercarse a sendos valores fijos con cualquier patron de acercamiento que se
elija para la primera, nos referimos al fenémeno que llamamos “aproximacion
doble intuitiva” (ADI). Cuando x se acerca de cualquier manera preestablecida a
X,, entonces f(x) se acerca a un valor unico, que no depende del modo de acer-
camiento elegido para la variable independiente.

Al usar la expresion parecen acercarse, queremos capturar cualquier intuicion
para el limite, como conjetura o como resultado del reconocimiento de una pauta
(explicita 0 no) cuando se inspeccionan parejas de valores de ambas variables asf
como cualquier procedimiento matematico que permita controlar esa intuicion.

Para ello, es necesario incluir una caracteristica esencial de los numeros rea-
les que se usa en los limites funcionales: la intuicién de la continuidad de la
recta real. El siguiente ejemplo es paradigmatico de un modo de acercamiento
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basado en sucesiones coordinadas extraidas de una funcién; lo llamamos ‘mo-
delo ADI 1". Es relevante observar la discretizacion implicada en el modelo, que
invalida cualquier afirmacion sobre el limite de la funcion y solamente genera la
conviccion en el estudioso.

Modelo ADI 1, dos sucesiones coordinadas. En la funcién f(x) = x4 si toma-
mos los pares de valores (1,9; 3,61), (1,99; 3,9601), (1,999; 3,99601)..., se observa
que cuando x se acerca a 2 los valores f(x) se acercan a 4.

Tabla 1
Valores de la variable independiente x 19 199 1,999 Limite: 2
Valores de la variable dependiente f(x) 361 39601 3996001 Limite: 4

Sucesiones coordinadas extraidas de una funcion

En este modelo, ilustrado mediante la tabla 1, hemos construido dos sucesio-
nes partiendo de la funcién y de una pauta de construccion de una sucesion en
los valores de la variable independiente.

Sobre los modos de acercamiento y su conexion con la intuicion de la conti-
nuidad de la recta véase Sanchez (2012), pp. 107-109.

3.2.2 Retroalimentacion o ida-vuelta en funciones

El andlisis de la Definicién 1F da lugar a la observacion de dos procesos intima-
mente relacionados:

* El primer proceso corresponde al siguiente fragmento de la Definicion 1F:
para todo € > 0 existe algiin 6 > 0.

* El segundo proceso corresponde al siguiente fragmento de la Definicion 1F:
si 0 <|x—a| <8, entonces|f(x)-L| <e.

La observacién sucesiva y ordenada de estos procesos corresponde al feno-
meno de retroalimentacion o ‘ida-vuelta en funciones’, que presentamos de ma-
nera precisa a continuacion. Mas detalles de este fenomeno en funciones puede
verse en Sanchez (2012).
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El fenomeno de retroalimentacion exige la construccion efectiva de una nue-
va funcion que queda vinculada a la funcion de partida. Se trata de una funcion
real de variable real que representamos mediante la expresion (£,8(f(x),€)). Lo
anterior conduce a hablar del fenémeno de ida y vuelta en funciones (IVF). El
siguiente ejemplo lo consideramos paradigmatico: Dados la funcion f(x) = 2xy el
punto x, = 1, se construye la funcion (g 6(g)), donde 8 < £ Fijado € tenemos que

determinar & con el que se cumpla que si 0 <|x—1| < 0 entonces observamos
que |2X_2| < g resolviendo esta inecuacion obtenemos que & debe ser menor

ue £
q 2'

3.3 SISTEMAS DE REPRESENTACION Y FORMATOS

Cada fenémeno puede introducirse usando un sistema de representacion (de
cuatro posibles) y un formato (de dos posibles); esto exige considerar, para cada
fendmeno, ocho presentaciones que denominamos cddigo de fendmeno. En total
son 32 codigos de fendomeno posibles y su significado

De esta manera puede aparecer un codigo de fenémeno como ADI v-e que
hace referencia al fenomeno de aproximacion doble intuitiva en el sistema de
representacion verbal y en el formato ejemplo.

4. METODO DE ESTUDIO DE LOS LIBROS DE TEXTO

El analisis de libros de texto se ha prolongado durante al menos cuatro anos y
ha abarcado 40 libros de texto. Su estudio dio lugar a gran informacion que hubo
que organizar seguin un guion que quedo establecido por el equipo de investi-
gacion y cuyo objetivo principal era argumentar la observacion de codigos de
fendmenos. Ademas de esto se obtuvieron graficas que explicaban la evolucion
de los fenomenos a lo largo del tiempo y conclusiones que mostraban los princi-
pales resultados obtenidos, dando lugar a un capitulo en sendas tesis doctorales
(Claros, 2010 y Sanchez, 2012), la primera dedicada a sucesiones y la sequnda a
funciones.

Queremos presentar los fenémenos hallados en los libros de texto y su evolu-
cion con los anos. Para ello, optamos por contar casos observados en cada perio-
do educativo considerado. Obviamente, distinguimos la sucesion convergente de
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la funcion con limite en un punto, asi como los fendmenos de aproximacion in-
tuitiva y de retroalimentacion; sin embargo, agregaremos resultados para obtener
panoramicas que, esperamos, aporten resultados mas globales.

En esta seccion describimos los periodos educativos mencionados en la intro-
duccion y el plan de estudio seguido con cada libro de texto.

4.1 PERIODOS EDUCATIVOS

Consideramos cinco periodos educativos; los tres centrales fueron establecidos
por Sierra, Gonzalez y Lopez (1999) mientras que los periodos primero y ultimo
los introducimos en Claros (2010) y Sadnchez (2012) y dan cabida a todos los
textos recopilados. Hay que sefalar, que consideramos que estos cinco periodos
no son muy distintos de los utilizados por Gonzélez y Sierra (2003). Estos ultimos
senalan en su documento ‘el método de investigacion historico en la didactica
del analisis matematico’, los siguientes periodos: 1934-1967, 1967-1975, 1975-
1995 y 1995-2000. Respecto al primer periodo educativo consideran que va des-
de el final de la guerra civil (1939) hasta 1967. Nosotros como disponiamos de
libros editados antes y durante la guerra civil decidimos crear un periodo adicio-
nal para clasificar estos libros.

Nuestra clasificacién teniendo en cuenta lo anterior es por lo tanto la siguiente:

Anos 1930 a 1940. Corresponde, aproximadamente, a la “sequnda genera-
cion” de libros de texto de secundaria con contenidos de andlisis. Abarca una
década tumultuosa y sangrienta en la sociedad espanola.

Anos 1940 a 1967. Abarca desde el final de la guerra civil hasta la publica-
cién de textos pilotos para la introduccion de la matematica moderna.

Anos 1967 a 1975. Abarca desde la implantacién de la matematica moderna
hasta la aprobacién del Bachillerato Unificado y Polivalente (B.U.P).

Anos 1975 a 1995. Abarca desde la implantaciéon del B.U.P hasta el inicio de
los nuevos bachilleratos derivados de la Ley de Ordenacion General del Sistema
Educativa (LO.GSE).

Anos 1995 a 2005. Abarca desde la implantacion de la LO.GS.E hasta el inicio
de los bachilleratos derivados de la Ley Organica para la Calidad Educativa (LOCE).

En nuestro estudio, aunque consideramos los periodos educativos y emitimos
algunas conclusiones relativas al uso de los fenémenos y estos, nuestra principal
preocupacion fue la necesidad de observar los fendmenos de aproximacion in-
tuitiva y retroalimentacion en los libros de texto. Este hecho es importante ya que
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a pesar de que la introduccion del concepto de limite ha variado a través de los
periodos educativos, los fendmenos han seguido apareciendo como un instru-
mento util para su definicion Ademas, el uso de estos fenomenos permitird sena-
lar el caracter mas intuitivo y menos formal que se hace de la introduccion del
limite en los libros de texto y como consecuencia su posterior ensenanza a los
alumnos. Esto es asi debido al periodo educativo en el que nos encontramos que
realiza un tratamiento mas intuitivo de los conceptos.

4.2 GUION DE ESTUDIO DE CADA LIBRO

Para el andlisis de cada libro de texto se usan los cuatro criterios que detallamos
a continuacion.

Criterio 19, ficha del libro. Recogemos el codigo del libro (identificador unico
asignado a cada libro), nombre del autor o autores, titulo del libro, editorial, afo,
ubicacion e informacion sobre el limite de sucesiones o funciones (capitulo, apar-
tado y pagina en los que se desarrollan las ideas al respecto).

Criterio 22, secuenciacion. Observamos como desarrolla el autor el limite finito
de una sucesion o el de una funcién en un punto. La observacion del libro se
hace teniendo en cuenta lo que denominamos unidades de informacion: frag-
mentos del libro donde el autor desarrolla un contenido matematico unico o que
resulta comodo de desglosar.

Criterio 39, recuento de fenémenos observados. En cada unidad de informa-
cion, hacemos un recuento de los fendmenos observados; para ello, determina-
mos, de manera razonada, si se observa, el codigo de fenémeno correspondiente.

Criterio 49, restimenes y comentarios. Para resumir toda la informacion extrai-
da usamos tablas de tres niveles l6gicos que dejan el espacio necesario para
todos los cédigos de fenomeno y, en cada celda, incluimos el cddigo asignado a
cada fragmento de una unidad de informacion en la que se reconocio el feno-
meno.

El estudio de cada libro termina con un breve comentario que describe lo que
hemos observado.

Para resumir la informacion extraida de cada libro, utilizamos dos tipos de
cuadros, que sintetizan el trabajo de analisis realizado, y un breve comentario. En
el primer tipo de cuadro, posicionamos el fenémeno en el marco del libro; en el
segundo tipo de cuadro, considerando las dieciséis posibilidades descritas en
la seccion anterior, recolocamos los fendmenos observados.
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Terminamos el andlisis de cada libro con un breve comentario sobre lo
observado.

La muestra completa de los libros analizados, con el andlisis detallado de
cada uno de ellos puede consultarse en Claros (2010) para el caso de las suce-
siones y Sanchez (2012) para el caso de las funciones.

4.3 CODIGOS DE UBICACION

Los cddigos de ubicacion se asignan a los fragmentos de cada unidad de infor-
macion concatenando varios codigos parciales.

4.3.1 Primer cédigo parcial: Codigo de libro

El codigo de libro identifica el libro de forma inequivoca dentro de la muestra.
Tiene en cuenta: el soporte; el contenido matematico; la década de publicacion; y
el numero de orden dentro de la muestra. El soporte no es variable en nuestra
investigacion, porque solamente hemos usado libros de papel (abreviados L); sin
embargo, con el avance, por ejemplo de los soportes electronicos, sera convenien-
te tenerlo en cuenta.

Del mismo modo anadimos el tépico, sucesion (S) o funcion (F), para especi-
ficar lo que queremos buscar en cada libro.

La década en la que se edita el libro se detalla a traves de tres numeros.

Por ultimo, hemos establecido un nimero de orden, dentro de cada década,
que consta de dos digitos.

Por ejemplo, el codigo LF97004 remite al libro (L) en el que hemos estudiado
el limite finito de una funcion en un punto (F); fue publicado en la década que
comenzo en los 70 (970) y ocupa cronolégicamente el cuarto (04) lugar, en la
muestra, de los publicados en esa década.

4.3.2 Segundo caddigo parcial: Cédigo de unidad de informacion.

Para identificar dentro de un libro una unidad de informacién concatenamos el
codigo de libro y el codigo de dos digitos correspondiente a esa unidad.
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Por ejemplo, el cddigo LF97006.02 remite a la seqgunda unidad de informacion
del libro.

En una unidad de informacion es posible observar varios fenémenos (as.i o
ivs); por ello, al codigo de la unidad de informacion hemos anadido, por la dere-
cha, el cddigo con el numero de orden del fenomeno hallado. Siguiendo con el
caso anterior, tiene sentido el siguiente cddigo de ubicacion de un fenémeno:
LF97006.02.03. Significa que nos referimos al tercer fenémeno hallado en la se-
gunda unidad de informacion del libro indicado.

Después de que se asigno la totalidad de codigos a los libros de la muestra,
observamos que, en ocasiones, a cada unidad de informacién seleccionada, le
correspondia Unicamente un fendémeno. Este hecho sucede con una frecuencia
suficiente como para justificar el siguiente criterio de simplificacion en la escritu-
ra de cddigos: cuando hallemos un solo fendmeno en una unidad de informa-
cion, omitiremos el codigo de posicion de éste. Segun el contexto, hablamos de la
unidad de informacion o del fenémeno Unico que hemos observado en ella.
Como es obvio, el criterio de simplificacién de codigos no se aplicara si en una
unidad de informacion detectamos mas de un fenémeno.

Por ejemplo, en uno de los libros estudiados observamos los siguientes codi-
gos de ubicacion de fenémenos: LF97005.04, LF97005.03.02 y LF97005.03.03; en
el primer codigo de ubicacion hemos aplicado el criterio de simplificacion, ya que
solamente hemos encontrado un fenémeno en la 49 unidad de informacién. Sin
embargo, en la 3¢ unidad de informacién, hemos hallado varios fenémenos y no
aplicamos el criterio de simplificacion de codigos.

5. ESTUDIO DE LOS LIBROS DE TEXTO

La muestra trabajada ha sido intencional ya que hemos analizado aquellos libros
a los que hemos tenido acceso en los diferentes institutos donde hemos ejercido
como docentes y la hemos completado con libros de la Biblioteca Nacional, de
manera que tuviéramos al menos tres ejemplares en cada periodo educativo.

Presentamos una descripcion de la informacion obtenida siguiendo el plan
descrito en la seccion anterior. Después de reconocer, libro a libro, los fenémenos
descritos anteriormente (as.i e iv.s y ADI e IVF) consideramos util agregar la infor-
macion obtenida y dar una idea de la evolucion en estos setenta anos.
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5.1 DESCRIPCION DE LA MUESTRA

De los 40 libros, 30 de ellos estudian sucesiones, 28 funciones y en 18 de ellos
se estudian ambos topicos. Una distribucion del nimero de libros, sus respectivas
editoriales y topicos en cada periodo considerado se presenta en la tabla 2.

Tabla 2
Recuento de libros Recuento de editoriales
Periodo Solo Solo Ambos Solo Solo Ambos
sucesiones funciones topicos sucesiones funciones topicos
1933-1939 2 1 2 2 1 2
1949-1966 0 1 3 0 0 3
1967-1974 1 1 2 1 1 2
1975-1994 4 2 9 0 0 9
1995-2005 5 5 2 5 3 2
Subtotal 12 10 18 8 5 18

Reparto de libros de la muestra, y sus respectivas editoriales, por periodos educativos y por topicos

5.2 RECUENTOS DE FENOMENOS Y COMPARACIONES

5.2.1 Sucesiones

Después de efectuar un analisis detallado de los libros de texto, teniendo en cuen-
ta los cuatro criterios senalados anteriormente, hicimos un primer recuento por
fenomeno observado (distinguiendo los 8 codigos de fenomeno que le correspon-
den) y un segundo recuento, mas detallado, de esa misma informacion por perio-
do educativo. Los resultados obtenidos se detallan en las siguientes tablas.

Tabla 3

Codigos de  asiv-e | asiv-d | asite | asitd | asig-e | asig-d | asise | asis-d
fenomeno

Frecuencias 26 7 12 0 36 0 0 0

Fendémeno as.i: recuento de codigos de fendmeno
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Tabla 4
Subtotal por
1933- 1940- 1967- 1975- 1995- codigo de
1939 1966 1974 1994 2005 fenomeno
asiv-e 0 0 1 16 9 26
as.iv-d 1 0 0 1 5 7
asite 0 0 0 1 11 12
asitd 0 0 0 0 0 0
asig-e 0 0 0 23 13 36
asigd 0 0 0 0 0 0
asis-e 0 0 0 0 0 0
asisd 0 0 0 0 0 0
Subtotal 1 0 1 41 38 81
por periodo

Fendémeno as.i: recuento por periodo de cddigos de fenémeno

Figura 1
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Fendmeno as.i: Evolucion por periodos de los codigos de fendmeno.
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La figura 1 resume la evolucion a lo largo de los diferentes periodos educati-
vos de los codigos de fendmeno as.i. Para hacer mas comoda la observacion de
esta figura hemos omitido las filas con todas sus entradas nulas en la tabla 4.

Respecto al fenémeno iv.s obtenemos los resultados que se muestran de
manera resumida en las tablas 5y 6 y en la figura 2.

Tabla 5
Cadigos de ivs ivs ivs ivs ivs ivs ivs ivs
fenomenos v-e v-d te td g-e g-d s-e s-d
Frecuencias 13 25 1 0 7 7 36 16

Fendmeno iv.s: Recuento de codigos de fendmeno

Tabla 6
Subtotal por

1933- 1940- 1967- 1975- 1995- codigo de
1939 1966 1974 1994 2005 fenomeno

Vs v-e 4 0 1 6 2 13

ivs v-d 3 1 3 14 4 25

ivs t-e 0 0 0 1 0 1

ivs t=d 0 0 0 0 0 0

Vs g-e 0 0 0 5 2 7

iv.s g-d 0 2 0 5 0 7

ivs s-e 0 3 2 29 2 36

ivs s-d 0 2 2 12 0 16

Subtotal por 7 8 8 72 10 105

periodos

Fendémeno iv.s: Recuento por periodo de codigos de fendmeno
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La figura 2 resume la evolucién a lo largo de los diferentes periodos educati-
vos de los codigos de fenomeno iv.s. Para hacer mas comoda la observacion de
esta figura hemos omitido la fila con todas sus entradas nulas en la tabla 13.

Figura 2
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1933-1938 1940-1966 1967-1974 1975-1994 1995-2005
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Fendémeno iv.s: Evolucion por periodos de los codigos de fendmeno.

Si comparamos los resultados de los fendmenos as.i e iv.s respecto a los di-
ferentes periodos educativos podemos establecer las siguientes conclusiones:

En los periodos 1933-1939, 1940-1966, 1967-1974 apenas se observa el feno-
meno as.i, mientras que el fendbmeno iv.s se presenta en bastantes mas ocasio-
nes, siendo las relaciones entre ambos: 1:7, 0:8 y 1:8, respectivamente.

En el periodo 1975-1994, el fenomeno iv.s supera en frecuencia al fendmeno
as.i siendo la relacién aproximada entre ellos 1:1,75.

En el periodo 1995-2005 se produce un cambio en el uso de los fenémenos
as.i e ivs en los libros de texto pasandose a un mayor uso de los primeros; se
invierte la relacion que teniamos en periodos anteriores, pasando ahora a 3,8:1.
Es decir: en los ultimos diez anos estudiados se usa casi cuatro veces mas el fe-
nomeno as.i en los libros de texto que el fendmeno iv.s.
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5.2.2 Funciones

Los resultados respecto al fendmeno ADI se recogen en las siguientes tablas y en
la grafica correspondiente, las cuales vienen a mostrar como el fenomeno ADI ha
evolucionado en los diferentes periodos educativos. Estos resultados senalan la
abundancia de los sistemas de representacion que van asociados a este fendéme-
no en los ultimos anos y que debido a su importancia en los libros de texto,
pensamos que es necesario considerarlos en el proceso de ensenanza-aprendi-
zaje del limite finito de una funcion en un punto.

Tabla 7

Codigos de ADI ADI ADI ADI ADI ADI ADI ADI
fenomenos v-e v-d t-e t-d g-e g-d s-e s-d

Frecuencias 31 18 22 0 14 2 0 1

Fenomeno ADI: Evolucién por periodos de los codigos de fenomeno

Tabla 8
Recuento
1930- 1940- 1967- 1975- 1995- por cédigo
1940 1967 1975 1995 2005 de fenémeno
ADI V-E 2 1 0 14 14 31
ADI V-D 1 1 1 8 7 18
ADI T-E 0 1 0 7 14 22
ADIT-D 0 0 0 0 0 0
ADI G-E 0 0 0 7 7 14
ADI G-D 0 0 0 0 2 2
ADI S-E 0 0 0 0 0 0
ADI S-D 0 0 0 0 1 1
Recuento por periodo 3 3 1 36 45 88

Fendémeno AD.l: Recuento por periodo de codigos de fendmeno
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La figura 3 resume la evolucion a lo largo de los diferentes periodos educati-
vos de los codigos de fendmeno ADI. Para hacer mas comoda la observacion de
esta figura hemos omitido las filas con todas sus entradas nulas en la tabla 8.

Figura 3
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1930-1939 1940-1966 1967-1974 1975-1994 1995-2005
Periodos

Fendémeno ADI: Evolucion por periodos de los codigos de fenomeno

Los resultados relativos al fendomeno IVF se detallan a continuacion
Ver tablas 9y 10 y figura 4.

Tabla 9
Cadigos de IVF IVF IVF IVF IVF IVF IVF IVF
fenémenos v-e v-d te td g-e g-d s-e s-d
Frecuencias 31 18 22 0 14 2 0 1

Fenémeno IVF: Evolucién por periodos de los cédigos de fenémeno

La figura 4 resume la evolucion a lo largo de los diferentes periodos educati-
vos de los cddigos de fendmeno IVF. Para hacer mas comoda la observacion de
esta figura hemos omitido las filas con todas sus entradas nulas en la tabla 10.
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Tabla 10
Recuento por
1930- 1940- 1967- 1975- 1995- codigo de
1940 1967 1975 1995 2005 fenomeno
IVF V-E 1 3 1 6 1 12
IVF V-D 3 3 3 9 3 21
IVF T-E 0 0 0 0 0 0
IVFT-D 0 0 0 0 0 0
IVF G-E 0 1 0 6 1 8
IVF g-d 0 3 3 5 1 12
IVF S-E 0 3 0 11 1 15
IVF S-D 0 3 1 11 2 17
Recuento por periodo 4 16 8 48 9 85
Fendémeno IVF: Recuento por periodo de codigos de fenomeno.
Figura 4
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Fendémeno IVF: Evolucién por periodos de los cddigos de fenomeno.
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Si comparamos los resultados correspondientes al fendmeno ADly al fendme-
no IVF podemos obtener las siguientes conclusiones:

* En los periodos 1933-1939, 1940-1966 y 1967-1974 apenas se da el feno-
meno ADI, mientras que el fenémeno IVF se presenta en bastantes mas
ocasiones, siendo las relaciones entre ambos: 3:4, 3:16 y 1:8, respectivamente.

* En el periodo 1975-1994, el fenémeno IVF supera en frecuencia al fendme-
no ADI siendo la relacion aproximada entre ellos 3:4.

* En el periodo 1995-2005 se produce un cambio en el uso de los fendmenos
ADI e IVF en los libros de texto pasandose a un mayor uso del primero; se
invierte la relacion que teniamos en el periodo anterior, pasando ahora a
ser de 5:1. Es decir se usa cinco veces mas el fenémeno ADI en los libros
de texto que el fenomeno IVF. Esto viene a mostrar el caracter mas intuitivo
que se le esta dando al limite finito de una funcién en un punto en detri-
mento del desarrollo de los aspectos mas formales del mismo. Esto es debi-
do al periodo educativo en el que nos encontramos, el cual impulsa un
desarrollo mas intuitivo y menos formal de los conceptos. Por lo tanto cual-
quier profesor que se ocupe de la ensefianza del limite debe tener en
cuenta que ademas de las dificultades propias del concepto matematico, se
encontrara con el hecho de que los alumnos no estan acostumbrados al
desarrollo formal de conceptos.

5.3 COMPARACION DE LOS TOPICOS “LIMITE DE UNA SUCESION”
Y “LIMITE DE UNA FUNCION EN UN PUNTO”

En este apartado realizamos una comparacion entre el estudio del limite finito de
una sucesion y el limite finito de una funcién en un punto, en los libros de texto,
atendiendo a dos caracteristicas principales: periodos educativos y fenémenos

5.3.1 Periodos educativos
Con la excepcion del fendmeno as.i en el periodo 1940-1966, todos los fenéme-
nos se observan en los periodos educativos considerados.

Durante los tres primeros periodos educativos el fenémeno a.s.i aparece con
muy poca frecuencia mientras que el fenémeno ADI tiene una frecuencia
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bastante mayor que el fendmeno as.i; sus respectivas frecuencias agregadas
son 2y 7, respectivamente. En valores relativos, este hecho no es tan marcado
en el caso de la comparacion en estos tres primeros periodos entre el fendme-
no ivsy el fenomeno IVF siendo la frecuencia agregada del primero 23 y la del
segundo 28.

Si se considera solamente la evolucion del uso de los fendmenos, es posible
reducir el numero de periodos educativos, modificando su rango. De esta manera
distinguimos tres periodos educativos.

El primer periodo abarca desde 1933 hasta los anos 70, y se caracteriza por
la preponderancia en el uso del enfoque formal sobre el intuitivo. Las razones
respectivas de uso son, para las sucesiones, de 12 a 1 (ivs : asi <-> 12 : 1),
aproximadamente vy, para las funciones, de 4 a 1 (IVF : ADI <--> 4 : 1). Posiblemen-
te, la preponderancia de los enfoques formales que los autores de libros de texto
dan a la nocién de limite, se derive de requerimientos legislativos.

El segundo periodo abarca desde los anos 70 hasta principios de los 90. En
el caso de las sucesiones, observamos un mayor uso del fenémeno iv.s respecto
del fenémeno as.i (relacion 1,75:1 aproximadamente), pero la relacion de uso
esta mas préxima a 1 que en el periodo anterior, lo que corresponde a una dis-
minucion relativa en el uso del fenémeno iv.s y un aumento relativo en el uso
del fenomeno as.i. En el caso de las funciones, a pesar de que hay una prepon-
derancia del fenomeno IVF respecto al fenémeno ADI (relacion 1:0,75 aprox.) el
fenomeno ADI ha aumentado notablemente su frecuencia respecto al periodo
anterior, pasando de 7 a 36 ocurrencias. Caracterizamos este periodo por la neu-
tralidad o equilibrio que los autores de libros de texto asignan al uso de los dife-
rentes fenomenos. El enfoque intuitivo y el enfoque formal, en cierto modo, estan
‘compitiendo” en los disefnos de libros de texto de secundaria. Esta competicion
se resuelve en el periodo siguiente

El tercer periodo abarca desde principios de los noventa hasta 2005 y en él
constatamos el cambio de tendencia “anunciado” en el periodo anterior. El perio-
do se caracteriza por la preponderancia en el uso del enfoque intuitivo sobre el
formal. En el caso de las sucesiones podemos destacar un aumento en el uso del
fenomeno as.i respecto al fenomeno ivs (la relacion entre ivss y asi es de 3,8:1
aprox) y en el caso de las funciones un aumento del fenémeno ADI respecto al
fenomeno IVF (la relacion entre IVF y ADI es de 5:1 aprox). En ambos topicos
(sucesiones y funciones) observamos una reduccion drastica en el uso de los
sistemas de representacion, que se limitan practicamente al sistema de repre-
sentacién verbal. El cambio de tendencia creemos que deriva también de
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requerimientos legislativos; la ley educativa LOGSE recomienda un tratamiento
intuitivo del limite de sucesiones y de funciones para, posiblemente, resolver difi-
cultades que habia presentado la ensenanza y aprendizaje de la Definicion 18,
la Definicion 1F o equivalentes.

5.3.2 Fenémenos

En este apartado se presentan caracteristicas generales del estudio de libros de
texto. Sin distinguir periodos educativos, se analiza el uso de los fendmenos en
los sistemas de representacion (verbal, grafico, simbdlico y tabular) y en los for-
matos (ejemplo y definicion).

En los libros de texto de la muestra se usa, preferentemente, el sistema de
representacion verbal para el fenomeno ADI y el grafico para el fendmeno as.i.
Por lo que respecta a los formatos la razon del nimero de ocurrencias entre el
formato ejemplo y el formato definicion es alta en ambos casos: de 6:2, para
el fenémeno ADI y de 10:1, para el fenomeno as.. Esto indica que los autores
invierten mucho mas esfuerzo en dar ejemplos que susciten la intuicion del limi-
te de sucesiones que el limite de funciones; interpretamos este resultado aceptan-
do que son arrastrados por la “discretizacion” arriba mencionada (véase Sanchez,
2012), lo que lleva a suponer, con ingenuidad, que los ejemplos de sucesiones
‘valen también” para las funciones cuando, como hemos visto, solamente valen
para un modo de acercamiento que, precisamente, se aleja de la intuicion de la
continuidad de la recta.

En lo relativo a los fendomenos IVF e iv.s observamos que se utilizan preferen-
temente los sistemas de representacion verbal y simbolico. Por lo que respecta a
los formatos, la razon del numero de ocurrencias entre el formato ejemplo y el
formato definicién es del orden de la unidad: de 3:2, para el fenémeno IVF y de
1:1, para el fendmeno ivs. Interpretamos que hay una confianza plena en la
definicion usada y en su redaccion.

De los ocho casos posibles que podemos formar considerando el fenémeno
ADI, los sistemas de representacion (verbal, grafico, simbolico y tabular) y los for-
matos (ejemplos y definicion), aparecen seis casos en los libros de textos.

Los codigos de fendbmenos que no aparecen se muestran con una ‘X" en las
tablas siguientes:
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Tabla 11
Fenémenos Verbal TABULAR GRAFICO SIMBOLICO
as.i X X X X
ADI X X

E D E D E D E D

Fenomenos de aproximacién intuitiva no encontrados

Tabla 12
Fenémenos Verbal TABULAR GRAFICO SIMBOLICO
iv.s X
IVF X X

E D E D E D E D

Fenomenos de retroalimentacién no encontrados

Notamos en la tabla anterior la escasa trascendencia que tiene el sistema de
representacion tabular en los fendmenos de retroalimentacion.
Al reunir informacion, de sucesiones y funciones observamos:

Tabla 13
Limite finito de una Limite finito de una
funcion en un punto sucesion
Fenémenos ADI IVF as.i iv.s
Frecuencias 88 85 81 107

Frecuencias totales de los fenémenos
Si observamos esta tabla, concluimos que el limite finito de una sucesion

tiene un caracter mas formal que viene determinado por el mayor uso del feno-
meno iv.s en detrimento del fenomeno as.i. Sin embargo en el caso del limite
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finito de una funcién en un punto el peso asociado a cada fendmeno intuitivo
(ADI) y formal (IVF) es practicamente el mismo.

6. CONCLUSIONES

Hemos encontrado evidencias de los fenémenos de aproximacion intuitiva (a.s.i y
ADI) y de retroalimentacién (iv.s e IVF) en libros de texto de secundaria en di-
ferentes sistemas de representacion (verbal, grafico, simbolico y tabular) y en
diferentes formatos (ejemplo o definicion).

El fendmeno as.i aparece en los sistemas de representacion verbal, grafico,
tabular pero no en el simbdlico. Observamos dicho fenémeno tanto en ejemplos
como en definicion pero en mayor medida en el formato ejemplo.

El fendmeno iv.s aparece en todos los sistemas de representacion y se obser-
va asociado a los formatos ejemplo y definicion. En ambos casos (ejemplos y
definiciones) la frecuencia es muy similar.

El fendmeno ADI aparece en todos los sistemas de representacion aunque la
frecuencia es menor en el sistema de representacion simbdlico. Observamos di-
cho fenomeno en los formatos ejemplo y definicion pero, al igual que sucede con
el fendmeno asi, su frecuencia es mayor en el formato ejemplo.

El fenémeno IVF aparece en los sistemas de representacion verbal, grafico y
simbalico, pero no en el tabular. Observamos dicho fenomeno tanto en el forma-
to ejemplo como en el definicién, pero su frecuencia es mayor en el caso del
formato definicion.

Hemos establecido que basta considerar tres periodos temporales para des-
cribir la evolucion de uso de fendmenos intuitivos y de retroalimentacion en li-
bros de texto espanoles de secundaria, tanto en el limite finito de una sucesién
como en el limite finito de una funcién en un punto: en el primer periodo,
que comprende desde 1933 hasta 1974, hay una preponderancia de fenémenos
de retroalimentacion; en el sequndo periodo, que abarca desde 1975 hasta 1994,
observamos un mayor uso de ambos fendmenos tanto de retroalimentacion
como de aproximacion intuitiva, aunque siguen prevaleciendo en frecuencia, los
primeros; el tercer periodo corresponde al intervalo 1995-2005 y en ¢él prevalecen
los fendmenos de aproximacion intuitiva debido principalmente a un periodo en
el que el limite es introducido en el curriculo de manera mas intuitiva.

Respecto a sucesiones y funciones sefialamos que el fenémeno de retroali-
mentacion se usa con mas frecuencia que el fenémeno intuitivo; en cambio, en
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el caso de las funciones la frecuencia del fendmeno intuitivo supera a la del fe-
nomeno de retroalimentacion.
Para concluir, anotamos tres reflexiones finales:

1. Nos encontramos actualmente en un periodo en el que prevalece la intro-
duccion intuitiva del concepto de limite en detrimento de su desarrollo
formal. Este hecho puede hacer que los alumnos no lleguen a tener una
comprension completa del concepto de limite.

2. El desarrollo intuitivo del concepto de limite, unido al uso amplio de dife-
rentes sistemas de representacion, hace que el alumno pueda tener una
fenomenologia mas amplia de dicho concepto.

3. Los fenémenos de aproximacion intuitiva deben preceder a los fendome-
nos de retroalimentacion y formalizacion en el desarrollo de una secuen-
cia didactica sobre la ensenanza del limite y deben ser tenidos en cuenta
tanto unos como otros para llegar a tener un aprendizaje significativo
sobre dicho concepto.
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