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Resumen: Siguiendo a Duval (1999, 2006), consideramos que la aprehensién
de un concepto pasa por el uso comprensivo y espontaneo de sus represen-
taciones, y que la habilidad para realizar conversiones entre registros es fun-
damental para ello. Esto es especialmente importante en objetos matematicos
de dificil conceptualizacién, como son los intervalos de la recta real en ense-
Aanza secundaria. Este articulo presenta una metodologia teorica para analizar
el grado de congruencia entre distintas representaciones de un objeto mate-
matico, adaptando y ampliando los tres criterios dados por Duval (1999), y
creando un indice de congruencia para una conversion entre representaciones
de un objeto matematico. La aplicacion de la metodologia de analisis se ilustra
para el caso concreto de los intervalos no acotados de la recta real. Asumiendo
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que la menor congruencia genera dificultades de aprendizaje inherentes al
objeto, utilizamos los resultados obtenidos para proporcionar una serie de
reflexiones y recomendaciones ligadas al aprendizaje de los intervalos no
acotados de la recta real.

Palabras clave: intervalo; recta real; representaciones; congruencia; dificultad
de una conversion.

Abstract: According to Duval (1999, 2006), it is considered that the apprehension
of a concept involves the comprehensive and natural use of its representations,
and that the ability to make conversions between representations is critical for
it This issue is particularly important in mathematical objects with a complex
conceptualization, such as the intervals of the real line in secondary education.
This article presents a theoretical methodology to analyze the degree of con-
gruence between several representations of a mathematical object. In this
methodology, we adapt and expand the three criteria given by Duval (1999),
creating a congruence rate of a conversion between representations of a math-
ematical object The application of the methodology of analysis is illustrated
through the case of the unbounded intervals of the real line. Assuming that
less congruence between representations produces learning difficulties inherent
in the object, we use the results obtained to propose some reflections and
recommendations on the learning of unbounded intervals of the real line.

Keywords: interval; real line; representations; congruence, difficully of a
conversion.

1. INTRODUCCION Y OBIETIVOS

Las matematicas son una asignatura fundamental en la ensefanza secundaria
pero, también, una de las consideradas mas dificiles. A diferencia de otras dis-
ciplinas, se trabaja con objetos propios de un dominio conceptual (Rico, 2009).
Asi, es fundamental conocer los signos (representaciones) que nos permiten
hacer presentes los objetos y poder razonar sobre ellos. La representacion de
objetos es un proceso matematico fundamental destacado por multiples autores
(Berciano, Ortega y Puerta, 2015; Castro y Castro, 1997; Janvier, 1987; Kaput,
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1991), asi como por el National Council of Teachers of Mathematics estadouni-
dense (NCTM, 2000), que lo considera uno de los cinco procesos matematicos
clave (junto con la comunicacion, el razonamiento y prueba, la resolucion de
problemas y las conexiones entre conceptos), o por el marco tedrico de PISA de
resolucién de problemas en matematicas de la Organizacion para la Coopera-
cion y el Desarrollo Econémico (OECD, 2012).

Esta necesidad e importancia nos remite a las ideas de Duval (1999, 2006),
que postula una teoria sobre el aprendizaje de los conceptos matematicos a
través de sus representaciones y la coordinacion entre ellas. Este autor senala
la no-congruencia entre las representaciones de un concepto como una dificul-
tad innata del propio concepto al llevar a cabo estas coordinaciones. Por tanto,
el estudio de la congruencia entre representaciones puede ayudar a entender
mejor el aprendizaje de conceptos matematicos, especialmente cuando su con-
ceptualizacion es compleja, y aumenta la necesidad de aproximarse al concepto
a través de sus diferentes representaciones.

Un ejemplo de concepto matematico de dificil conceptualizacién en ense-
nanza secundaria, por el caracter topolégico de su definicion, es el de intervalo
de la recta real. En Espana, el curriculo de las ultimas leyes educativas en los
grados 10 y 11 (Ministerio de Educacién y Cultura, 2007a, 2007b; Ministerio de
Educacion, Cultura y Deporte, 2015) indica la necesidad de conocer el significado
del concepto de intervalo, conocer y reconocer (identificar y discriminar) diferen-
tes tipos de intervalos, asi como diferentes formas de expresarlos o representarlos.
Su importancia radica en que facilitan la comprension y el uso de la recta real,
y en que son necesarios para desarrollar conceptos y procedimientos propios
del algebra y del analisis matematico, como pueden ser la resolucién de inecua-
ciones, el estudio y expresion de propiedades en funciones reales de variable
real o la interpretacion de teoremas matematicos.

Sin embargo, no hemos encontrado investigaciones sobre los procesos de
ensenanza-aprendizaje de intervalos de la recta real. Si hay investigaciones
que han tratado la representacion de los numeros reales en la recta real,
estudiando las diferentes concepciones de la misma que pueden tener los
estudiantes (Montoro, Cifuentes, Salva y Bianchi, 2017), asi como los conflictos
que pueden surgir en la representacion de dichos nimeros (Scaglia y Coriat,
2003). Los intervalos de la recta real son conjuntos infinitos, siendo la nocion
de infinito algo esencial para comprender muchos conceptos matematicos,
pero en el aprendizaje del infinito aparecen varios modelos intuitivos y meta-
foras linglisticas que pueden complicarlo (Belmonte y Sierra, 2011). En el caso
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particular de los intervalos no acotados, ademas, aparece un proceso infinito
ligado a la no acotacion.

En nuestra experiencia como docentes hemos observado la existencia de
bastantes dificultades en los estudiantes al trabajar con los intervalos de la
recta real y, en particular, con sus representaciones y con las conversiones de
unas representaciones a otras. En educacion matematica si que existen inves-
tigaciones que versan sobre realizacion de conversiones entre representacio-
nes por parte de los alumnos (por ejemplo, Adu-Gyamfi y Bossé, 2014; Elia,
Panaoura, Eracleous y Gagatsis, 2007). Un caso particularmente tratado ha
sido la conversion de expresiones verbales a ecuaciones, donde aparece el
llamado “error de inversion” (Clement, 1982). Alumnos que escriben algebrai-
camente “hay seis veces mas estudiantes (E) que profesores (P)’ en la forma
6E=P cometen un error de inversion. Este ha tenido diferentes explicaciones e
interpretaciones, pero algunas investigaciones recientes (Gonzalez-Calero,
Arnau y Laserna-Belenguer, 2015; Laserna-Belenguer, Arnau y Gonzalez-Ca-
lero, 2014) refuerzan la explicacion del error provocado por la coincidencia en
el orden de las palabras (traduccién sintactica palabra por palabra), derivado
de una falta de congruencia en la conversion.

El estudio del grado de congruencia entre las representaciones de un con-
cepto puede servir de apoyo para aportar informacion Gtil que informe sobre su
proceso de aprendizaje y la deteccion de posibles dificultades ligadas a las
conversiones entre representaciones. Asi, este trabajo consta de tres objetivos
principales:

* Establecer una metodologia teoérica para analizar la congruencia de las
representaciones de los objetos matematicos.

* |lustrar la aplicacion de la metodologia para analizar la congruencia de
las representaciones de los intervalos no acotados de la recta real, y com-
parar las conversiones entre dichas representaciones segun su nivel de
congruencia.

* Formular una serie de reflexiones y recomendaciones didacticas basadas
en el estudio de la congruencia, para favorecer el aprendizaje de este
concepto en las aulas de ensenanza secundaria.

En el siguiente apartado explicamos el marco teorico de referencia del estu-

dio. En el tercer apartado detallamos la metodologia tedrica de analisis de la
congruencia, concretando su aplicacion para el concepto de intervalo no acotado

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 30, NUM. 3, DICIEMBRE DE 2018 187



Cristina Pecharroman, Matias Arce, Laura Conejo y Tomas Ortega

de la recta real. Los resultados son utilizados en el ultimo apartado para proponer
varias recomendaciones didacticas y aspectos a tener presentes en el aprendi-
zaje del concepto de intervalo no acotado de la recta real.

2. MARCO TEORICO

Partimos de la asuncion de que los objetos matematicos, al ser objetos propios
de un dominio conceptual, no tienen existencia material (Duval, 1999, 2006; Rico,
2009). Estos objetos, sin embargo, si que atesoran una existencia real, al ser
producidos y percibidos a través de la razon (Pecharroméan, 2013). Por no ser
objetos fisicamente accesibles, es necesario usar signos que permitan hacerlos
presentes y poder comunicar ideas sobre ellos. Esos signos son denominados
generalmente como representaciones, que se dotan de sentido dentro de un
sistema de significados y relaciones (Rico, 2009).

Asi, desde esta vision, el aprendizaje de un concepto matematico esta muy
ligado al dominio de sus representaciones. Segun Duval (1999: 30), un estudio
sobre el aprendizaje de un concepto debe tener en cuenta la diversidad de
registros de representacion, su coordinacion y la diferenciacion entre represen-
tante y representado como fundamento de la comprension. Autores como Duval
(1999, 2006) o Socas (2007) plantean el acceso a los conceptos matematicos a
través de determinadas acciones sobre sus representaciones: reconocimiento de
elementos de un sistema de representacion, transformaciones dentro del mismo,
conversiones de un sistema de representacion a otro y coordinaciones entre
representaciones en diferentes sistemas. En todo caso, se sitta el umbral del
aprendizaje de un concepto en la coordinacion espontanea de al menos dos
representaciones del mismo.

Sin embargo, Duval (1999) observa que existen dificultades para la coordi-
nacion entre representaciones y, también, encapsulamientos en algunas de ellas.
Este autor define la congruencia entre dos representaciones como el grado de
correspondencia existente entre una y otra. La falta de congruencia entre los
registros de representacion y la sintaxis representacional propia de cada registro
hace que esta correspondencia no siempre pueda manifestarse o sea evidente.
En ese sentido, Duval (1999) indica que la dificultad de conversion de una
representacion depende del grado de no-congruencia entre la representacion
de salida y la representacion de llegada, siendo mayor cuanto menor sea la
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congruencia existente. Este autor considera tres criterios para analizar la con-
gruencia (pp. 50-51), que denotaremos como CR1, CR2 y CR3:

* CR1: Correspondencia ‘semdntica” entre las unidades significantes (de
ahora en adelante, US) que constituyen las representaciones, entendiendo
por US todas aquellas unidades dependientes del “léxico” de un registro
de representacion que no admiten descomposicion en otras mas simples.
En el siguiente ejemplo existe correspondencia semantica entre US: “el
conjunto de puntos cuya ordenada es superior a la abscisa” e ‘y>x". O
siendo mas precisos, [(xy)l y>x].

* CR2: Univocidad “semdntica” terminal- a cada US de la representacion de
salida le corresponde una unica US en el registro de llegada. Un ejemplo
en el que no se cumple este criterio serfa la US “positivo” en el registro
verbal, al que le corresponden dos US en el registro algebraico *>"y “0".

» CR3: Mismo orden de aprehension de las US en correspondencia “semdnti-
ca’. Se analiza si en representaciones en las que existe un mismo numero
de US, y en correspondencia semantica, estas US son aprehendidas (presen-
tadas) en un mismo orden. En el caso de los intervalos, el orden de apre-
hension se identifica desde el orden de lectura, de izquierda a derecha.

Hay distintos grados de congruencia, segun se cumplan o no los criterios enun-
ciados. La falta de congruencia y la consecuente dificultad de conversion son
mayores en el siguiente ejemplo: ‘el conjunto de puntos cuya abscisa y ordenada
tengan el mismo signo” y xy>0, (Duval, 2006: 113). No hay correspondencia entre
las US, no hay univocidad semantica terminal (puesto que a la expresion ‘tengan
el mismo signo” o “positivo” le corresponde “>0") y las US de las representaciones
no se manifiestan en el mismo orden en cada registro, ya que la conversion
inversa se podria realizar: “la abscisa por la ordenada es mayor que cero”.

Estos tres criterios seran la base de la metodologia tedrica para analizar la
congruencia entre representaciones que presentamos en el siguiente apartado.
Los resultados de su aplicacion nos aportaran informacion sobre la dificultad
de conversion, lo cual puede traducirse en la existencia de un mayor nimero de
errores durante el desarrollo del aprendizaje por parte de los alumnos (Rico,
1998). Esta hipdtesis que relaciona la falta de congruencia con una mayor difi-
cultad nos sirve de apoyo para proponer una serie de consideraciones didacticas
orientadas hacia el diseno de secuencias de ensenanza mas adecuadas, en este
caso, para el aprendizaje de los intervalos no acotados de R
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3. METODOLOGIA TEORICA DE ANALISIS PARA ESTUDIAR
LA CONGRUENCIA ENTRE LAS REPRESENTACIONES: EL CASO CONCRETO
DE LOS INTERVALOS NO ACOTADOS

Partiendo de una serie de consideraciones previas ligadas al analisis, sigue una
propuesta metodologica para analizar de forma tedrica la congruencia entre
sistemas de representacion de un objeto matematico, y obtener un indice de
congruencia entre representaciones en los diferentes sistemas semidticos. La
metodologia se ilustra a través del desarrollo de la misma en el caso de los
intervalos no acotados de la recta real, y considerando cuatro representaciones
de los mismos: verbal, grafica, numérica y algebraica.

3.1. CONSIDERACIONES PREVIAS LIGADAS AL ANALISIS DE LA CONGRUENCIA

Presentamos varias consideraciones previas, necesarias para aplicar la metodo-
logia de analisis de la congruencia.

Los alumnos deben tener una serie de conocimientos previos para poder
llevar a cabo el aprendizaje. La ausencia o el desarrollo parcial de estos cono-
cimientos previos puede ser una fuente importante de dificultades para el propio
proceso de representacion, al ser un prerrequisito para ello. No obstante, al
tratarse de un estudio tedrico de analisis de la congruencia, asumimos un hipo-
tético dominio de estos conocimientos previos. En el ejemplo de los intervalos
de la recta real, los conocimientos previos necesarios son: saber representar
numeros reales en dicha recta real, saber posicionar el e (+oo y -o0), conocer
los simbolos de desigualdad y la relacion de orden que implica, conocer de forma
intuitiva o experimental la propiedad de densidad de la recta real y tener cono-
cimientos minimos sobre los registros semidticos en los que va a ser represen-
tado el concepto.

Deben analizarse los signos matematicos que configuran las representacio-
nes del objeto matematico, y su significado. La Tabla 1 presenta los asociados
al concepto de intervalo de la recta real.

> No haremos distincion entre oo y +eo ni entre infinito y mas infinito. Solo se escribiran +eo y mas
infinito. Asimismo, se considera que +eo y -00 son sendas unidades de significado, lo mismo que, por ejemplo,
+3y-3.
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Tabla 1. Correspondencia de signos con el mismo significado en los diferentes registros.

Significado Verbal Grafico Numérico Algebraico

El nimero (extremo del O () D < y|d>d _
intervalo) no forma Abierto Se lee: punto Se lee: . eslguaidades:

) : o menor que” y ‘mayor
parte del mismo vacio. parentesis. que’
El nimero (extremo del o [1 D = yIdZd _
intervalo) forma parte Cerrado Se lee: punto Se lee: "meszlgg?guaaleciﬁe"
del mismo relleno. corchete. y “mayor o igual que’
Numeros en el intervalo NUMeros Segmento 0 (No hay) «
(acotado 0 no) semirrecta
Infinitud de la recta real Infinito y Flecha +ooy —c0 (No hay)

menos infinito

La lectura usual de las representaciones y de los signos que las configuran se
realiza de izquierda a derecha, segun el flujo de lectura. En los intervalos, se
corresponde con la relacion de orden usual de la recta real. No obstante, tanto
el registro verbal como el algebraico admiten distintas representaciones. Esta
posibilidad ha generado la necesidad de anadir un criterio de congruencia previo
a los tres ya establecidos por Duval. Este criterio, que denotamos por CR0, hace
mencion a la representacion global, y es el siguiente:

* CRO: Univocidad representacional- A 1a representacion en el registro de
partida le corresponde una unica representacion en el registro de llegada.
No existiria univocidad si una representacion de partida tuviera asociadas
dos 0 mas representaciones posibles en el registro de llegada.

En el caso de los intervalos, los simbolos de desigualdad que configuran la
representacion algebraica tienen doble funcion-uso y permiten doble lectura.

* La doble funcion del simbolo de desigualdad (representar a la vez lo que es
menor y lo que es mayor) hace que puedan utilizarse dos representaciones
algebraicas para un mismo intervalo, que difieren en el orden de colocacion
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de los elementos constituyentes. Por ejemplo, puede escribirse® tanto x>a como
a<x para representar un intervalo no acotado. Lo mismo con x=a y asx.

* La posibilidad de doble lectura del simbolo de desigualdad motiva que haya
al menos dos representaciones verbales para cada representacion algebraica,
teniendo como referencia el simbolo de desigualdad. El simbolo ‘<" se lee
‘menor” si se interpreta desde la izquierda, es decir, siguiendo el flujo de
lectura o el orden usual de la recta real; y se lee “mayor” si es interpretado
desde la derecha. Andlogamente sucede con “>". Ademas, la representacion
verbal admite diferentes representaciones, en funcién de los elementos lin-
guisticos elegidos para su configuracion o del orden en que sean configu-
rados. Por ejemplo, puede comenzarse haciendo referencia al elemento
genérico (‘numeros”) o ser meramente descriptiva, limitandose a nombrar
los signos que aparecen en la representacion.

En este sentido, hipotetizamos sobre |a existencia de dos criterios diferentes que
pueden utilizarse para obtener la representacion de un intervalo en algunos
sistemas de representacion:

* Orden real (de ahora en adelante, OR): Se presentan los simbolos coinci-
diendo con el orden de recorrido de la recta real (asociado algebraicamente
al uso del simbolo <), que también coincide con el flujo de lectura. Este
criterio es el que mejor se corresponde con la busqueda de la congruencia
de la conversion y con la accion descriptiva de la representacion. En caso
contrario, escribiremos “NoOR".

* Orden lingliistico (de ahora en adelante, OL): La expresién utilizada prioriza
el significado del concepto frente a la disposicion de los elementos que
configuran la representacion. Se presenta en primer lugar el elemento
geneérico del intervalo correspondiente: ‘los nimeros, X" que lo constituyen.
Un ejemplo en el registro verbal: “NUimeros mayores que a", frente a la que
sequiria el OR y seria meramente descriptiva: “a menor que los numeros
del intervalo”. Un ejemplo en el registro algebraico: “x>a’, frente al OR “a<x.

b Por simplicidad, consideraremos en la representacion algebraica la escritura de la condicion que
cumplen los puntos del intervalo (en este caso, x<a), en lugar de la escritura conjuntista completa ([xeR|x<al),
dado que la escritura de la condicion es la parte variable en la representacion de diferentes intervalos.
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Para aplicar la metodologia es necesario disponer de representaciones en varios
registros de un mismo objeto matematico. En la Tabla 2 presentamos los casos
de intervalos abiertos en la recta real, tanto acotados como no acotados, y algu-
nas posibilidades de expresion en los registros grafico, numérico, verbal y alge-
braico. En el caso del registro verbal hemos considerado dos alternativas, en
funcion de si se indica antes el extremo del intervalo o los nimeros que lo
conforman, pero utilizando dos representantes que sintetizan la mayoria de
expresiones que pueden utilizarse en las aulas. Por ejemplo, utilizamos por
simplicidad “a menor que numeros" como expresion verbal equivalente a otras
como “a es menor que todos los numeros del intervalo’, que pueden ser mas
habituales en el lenguaje pero que no aumentan el numero de unidades signi-
ficantes con respecto a la expresion seleccionada.
Las representaciones serian analogas en intervalos cerrados.

Tabla 2. Algunas posibilidades de expresién de un intervalo en los distintos registros.

. Intervalo no acotado Intervalo no acotado
Registro Intervalo acotado .
por la derecha por la izquierda
Gréfico —a b o &2
Numérico (ab) (a+o0) (-e0)
Numeros comprendidos entre
ay b (OL NoOR)
Numeros mayores que ay | Numeros mayores que | Numeros menores que
menores que b (OL, NoOR) a (OL, NoOR) a (0L OR)
NUmeros menores que by
Verbal mayores que a (OL, NoOR)
a menor que ndmeros
menores que b (NoOL, OR) | a menor que nimeros | @ mayor que numeros
b mayor que nuimeros (NoOL, OR) (NoOL, NoOR)
mayores que a (NoOL, NoOR)
a<x<b (NoOL, OR) x>a (OL, NoOR) x<a (OL, OR)
Algebraico
b>x>a (NoOL, NoOR) a<x (NoOL, OR) a>x (NoOL, NoOR)

El ultimo paso previo necesario es la eleccion de las unidades significantes que
componen las representaciones del objeto matematico, a partir de las cuales
poder estudiar la congruencia. En el ejemplo de intervalos se han considerado
cinco US:
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um

» USI: Los nimeros genéricos que configuran el intervalo (por ejemplo: X',
intervalo no acotado que se marca, “nimeros’).

e US2: Los numeros que limitan el intervalo (extremos).

» US3: El mas infinito o el menos infinito (para el caso de los intervalos no
acotados).

e US4: Los elementos que indican la inclusion o no de los numeros que
limitan el intervalo (extremos).

e US5: Indicadores de la posicion de unos elementos respecto a otros, dada
por la posicion de los objetos en |a representacion en los registros grafico
y numerico, por los simbolos de desigualdad en el algebraico y las expre-
siones verbales que los ubican en el verbal.

Para el criterio CR1 (correspondencia semantica entre las unidades significantes),
tomaremos como referencia el porcentaje de las US en las cuales existe corres-
pondencia con respecto al total. Asimismo, para CR2 consideramos que cuando
a una US de la representacion de partida no le corresponda ninguna US de la
de llegada, no hay univocidad semantica terminal.

3.2. DESARROLLO DE LA METODOLOGIA: ANALISIS TEORICO DE LA CONGRUENCIA
PARA CADA CONVERSION

Se ilustra el desarrollo de la metodologia teorica para el ejemplo de los intervalos
de la recta real, pero el desarrollo es aplicable a otros objetos matematicos. Los
cuatro registros de representacion aqui considerados (grafico, numérico, alge-
braico y verbal) dan lugar a seis conversiones. Mostramos el analisis de cada
una, utilizando la siguiente estructura de presentacion: se recogen en una tabla
las representaciones en cada registro, considerando intervalos no acotados, tanto
por la derecha como por la izquierda. Le sigue el estudio de la congruencia entre
las representaciones situadas en una misma fila de la tabla, de acuerdo con los
criterios de congruencia fijados. El andlisis realizado se circunscribe a intervalos
no acotados, en los que ademds de ser subconjuntos infinitos de la recta real,
existen procesos infinitos ligados a esa falta de acotacién (bien por la izquierda
o por la derecha) y la simbologia propia del infinito, que pueden suponer una
complicacion anadida con respecto a los intervalos acotados.
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Conversion 1: Grafico-Numérica (CG-N)

Tabla 3. Representaciones de intervalos no acotados en los registros grafico y numeérico.

Registro grafico Registro numérico
:a (a,+°°)
4—03— (—oo,a)

Analisis de la congruencia entre los registros grafico y numérico, cuyas repre-
sentaciones estan en la Tabla 3:

CRO (Univocidad representacional): Sf existe, a cada representacién en el regis-
tro de partida le corresponde una Unica representacion en el registro de llegada.

CR1 (Correspondencia semantica entre US): No hay correspondencia total
entre las unidades. Si que existe para la US2, US3 y la US4. Sin embargo, en la
representacion numérica falta la expresion de los nimeros, ‘X', que configuran
el intervalo (US1) y, por tanto, la indicacién sobre su ubicacion (US5). En suma,
hay 60% de correspondencia semantica.

CR2 (Univocidad “semantica” terminal): No hay univocidad, pues a un ele-
mento de la representacion grafica (la semirrecta marcada, que expresa los
numeros que incluye el intervalo) no le corresponde ningun elemento de la
representacion numérica.

CR3 (Orden de aprehension): Se mantiene el orden en el que aparecen los
elementos de la representacién en correspondencia semantica en ambos
registros.

Conversion 2: Grdfico-Algebraica (CG-A)

Tabla 4. Representaciones de intervalos no acotados en los registros grafico y algebraico.

Registro grafico Registro algebraico
a x>a (OL, NoOR)
T a<x (NoOL, OR)
. x<a (0L, OR)
_——
a>x (NoOL, NoOR)
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Analisis de la congruencia entre los registros grafico y algebraico, cuyas
representaciones se recogen en la Tabla 4:

CRO (Univocidad representacional): No existe, porque cada representacion
en el registro grafico admite dos representaciones en el registro algebraico.

CR1 (Correspondencia semantica): Existe correspondencia entre los nimeros
que configuran el intervalo (US1), los nimeros que lo limitan (US2), la indicacion
de su inclusion o no (US4) y la indicacion de la posicién de unos elementos
respecto a otros (US5). En cambio, la flecha que indica la infinitud de la semi-
rrecta no tiene US correspondiente en la representacion algebraica (US3). Por
tanto, no hay correspondencia total entre los elementos que configuran las
representaciones (80% de correspondencia semantica).

CR2 (Univocidad “semantica” terminal): No existe, porque el simbolo desigual-
dad indica tanto la exclusién del extremo del intervalo no acotado (US4, punto
vacio del registro grafico) como la posicién de los nimeros que configuran el
intervalo respecto a ese extremo (US5, semirrecta marcada en el registro grafico).

CR3 (Orden de aprehension): En cada caso, una representacion algebraica
mantiene el orden en el cual aparecen los elementos en la representacion gra-
fica, que coincide con el orden de lectura (OR). La otra representacion no man-
tiene ese orden.

Conversion 3: Grafico-Verbal (CG-V)

Tabla 5. Representaciones de intervalos no acotados en los registros grafico y verbal.

Registro grafico Registro verbal
a Numeros mayores que a (OL, NoOR)
T a menor que numeros (NoOL, OR)
. Numeros menores que a (OL, OR)
——

a mayor que numeros (NoOL, NoOR)

Anadlisis de la congruencia entre los registros grafico y verbal, cuyas representa-
ciones aparecen en la Tabla 5:

CRO (Univocidad representacional): No existe, ya que a cada representacion
en el registro grafico le corresponden dos representaciones, al menos, en el
registro verbal.

196 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 30, NUM. 3, DICIEMBRE DE 2018



Metodologia tedrica para analizar la congruencia entre representaciones de objetos matematicos..

CR1 (Correspondencia semantica): Hay correspondencia entre los ntimeros
que configuran el intervalo (US1), los nimeros que lo limitan (US2), la indicacion
de su inclusion o no (US4) y la indicacion de la posicién de unos elementos
respecto a otros (US5). Sin embargo, la flecha que marca graficamente la infinitud
de la semirrecta no tiene correspondencia en la representacion verbal (US3). Asi,
hay una correspondencia semantica de 80%.

CR2 (Univocidad “semantica” terminal): No, porque a las palabras “‘mayores’
y ‘menores” les corresponden tanto la exclusion del extremo del intervalo no
acotado (US4, punto vacio) como la posicion de los numeros que configuran el
intervalo respecto a ese extremo (US5).

CR3 (Orden de aprehension): En cada caso, una de las representaciones
verbales mantiene el orden de aparicion de los elementos en la representacion
grafica (coincidente con el orden de lectura, OR). La otra no mantiene ese orden.

Conversion 4: Numérica-Verbal (CN-V)

Tabla 6. Representaciones de intervalos no acotados en los registros numérico y verbal.

Registro numérico Registro verbal
Numeros mayores que a (OL, NoOR)
(@7t a menor que numeros (NoOL, OR)
(02) Ndmeros menores que a (OL, OR)

a mayor que numeros (NoOL, NoOR)

Analisis de la congruencia entre los registros numérico y verbal, cuyas represen-
taciones se recogen en la Tabla 6:

CRO (Univocidad representacional): No existe, ya que a cada representacion
en el registro numérico le corresponden dos representaciones, al menos, en el
registro verbal.

CR1 (Correspondencia semantica): No existe correspondencia en todas las
US que configuran las representaciones. Si que sucede para la US2 y la US4,
pero en la representacion numeérica faltan los numeros genéricos que configuran
el intervalo y su posicion (US1 y US5). Ademas, en las representaciones verbales
consideradas falta el elemento infinito (US3). Asi, hay 40% de correspondencia
semantica.
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CR2 (Univocidad “semantica” terminal): No hay univocidad, pues hay elemen-
tos en ambas representaciones a los que no les corresponde ningun elemento
en la otra, por ejemplo, ‘nimeros’, “+eo’, “-o0”, “‘mayores’, “menores’”.

CR3 (Orden de aprehensién): Ninguna de las representaciones verbales es
estrictamente descriptiva (hay elementos de la representacion numeérica que no
se mencionan, y son mencionados otros no presentes). Para decidir sobre el
orden de aprehension, nos fijamos en que las US que componen la represen-
tacion numérica y la verbal estén colocadas, respectivamente, siguiendo el mis-
mo criterio de orden, en este caso el OR. De las dos representaciones verbales
derivadas de cada una de las representaciones numéricas, una sigue el OR y
otra no.

Conversion 5: Numérica-Algebraica (CN-A)

Tabla 7. Representaciones de intervalos no acotados en los registros numérico y algebraico.

Registro numeérico Registro algebraico
x>a (OL, NoOR)
(a+eo)
a<x (NoOL, OR)
x<a (OL, OR)
(-e0)

a>x (NoOL, NoOR)

Andlisis de la congruencia entre los registros numérico y algebraico, cuyas
representaciones aparecen en la Tabla 7:

CRO (Univocidad representacional): No existe, porque cada representacion
en el registro numeérico admite dos representaciones en el registro algebraico.

CR1 (Correspondencia semantica): Unicamente existe correspondencia para las
US2 y US4 (ntimero extremo del intervalo e indicacion de su inclusién o no). En la
representacion numeérica faltan los nimeros que configuran el intervalo y la indica-
cién de su posicién (US1 y US5), mientras que en las representaciones algebraicas
falta el elemento infinito (US3). La correspondencia semantica es de 40%.

CR2 (Univocidad “semantica” terminal): No hay univocidad, porque al simbolo
de desigualdad en el registro algebraico le corresponde tanto indicar la exclusion
del extremo del intervalo no acotado (US4, paréntesis en el registro numeérico)
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como la posicion de los nimeros que configuran el intervalo respecto a ese
extremo (US5).

CR3 (Orden de aprehension): Como en la conversion anterior, las US que
componen la representacion numeérica y la algebraica pueden estar colocadas
siguiendo el OR o no. De las dos representaciones algebraicas derivadas de cada
representacion numérica, una sigue el OR y otra no.

Conversion 6: Algebraica-Verbal (CA-V)

Tabla 8. Representaciones de intervalos no acotados en los registros algebraico y verbal.

Registro algebraico Registro verbal

Numeros mayores que a (OL, NoOR)

x>a (OL, NoOR)
a menor que numeros (NoOL, OR)

Numeros mayores que a (OL, NoOR)

a<x (NoOL, OR)
a menor que numeros (NoOL, OR)

Numeros menores que a (OL, OR)

x<a (OL, OR)
a mayor que numeros (NoOL, NoOR)

Numeros menores que a (OL, OR)

a>x (NoOL, NoOR)
a mayor que numeros (NoOL, NoOR)

Andlisis de la congruencia entre los registros algebraico y verbal, cuyas repre-
sentaciones estan en la Tabla §&:

CRO (Univocidad representacional): No existe, porque cada una de las repre-
sentaciones en el registro algebraico admite al menos dos representaciones en
el registro verbal. Ademas, a cada una de las representaciones en el registro
verbal le corresponden dos representaciones en el registro algebraico.

CR1 (Correspondencia semantica): Hay correspondencia entre todas las US
que configuran las representaciones: los numeros que configuran el intervalo
(US1), los numeros que lo limitan, la inclusion o no de estos y la indicacion de
la posicion de unos respecto a otros (US2, US4 y US5), y la no presencia del
elemento infinito (US3). Hay 100% de correspondencia semantica.

CR2 (Univocidad “semantica” terminal): No existe univocidad, porque al sim-
bolo de desigualdad (en el registro algebraico) y a las palabras “mayores” y
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‘menores’ (en el registro verbal) le corresponden tanto la exclusion del extremo de
la semirrecta (US4) como la indicacién de la posicion de los nimeros que confi-
guran el intervalo respecto a ese extremo (US5). Por ejemplo, a la US4 en el registro
algebraico “<" le corresponde el signo “menores” en el registro verbal, que tiene
dos unidades de significado (US4 y US5). Reciprocamente, a la US4 en el registro
verbal “menores” le corresponde el signo “<’, que tiene dos unidades de significado
(US4 y US5). Lo mismo sucede con los signos “>" y “mayores’.

CR3 (Orden de aprehension): Dado que las representaciones verbales no son
estrictamente descriptivas, estas y las representaciones algebraicas que conser-
van el orden de aprehension son aquellas que se han construido manteniendo
en ambos casos bien el OR o bien el NoOR.

3.3 OBTENCION DEL INDICE DE CONGRUENCIA ENTRE REPRESENTACIONES EN LOS
DIFERENTES SISTEMAS SEMIOTICOS

Las Tablas 9 y 10 resumen el andlisis teorico realizado. La primera columna de
cada tabla indica la conversion asociada, la segunda muestra si hay o no uni-
vocidad entre las representaciones (criterio CRO0) y la tercera explicita las repre-
sentaciones involucradas (teniendo en cuenta que existe mas de una conversion
posible entre registros si no hay univocidad representacional). En este caso, cada
conversion es analizada de forma independiente. La cuarta, quinta y sexta
columna corresponden a la valoracion de los criterios de congruencia de Duval
(1999), aqui denotados como CR1, CR2 y CR3. La ultima columna contiene el
indice de congruencia para cada conversion, que denotaremos como IC, entre
las representaciones de distintos sistemas. Este indice se define a partir de la
media aritmética de indices particulares ligados a los cuatro criterios, que son
explicados a continuaciéon de la formula. Utilizando la media aritmética, los
cuatro criterios intervienen en el indice y se puede tanto valorar el nivel de
congruencia de cada conversion como realizar comparaciones entre unasy otras:

LAL+L A+,

)
¢ 4

Siendo:
* |, un valorigual a 1/n, donde n es el numero de conversiones diferentes
posibles asociadas a la conversién entre dos sistemas de representacion
(criterio CRO). Si existe univocidad representacional en una conversion (una
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representacion posible dentro de cada registro), I, valdrd 1 (n=1). Si no, el
valor serd inversamente proporcional al nimero de conversiones posibles
que puedan realizarse, al existir la necesidad de conocer diversas repre-
sentaciones del concepto dentro del registro para poder hacer una hipo-
tética conversion solicitada, lo que aumenta la dificultad global ligada a
la conversion.

* |, igual al tanto por uno del porcentaje de correspondencia de CR1.

* |y igual a1 o 0, seguin exista univocidad semantica o no en las represen-
taciones involucradas en la conversion (criterio CR2).

* |,igual a1 00, segun se mantenga el orden de aprehension o no en las
representaciones involucradas en la conversion (criterio CR3).

Todos los IC se presentan con fracciones con el mismo denominador, aunque no
sea una fraccion irreducible, para facilitar la comparacion entre los diferentes IC.

A priori, podria pensarse que los valores de los IC correspondientes a los
intervalos no acotados por la izquierda y por la derecha serian similares. Sin
embargo, son diferentes y, aunque se mantiene la misma estructura, presenta-
mos dos tablas: la Tabla 9 sobre intervalos no acotados por la derecha y la Tabla
10 sobre intervalos no acotados por la izquierda. Ambas tablas presentan las
conversiones siguiendo el mismo orden considerado en las tablas parciales
anteriores (Tablas 3 a 8).

Tabla 9. Tabla resumen del estudio tedrico de la congruencia entre sistemas semioticos para
intervalos no acotados por la derecha.

CRO: CR2: .
Conversién Univocidad | Representacio- E::i g:])_' Univoci- CE?&eMnlfjr:O IC
representa- | nes involucradas P dad se- iy
- dencia US - aprehension
cional mantica
, G: —oa—o ;
CG-N Sl N: (a.+00) 60% NO S 52/80
G —o——
A: oa 80% NO NO 26/80
CG-A NO :
G ——— p
A-. A< 80% NO SI 46/80
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G —o—

V: “Numeros 80% NO NO 26/80
mayores que d'

G-V NO

G —o——

V: “a menor que 80% NO Sl 46/80
numeros’

N: (a,+°°)
V: “Numeros 40% NO NO 18/80
mayores que d"

CN-V NO
N: (a,+o0)

V: “a menor que 40% NO Sl 38/80
numeros’

N: (a,+0)

40% NO NO 18/80
A: x>a

CN-A NO
N: (a,+o0)

40% NO S 38/80
A: a<x

A x>a
V: “Ntimeros 100% NO Sl 45/80
mayores que d"

A: x>a
V: “a menor que 100% NO NO 25/80
numeros’

CAV NO
A a<x

V: "Nimeros 100% NO NO 25/80
mayores que d"

A a<x
V: “a menor que 100% NO S| 45/80
numeros’

Tabla 10. Tabla resumen del estudio teorico de la congruencia entre sistemas semioticos
para intervalos no acotados por la derecha.

CRO: Univo | RECo- | RE ] CR3: Mismo

L cidad re- Representacio- Univoci-
Conversion . rrespon- orden de IC
presenta- | nes involucradas - dad se- -

- dencia US - aprehension

cional mantica
It GZ <—oa— .
CG-N Sl 60% NO S 52/80
N: (-e0,2)
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CG-A

NO

G —F

A: x<a

80%

NO

S

46/80

G ——

A: a>x

80%

NO

NO

26/80

CGV

NO

G —F
V: “Numeros
menores que d’

80%

NO

Si

46/80

G —F
V: “a mayor que
numeros’

80%

NO

NO

26/80

CN-V

NO

N: (-0,2)
V: "Numeros
menores que d’

40%

NO

Si

38/80

N: (-e0,2)
V: “a mayor que
numeros’

40%

NO

NO

18/80

CN-A

NO

N: (—oo,a)
A: x<a

40%

NO

Si

38/80

N: (-e0,a)
A a>x

40%

NO

NO

18/80

CAV

NO

A: x<a
V: “Numeros
menores que d’

100%

NO

Si

45/80

A: x<a
V: “a mayor que
numeros’

100%

NO

NO

25/80

A: a>x
V: “Numeros
menores que d’

100%

NO

NO

25/80

A a>x
V: “a mayor que
numeros’

100%

NO

Si

45/80

Observamos que en ningun caso se cumplen todos los criterios de congruencia,
ya que todos los indices son menores que la unidad. En los casos sin univocidad
representacional, los IC varfan en funcién de cual sea la representacion utilizada
dentro de un sistema semiotico, siendo los indices mas altos aquellos que
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mantienen el orden de aprehension (CR3). El indice de congruencia mas alto
(52/80) es el ligado a la conversion grafica-numérica, en buena medida debido a
la existencia de una Unica forma de representar el objeto en cada registro (univo-
cidad representacional). Los menores indices de congruencia (18/80) se han obte-
nido en las conversiones numeérica-verbal, por una parte, y numérica-algebraica,
por otra, en aquellos casos en los cuales las representaciones no mantienen el
mismo orden de aprehension.

Como indica Duval (1999), la no congruencia entre diferentes registros de
representacion es motivo de dificultades de aprendizaje y de posibles errores en
las producciones de los alumnos. Desde este punto de vista, los resultados del
analisis teorico realizado (Tablas 9y 10) aportan informacion significativa sobre
el grado de dificultad de cada conversion; por tanto, conviene tener en cuenta
los resultados obtenidos en el analisis de la congruencia, y la informacién que
nos proporcionan, para el planteamiento y diseno de secuencias didacticas de
ensenanza en el aula del concepto de intervalo de la recta real, en general, y de
los intervalos no acotados en particular.

4. DISCUSION DE LOS RESULTADOS EN RELACION CON EL APRENDIZAIJE
DE LOS INTERVALOS NO ACOTADOS DE LA RECTA REAL: REFLEXIONES
Y RECOMENDACIONES DIDACTICAS

Hay que tener en cuenta que los indices de congruencia mayores expresan que
la conversion (coordinacion) entre representaciones es mas sencilla, a priori, que
en aquellas conversiones (coordinaciones) cuyos IC sean menores. Esta relacion
entre congruencia y dificultad, y la relacion establecida por Duval (1999) entre
el aprendizaje de un concepto y la coordinacién espontanea de sus represen-
taciones en al menos dos registros, permiten establecer una hipdtesis de apren-
dizaje de los objetos matematicos. Asi, parece natural afirmar que aquellas
coordinaciones entre representaciones que presentan mayor congruencia pue-
den ser las coordinaciones inicialmente dominadas por los estudiantes, y con-
tribuir al desarrollo del aprendizaje del objeto representado. Es decir, esas
coordinaciones podrian facilitar que el estudiante inicie el proceso paulatino de
independencia del objeto matematico de sus posibles representaciones vy, efec-
tivamente, que las representaciones del objeto sean percibidas como diferentes
medios de expresion del mismo, que pueden ademas tener diferentes funciona-
lidades (Pecharroman, 2013).
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No obstante, es necesario puntualizar que la generacion de representaciones
de un objeto matematico, de conversiones entre ellas y ese proceso de indepen-
dencia del objeto de sus posibles representaciones puede presentar en la prac-
tica real otras dificultades, ademas de las directamente relacionadas con el indice
de congruencia entre representaciones. Como indicabamos al inicio del tercer
apartado, la ausencia o el desarrollo insuficiente de los conocimientos previos
que se consideren prerrequisito indispensable influiran en los procesos de gene-
racion de representaciones y conversiones, y seran fuente de dificultades y
errores. Ademas, cada objeto matematico puede tener caracteristicas particulares
que lo definan en su complejidad, y que pueden verse reflejadas en la necesidad
de una mayor cantidad de conocimientos previos, o de conceptos, procedimientos
y relaciones subyacentes al propio objeto y a sus representaciones. En el caso
particular de los intervalos no acotados de la recta real, en las reflexiones y
recomendaciones que siguen hemos destacado explicitamente la complejidad
del proceso infinito asociado a la no acotacion del mismo, y proponemos tareas
encaminadas a lograr ese aprendizaje.

En el caso de los intervalos no acotados de la recta real, las conversiones
con mayor indice de congruencia han sido las conversiones entre los sistemas
grafico y numeérico. Ademas, y como podemos ver en las Tablas 9 y 10, muchos
de los valores mayores del IC involucran el registro grafico. Asi, en vista de los
resultados del analisis de congruencia, afirmamos que la representacion grafica
de estos intervalos puede ser una representacion util al iniciar el tratamiento del
concepto. Ademas, esta representacion muestra el intervalo como un subcon-
junto de la recta real, lo cual estd muy ligado a su significado, aunque es nece-
sario tener presentes las dificultades que pueden surgir al representar
graficamente ndmeros reales en la recta real (Scaglia y Coriat, 2003).

Por tanto, proponemos un tratamiento inicial del concepto en la docencia
utilizando el registro grafico, y la conversion del registro grafico al numeérico (y
viceversa) como la primera coordinacién que puede ser alcanzada. Esto podria
efectuarse a través de tareas de conversion con intervalos tanto no acotados por
la izquierda como por la derecha, y considerando diferentes valores posibles
como extremos (numeros positivos, negativos, el cero, o un extremo con valor
no concreto, “a”). Otras conversiones con un indice de congruencia alto en las
Tablas 9y 10 son algunas de las que involucran al registro grafico con el registro
verbal, y al registro grafico con el algebraico (IC=46/80). En particular, aquellas
en las cuales se mantiene el orden de aprehension entre representaciones. De
tal manera que si en las etapas iniciales se plantea una conversion del registro
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grafico al verbal, o del grafico al algebraico, puede ser mas probable que los
estudiantes de ensefanza secundaria recurran a la representacion dentro del
registro siguiendo el orden real (OR), coincidiendo con el orden de recorrido de
la recta real en el registro grafico, dado que asi existe una mayor congruencia
entre representaciones.

No obstante, es necesario consolidar posteriormente ese aprendizaje con el
avance hacia coordinaciones con menor indice de congruencia, para disminuir
gradualmente la posible elaboracion por parte de los alumnos de conversiones
aparentemente satisfactorias pero que sean puramente mecanicas, o basadas
en la congruencia y la traduccion de elementos constituyentes de la represen-
tacién de un registro a otro. Esas estrategias de conversion no garantizan la
existencia de una comprension del concepto y pueden explicar los errores come-
tidos en situaciones con menor congruencia, como ya detectaron Gonzalez-Ca-
lero et al (2015) para el caso del error de inversion en la escritura de expresiones
verbales y algebraicas en la resolucion de problemas de enunciado verbal.

Para trabajar conversiones con menor congruencia, el docente ha de propo-
ner conversiones en las que el orden de aprehension no se mantenga. Por
ejemplo, si se proporciona un intervalo no acotado por la derecha en el registro
grafico, y se pretende que los estudiantes lo conviertan al registro algebraico,
puede anadirse la condicion de que usen la desigualdad *>" en la expresion
solicitada; o si es al registro verbal, la condicion de que aparezca la palabra
‘mayor” o “mayores”. O, si se parte de un registro sin univocidad representacional
como el algebraico o el verbal, y se solicita su conversién a un registro como el
grafico o el numeérico, proporcionar una representacion en la que se utilice un orden
linglistico y no un orden real. Ejemplos de tarea podrian ser: “‘Representa grafica-
mente el intervalo x>a” o “Representa graficamente los nimeros mayores que a".

Si ademas focalizamos nuestra atencién en los intervalos no acotados, apa-
rece la dificultad anadida del proceso infinito ligado a la no acotacion del mismo.
El conocimiento por parte de los alumnos de las conversiones entre representa-
ciones, a priori, no nos asegura el aprendizaje de la caracterizacion de la no
acotacion de estos intervalos. Por tanto, también son necesarias tareas, en la
secuencia de ensenanza, encaminadas a lograr ese aprendizaje. Un ejemplo de
tarea puede ser el siguiente:

» Dado el intervalo (3, +0), escribe si el numero 10100 pertenece a este

intervalo. Escribe un nimero mayor que 10100 que también pertenezca a
este intervalo. Explica si pertenecen o no al intervalo todos los nimeros
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mayores que 10100. Ahora, p es un numero de este intervalo, determina
otro numero de este intervalo que sea mayor que p.

En las recomendaciones anteriores nos hemos centrado en actividades ligadas
a la conversion entre representaciones como palanca importante de acceso al
concepto y, también, en este caso concreto de los intervalos no acotados de la
recta real, a la caracterizacion de la no acotacion de los mismos. Esto no quiere
decir que las actividades de aprendizaje deban reducirse al trabajo de conver-
siones entre representaciones, sino que también es necesario tratar otros aspec-
tos, como la fenomenologia del concepto o sus aplicaciones.

Para finalizar el articulo, destacamos las aportaciones del mismo y las lineas
futuras que surgen, ligadas a este estudio tedrico. A partir del reconocimiento
de la importancia del dominio de las representaciones en el aprendizaje de un
objeto matematico, y de la influencia del grado de congruencia en la dificultad
de la conversion, hemos propuesto una metodologia tedrica para analizar el
grado de congruencia entre representaciones de un objeto matematico. La meto-
dologia adapta los tres criterios senalados por Duval (1999), creandose ademas
un criterio previo, la univocidad representacional, senalando una serie de pasos
necesarios para desarrollar este tipo de analisis y definiendo un indice de con-
gruencia que permita comparar la dificultad de las conversiones. Se ilustra la
aplicacion de la metodologia en el caso de los intervalos de la recta real, un
objeto matematico de dificil conceptualizacion en ensenanza secundaria, y cuyo
aprendizaje ha sido poco investigado en didactica de la matematica.

En el caso particular de los intervalos no acotados de la recta real, hemos
utilizado los resultados obtenidos al aplicar esta metodologia tedrica de andlisis
para proponer una serie de reflexiones y recomendaciones didacticas a tener
presentes en la generacion de secuencias de ensenanza de este objeto mate-
matico en la educacion secundaria. Estos resultados y recomendaciones, desde
el punto de vista teorico, abren otras investigaciones futuras sobre el concepto
de intervalo, de tipo empirico, que lo deben complementar. Una de ellas seria
analizar y detectar las estrategias de conversion entre representaciones de este
objeto matematico utilizadas por los estudiantes, asi como descubrir las posibles
dificultades que pueden ponerse de manifiesto al hacer esas representacio-
nes y conversiones. Esto nos permitiria, por una parte, comprobar si el éxito
es mayor en las conversiones entre registros con mayor ICy, por otra, deter-
minar qué estrategias de conversion, basadas o no en la congruencia, son
empleadas. Otra estrategia consistiria en analizar los aprendizajes de los
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alumnos en una docencia sustentada en la aplicacion practica de secuencias
de ensenanza basadas en los resultados expuestos en este trabajo vy, con ello,
determinar su efectividad y posible refinamiento. Finalmente, y dado que los
intervalos son un prerrequisito muy importante para el desarrollo de la compren-
sion de topicos y resultados propios del andlisis matematico, seria interesante
analizar como interpretan los estudiantes los intervalos que forman parte de los
enunciados en los teoremas de andlisis matematico.
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