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Resumen: Los simbolos matematicos no suelen ser habitualmente considerados
como objetos de ensenanza en asignaturas de la universidad, aunque su uso
es esencial para el quehacer matematico. Se presentan resultados de una
investigacion centrada en el proceso de construccion del significado para
algunos simbolos matematicos en estudiantes universitarios. Se usaron herra-
mientas y constructos del Enfoque Ontosemiotico del Conocimiento y la Ins-
truccion Matematica (EOS) para identificar las practicas matematicas
involucradas en el proceso de construccion de significado y las funciones
semidticas ligadas a dichas practicas. Las mismas orientaron tanto el diseno
de un instrumento especifico como el analisis de los datos recolectados. El
instrumento fue administrado a estudiantes de primer afo de algunas carreras
de la Universidad Nacional de Mar del Plata, Argentina. A partir de los analisis
sobre las producciones escritas de los estudiantes se investigo la secuenciacion
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u orden en el que las practicas identificadas se manifestaron. Los resultados
obtenidos pueden constituir una guia para disenar tareas y gestionar una clase
en la que se promueva la construccion de significado de simbolos matematicos,
convirtiéndolos en objeto de ensefianza.

Palabras clave: simbolos matemdticos, practicas matemdticas, funcién semio-
tica, enfoque ontosemidtico, procesos de significacion.

Abstract: Mathematical symbols are not usually considered objects of teaching
at university level, although they are essential for mathematical work. Results of
the research work focused on the process of the construction of meaning of some
mathematical symbols on university students are presented. Tools and constructs
of the Ontosemiotic Approach of Knowledge and Mathematical Instruction (OSA)
were used to identify the mathematical practices involved in the process of con-
struction of meaning. Semiotic functions linked to these practices were also
recognized. Mathematical practices and semiotic functions guided both the design
of a specific instrument and the analysis of collected data. The instrument was
administered to freshmen of some courses of the Universidad Nacional Mar del
Plata, Argentina. The analysis of those students™ written productions was the
starting point to do research and find out a sequence of the above stated practices.
The results obtained could be used as a guide for designing new tasks or man-
aging the class in which the construction of meaning of mathematical symbols
is promoted, so that they can become objects of teaching.

Keywords: mathematical symbols, mathematical practices, semiotic function,
ontosemiotic approach, meaning processes.

1. INTRODUCCION

Durante los procesos de ensefanza y aprendizaje de la matematica es posible
observar dificultades que los estudiantes universitarios manifiestan en la lectura
y escritura de expresiones simbélicas (Lacués Apud, 2014; Distéfano, Pochulu y
Font, 2015; Bardini y Pierce, 2015). Algunas de esas dificultades son tan elemen-
tales como el desconocimiento de algunos simbolos. Otras son de mayor com-
plejidad como la imposibilidad de interpretar una proposicion representada en
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una expresion simbolica, o la de construir una expresion simbdlica que esté
correctamente formulada, desde el punto de vista sintactico. En particular, los
estudiantes que inician una carrera universitaria que tiene asignaturas de Mate-
matica en su plan de estudios, revelan desconocimiento de distintos aspectos
que constituyen el significado de simbolos matematicos que son de uso habitual
en las asignaturas de este nivel de ensenanza. Es posible detectar que nume-
rosos estudiantes no estan familiarizados con las practicas matematicas ligadas
a la construccion de significado de un simbolo, lo que conduce tanto a dificul-
tades en la lectura de materiales didacticos y bibliografia, como a errores en las
producciones escritas. En Argentina, una de las posibles causas atribuibles a
esta situacion podria ser el hecho de que, los simbolos matematicos que se
requieren en el nivel superior, son utilizados con poca o ninguna frecuencia en
la escuela secundaria, lo que provoca limitaciones y obstaculos en los estudian-
tes que comienzan asignaturas de Matematica en la universidad. Si bien los
simbolos constituyen una herramienta fundamental en el quehacer matematico,
particularmente en los primeros anos de la universidad, no suelen ser objeto
directo de ensenanza, y su significado se va generando de manera subsidiaria
al de otros objetos matematicos.

Son numerosas las investigaciones y publicaciones relativas a cuestiones
simbdlicas focalizadas en la educacién primaria o secundaria. Muchas de ellas
se centran en la transicion de la aritmética al algebra (Hiebert, 1988; Goémez
Granell, 1989; Palarea Medina, 1999; Trigueros, Ursini y Lozano, 2000; Alcala,
2002; Socas, 2011; Ruano, Socas y Palarea, 2008; Cerdan, 2010; Rodriguez
Domingo, 2015; Fernandez Millan y Molina, 2016). En otras se detallan y carac-
terizan diversos tipos de errores, ligados a distintos factores, tales como la dife-
rencia entre la actividad algebraica y la actividad aritmética, el uso de las
notaciones y las convenciones, el significado de letras y variables, y la manipu-
lacion de simbolos sin sentido (Booth, 1988; Palarea Medina, 1999; Trigueros,
Ursini y Lozano, 2000; Molina Gonzalez, 2006; Ruano, Socas y Palarea, 2008;
Cerdan, 2010; Rodriguez Domingo y Molina, 2013; Herrera Lopez, Cuesta Borges
y Escalante Vega, 2016).

Bardiniy Pierce (2015) analizan el uso de los simbolos en la transicién entre
la escuela secundaria y la universidad, y destacan las dificultades que las dife-
rencias entre ambos niveles provocan en los estudiantes, en relacion con los
aspectos simbolicos. Situados en el nivel universitario se encuentran los trabajos
de Camos y Rodriguez (2009) y de Colombano, Formica y Camos (2012), que
analizan las problematicas originadas en la falta de atencién que los docentes
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le otorgan al uso simultaneo del registro del lenguaje natural y del registro
simbdlico, al ensefar los conceptos de limite, continuidad y derivabilidad. Tam-
bién centrado en tematicas del Calculo, Giigler (2014) presenta un estudio sobre
el simbolismo ligado a la nocion de limite en estudiantes universitarios que
toman el curso, provenientes de distintas carreras. Muestra un paralelismo entre
el discurso coloquial del docente y sus formulaciones escritas en la pizarra, asi
como también comparaciones entre lo que algunos estudiantes declaran y lo
que efectivamente escriben. Concluye que es importante no dar por sentado el
poder comunicativo de los simbolos y advierte que, si no se atiende a los dife-
rentes significados matematicos que pueden generarse a partir del mismo sim-
bolo, se podrian generar dificultades de comunicacion en el aula.

Como parte del estudio de la complejidad cognitiva que presentan algunas
tareas con expresiones simbolicas, Distéfano, Pochulu y Font (2015) identifican
categorias en los tipos de respuestas que formulan estudiantes universitarios
ante dichas tareas y describen algunos errores frecuentes vinculados a cuestio-
nes simbdlicas.

Las publicaciones de Distéfano, Urquijo y Gonzalez (2010) y de Lacués Apud
(2011, 2014) se focalizan en experiencias de ensenanza para mejorar las habi-
lidades en el registro simbolico-algebraico con estudiantes de nivel universitario.
Reportan un impacto positivo de distintas intervenciones educativas para favo-
recer el manejo de expresiones simbdlicas, concluyendo que es posible promover
una mayor competencia en los estudiantes en la utilizacion de simbolos mate-
maticos. Es por esto que resulta de interés estudiar el proceso de construccion
de significado de los simbolos matematicos, con el proposito de favorecer los
procesos de significacion y simbolizacion en la clase, cuando ello se estableciera
como un proposito de ensenanza del docente.

En este trabajo se presentan algunos resultados de una investigacion cen-
trada en la descripcion de los procesos de significacion y simbolizacion, tomando
la concepcion pragmatica de significado que adopta el Enfoque Ontosemiotico
que propone Godino, Batanero y Font (2009). A partir de la identificacion de
algunas practicas matematicas vinculadas a la construccion de significado de
algunos simbolos, se describe una secuenciacion de su manifestacion. Esta
secuenciacion podria resultar el punto de partida para el disefo de una inter-
vencion didactica destinada a la ensenanza de los simbolos, como una manera
de favorecer la construccion de su significado en los estudiantes.
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2. MARCO TEORICO

Los lineamientos tedricos que han sido fundamento de la investigacion que da
origen a este articulo provienen del Enfoque Ontosemidtico del Conocimiento y
la Instruccion Matematica (EOS), de Godino, Batanero y Font (2008).

En este enfoque, se considera una prdctica matemdtica a “toda actuacion o
expresion (verbal, gréfica, etc) realizada por alguien para resolver problemas
matematicos, comunicar a otros la solucion obtenida, validarla o generalizarla
a otros contextos y problemas” (Godino, Batanero y Font, 2009, p.4). Este concepto
da origen a la nocion de significado que se aborda en este enfoque. El signifi-
cado de un objeto matematico se define como “el sistema de practicas operativas
y discursivas para resolver un cierto tipo de problemas” (Godino, Bencomo, Font
y Wilhelmi, 2007, p.7).

En este contexto, el aprendizaje supone la apropiacion por parte del estu-
diante de los significados validados en el seno de una institucién, mediante su
participacion en las comunidades de practicas (Godino, Bencomo, Font y Wil-
helmi, 2007; Godino, Batanero y Font, 2009). Por lo tanto, se torna relevante el
proceso mediante el cual un sujeto crea un significado, vinculando una expre-
sion con un contenido a través de una funcion semidtica. Las funciones semio-
ticas son “entendidas como una relacién entre un antecedente (expresion,
significante) y un consecuente (contenido, significado) establecida por un sujeto
(persona o institucion) de acuerdo con un cierto criterio o codigo de correspon-
dencia” (Godino, Batanero y Font, 2009, p.8).

El EOS considera que objeto matematico “es cualquier entidad o cosa a la
cual nos referimos, o de la cual hablamos, sea real, imaginaria o de cualquier
otro tipo, que interviene de algun modo en la actividad matematica” (Godino,
Batanero y Font, 2009, p.4). Por consiguiente, en este contexto, es posible consi-
derar a los simbolos matematicos como un objeto. Particularmente, pueden
encuadrarse en una de las categorias de los denominados objetos primarios:
los elementos linguisticos. El enfoque distingue seis tipos de objetos primarios,
u objetos de primer orden: situaciones-problemas, elementos lingtisticos, con-
ceptos o definiciones, propiedades, proposiciones y argumentos (Godino, Ben-
como, Font y Wilhelmi, 2007). Los distintos objetos no resultan aislados entre si,
sino que se vinculan a traves de las funciones semioticas construidas entre ellos,
dado que pueden ejercer el rol de antecedente o de consecuente de las mismas
(Godino, Batanero y Font, 2009).
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3. METODOLOGIA

La investigacion que dio origen a los resultados presentados en este articulo es
de tipo cuali-cuantitativa. Para llevarla a cabo se seleccionaron algunos simbolos de
uso habitual en asignaturas de Matematica en el nivel universitario. El primero
de los criterios utilizados para efectuar tal seleccion fue la frecuencia de uso en
los materiales didacticos y en la bibliografia. El seqgundo criterio estuvo determi-
nado por la categoria a la que pertenecen en el universo de los simbolos mate-
maticos. Se optd por simbolos que no tienen uso fuera del ambito matematico
y que fueron creados exclusivamente para representar ideas matematicas. A este
tipo de simbolos Pimm (1990) los denomina logogramas 'y Socas (2010) los
define como signos artificiales. Esta caracteristica de uso conduce a que la
construccion de su significado se realice, casi exclusivamente, en el contexto de
las clases de Matematica. Los simbolos elegidos para ser estudiados son: €, C,
AV, Vy3

En las siguientes subsecciones se describen los aspectos metodologicos
centrales de la investigacion.

3.1. PRACTICAS MATEMATICAS IDENTIFICADAS

El estudio de la construccion de significado de estos simbolos en el marco del
EOS, requirio la determinacion del conjunto de practicas matematicas que con-
forman, como sistema, dicho significado.

Para poder describirlas se parti¢ de la idea de que el significado de un sim-
bolo esta ligado a tres elementos: la identificacion, la sintaxis y la semantica. La
consideracion de estos elementos como constitutivos del significado de un sim-
bolo matematico estd basada en distintos fundamentos. Por un lado, se consi-
derd que la identificacion es la primera accién que un sujeto puede realizar con
relacion a un simbolo y que resulta necesaria para poder efectuar cualquier otra
tarea vinculada con ese simbolo. Esta basada en el primero, y mas elemental,
de los procesos cognitivos que Hiebert (1988) postula en relacion con el desa-
rrollo de competencias con simbolos matematicos: Conectar los simbolos con
los referentes. En relacion con la sintaxis y la semdntica, constituyen dos ramas
de la semiodtica (Peirce, 1986; Morris, 1985) que determinan caracteristicas pro-
pias de un simbolo y que también han sido consideradas por otros autores que
han abordado las cuestiones simbdlicas en el ambito de la ensenanza de la
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Matematica, con una perspectiva didactica (Gémez Granell, 1989; Pimm, 1990;
Rojano, 1994; Goldin y Kaput, 1996; Palarea Medina, 1999; Alcala, 2002; Serrano
Gomez, 2005; Rodriguez y Zeballos, 2014; Chalé-Can, Font y Acuna, 2017).

La consideracion de estos tres elementos condujo a la identificacion de las
siguientes practicas matematicas ligadas a la construccion de significado de un
simbolo:

* |dentificar en forma escrita u oral el vocablo asociado a un simbolo dado,
o, reciprocamente, representar en forma escrita el simbolo asociado a un
vocablo dado.

* Escribir una proposicién de manera simbolica, respetando las reglas de
sintaxis asociadas a los simbolos utilizados.

* Decidir si una expresion simbolica dada esta correctamente escrita de
acuerdo con las reglas de sintaxis de los simbolos empleados.

e Determinar el valor de verdad de una proposicion dada de manera
simbolica.

* Efectuar conversiones entre representaciones realizadas en el registro sim-
bolico-algebraico y el registro coloquial.

La primera practica mencionada esta ligada al hecho basico de conocer el
simbolo. De manera casi trivial, esta practica resulta el paso inicial en el proceso
de construccion de significado, ya que cualquier otra practica que implique la
utilizacién del simbolo en cuestion, no seria posible sin la identificacién del
correspondiente grafismo y sin la asociacion con el vocablo del lenguaje colo-
quial que lo identifica.

La segunda y la tercera de las practicas enumeradas estan vinculadas al
aspecto sintactico, pues aluden al conocimiento de la estructura formal de la
sintaxis asociada a un determinado simbolo. Estas practicas suponen tanto
identificar la secuencia correcta en la formulacion de una expresion en la que
participa el simbolo, como asi también el rol que ejerce cada uno de los restantes
simbolos que constituyen una expresion. Se las puede relacionar con la actividad
cognitiva definida por Duval (2004) como ‘formacion de representaciones puesto
que, segun este autor, esta actividad cognitiva requiere efectuar o constatar la
selecciéon de simbolos apropiados dentro del registro en el que se forma la repre-
sentacion (en este caso el registro simbdlico-algebraico) y combinarlos de acuerdo
con las reglas de conformidad de dicho registro.
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Finalmente, las dos ultimas practicas estan ligadas a la cuestion semantica,
es decir a la comprension del contenido de la expresion simbolica. En particular,
las conversiones mencionadas son esenciales en tareas de lectura pues, para
interpretar el contenido semantico de una expresion, no resulta suficiente con
la decodificacion simbolo a simbolo.

3.2. FUNCIONES SEMIOTICAS DEFINIDAS

Como componentes del significado, las practicas matematicas conducen a aso-
ciaciones de objetos.

La primera de las practicas anteriores implica la asociacion del grafismo del
simbolo con el vocablo de la lengua natural que lo identifica. Las practicas
ligadas a la estructura formal de una expresion simbdlica en la que aparece
determinado simbolo, requieren la asociacion del simbolo con la estructura
sintactica vinculada al uso de dicho simbolo. Las practicas vinculadas con la
comprension del contenido semantico de una expresion simbdlica implican, por
un lado, asociar la proposicién simbdlica con su valor de verdad, y por otro,
asociar la expresion simbolica y una expresion coloquial equivalente.

Estas asociaciones pueden representarse a través de funciones semioticas,
que vinculan los distintos objetos involucrados en las practicas matematicas
descritas. Se definieron tres funciones semioticas, a las que se denomind
principales:

* F1: relaciona el simbolo con el vocablo de su denominacion.

* [2:relaciona el vocablo/simbolo con la estructura sintactica de la expresion
que lo contiene.

 F3: relaciona la proposicion en la que esta presente el simbolo, con su
valor de verdad, el cual depende también de los significados de los ope-
randos involucrados.

Las funciones semioticas definidas, de acuerdo a los elementos que vinculan y
a las practicas matematicas implicadas, pueden clasificarse como: nominal (F1),
sintdctica (F2) y semdntica (F3).

En la figura 1 se representan estas funciones semidticas principales, deta-
llando en cada caso el antecedente y el consecuente.
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ANTECEDENTE CONSECUENTE

SimbOlO —E_>_
, F2
Vocablo/ Simbolo —
Proposicion F3
(Estructura sintactica) |——>

Figura 1. Funciones semidticas principales ligadas a la construccion
de significado de un simbolo.

Para analizar las trasformaciones de expresiones entre el registro de la lengua
natural o coloquial y el registro simbolico-algebraico se definieron funciones
semioticas especificas. Se les denomino:

*» F.: correspondiente a las conversiones del registro coloquial al simbdlico.

* F. correspondiente a las conversiones del registro simbdlico al coloquial.

* F: correspondiente al tratamiento, que debe efectuarse en el registro colo-
quial, 1a cual es interna a dicho registro.

Estas funciones semidticas se representan en la figura 2, detallando su antece-
dente y su consecuente.

ANTECEDENTE CONSECUENTE

Expresion en el registro del
lenguaje coloquial

Expresion en el registro
simbdlico-algebraico

Expresion simbolo a simbolo
en el registro del lenguaje
coloquial

Figura 2. Funciones semidticas relativas a las conversiones y tratamientos
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Las funciones semioticas definidas tuvieron incidencia en el disefio del ins-
trumento construido para la recoleccion de datos y constituyeron una potente
herramienta para el andlisis.

3.3. INSTRUMENTO

Para la recoleccion de datos se construyé un instrumento ad-hoc, cuyo proceso
de disefno estuvo formado por tres versiones sucesivas, con cada una de las cuales
se tomd una muestra de datos. En el Anexo se presenta el protocolo de la tercera
y ultima de las versiones, en el que pueden verse los enunciados de cada uno de
los ejercicios que lo componen. Las actividades que se incluyeron estan basadas
en las practicas matematicas identificadas y en las correspondientes funciones
semidticas cuya manifestacion se pretende evaluar.

Entre las consideraciones que se tuvieron en cuenta en el diseno del ins-
trumento, una de ellas estuvo focalizada en el contenido matematico repre-
sentado. Se consider6 el hecho de que el contenido matematico al que cada
expresion refiere podia interferir en la informacion que se deseaba obtener en
relacion con el manejo del simbolo. Es decir, podria suceder que un estudiante
no conociera el contenido matematico representado en una expresion simbo-
licay que ese desconocimiento afectara su desempeno en la resolucion de la
tarea, provocando algun tipo de error o, incluso, la omision de la resolucion.
Esto provocaria una distorsion en la informacion -respecto de la cuestion
simbdlica— que se obtuviera de su respuesta, pues en muchos casos no se
podria identificar con certeza el origen del error cometido. Con la intencion de
evitar esta situacion, todas las expresiones utilizadas en el instrumento refieren
a unidades tematicas que se imparten en la escuela secundaria, de modo que
el contenido matematico al que cada expresion refiere no resulte un obstaculo
en la comprension de la misma.

En el Ejercicio 1, se solicita la escritura de la expresion coloquial correspon-
diente a cada uno de los simbolos en estudio, lo que permite evaluar la funcién
semidtica F1. También se requiere la formulacién de un ejemplo de uso del
simbolo, lo cual esta destinado a evaluar la funcion semiotica F2, en una tarea
de escritura. Con el objetivo de evitar que se formularan como ejemplo expre-
siones tales como X€R' o como pA(’, en las que el uso de literales no permite
conocer con certeza a qué objetos hace referencia el estudiante, se incluyo en
el enunciado la condicién de que el ejemplo dado fuera verdadero, de modo
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que los ejemplos fueran proposiciones. Esto permite evaluar, por un lado, el rol que
juega cada uno de los simbolos que intervienen en la expresion en relacion a
la sintaxis (F2) y, por otro, la funcién semiotica relativa a la asignacion del valor
de verdad (F3), en una expresion generada por el estudiante.

En el Ejercicio 2, se pretende evaluar la funcion semiotica correspondiente a
la sintaxis (F2), tanto en una tarea de lectura (necesaria para la decision de res-
ponder si la expresion esta erréneamente formulada) como en una tarea de
escritura (al momento de reescribir aquellas expresiones que el alumno consi-
dere como incorrectamente escrita). En este ejercicio se incluyo tanto un item
correctamente formulado, como uno que no lo esta, para cada uno de los sim-
bolos en estudio, los cuales no siguen un orden para evitar una automatizacion
en las respuestas.

En el Ejercicio 3 se presentan algunas expresiones simbdlicas para ser con-
vertidas al lenguaje coloquial. También se solicita la determinacion del valor de
verdad de dichas expresiones y la justificacion de esta ultima respuesta. Estas
tareas permiten evaluar la manifestacion de las funciones semioticas correspon-
dientes a la conversion del registro simbolico-algebraico al registro coloquial, al
tratamiento en el registro coloquial y a la determinacién del valor de verdad de
una expresion dada.

En el Ejercicio 4 se requiere efectuar conversiones desde el registro coloquial
al registro simbolico-algebraico. En este caso se evaltan las funciones semidticas
correspondientes a este tipo de transformaciones.

Las funciones semioticas definidas no sélo se tuvieron en cuenta para el
diseno y analisis de cada ejercicio, sino que también determinaron aspectos
cuantitativos del relevamiento de datos. Para cada estudiante se consigno si se
observaba, o no, la manifestacion de cada una de las funciones semioticas
involucradas en cada item. Esto dio lugar a la definicion de 54 variables dico-
tomicas, asociadas a la manifestacion de las funciones semidticas y a los dis-
tintos items, mediante las cuales se registraron los datos provenientes de las
respuestas de cada estudiante. En la tabla 1 se presentan las funciones semio-
ticas que se pretenden evaluar en cada ejercicio, de acuerdo a la tarea propuesta
en cada uno de ellos. También se muestra la codificacion con la que se identificd
a cada funcion semiotica en los analisis posteriores.
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Tabla 1. Funciones semioticas evaluadas en cada tipo de tarea propuesta.

Ejercicio Fun'c’u')n Tarea Codigo
semiatica
F1 Determinar como se lee el simbolo F1
1 F2 Escritura sintacticamente correcta del ejemplo F2-Ejem
= Determlhnar del valor de verdad de la expresion propuesta F3-Ejem
como ejemplo
0 Determinar que una expresion dada es sintacticamente F2-Fac
5 correcta
Detectar el posible error de sintaxis y reformular la .
F2 o e F2-Dif
expresion de manera sintacticamente correcta
Fee Efectuar la conversion del registro simbdlico al coloquial Fec
P Obtener una oracion que manifieste la idea global F
3 t representada en la expresion simbolica !
= Determmar el valor de verdad de cada expresion F3u/f
simbolica dada
4 Fes Efectuar la conversion del registro coloquial al simbélico Fes

3.4. MUESTRA Y APLICACION DEL INSTRUMENTO

La version final del instrumento fue aplicada a 90 estudiantes de las carreras
de Ingenierfa, Profesorado en Matematica, Bioquimica y Licenciatura en Ciencias
Bioldgicas, de la Universidad Nacional de Mar del Plata, Argentina, dispuestos
a formar parte de la investigacion.

Se consideraron carreras que contienen la asignatura Algebra en el primer
ano de su plan de estudios. Entre ellas, fueron seleccionadas aquellas en las
que fue posible el acceso de los investigadores a sus estudiantes, dado que los
docentes a cargo de las correspondientes catedras permitieron la entrada a sus
respectivas aulas y cedieron tiempo de sus clases para la toma de datos. Si bien
en cada una de las carreras contempladas el “peso” de las materias de Mate-
maticas en el plan de estudios es distinto, las practicas matematicas que se
evaluan en el instrumento son basicas y comunes a todas ellas.
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Se tomo una muestra intencional de estudiantes, a los que se les solicito
la resolucion del instrumento. La intencionalidad de la muestra consiste en la
seleccion de estudiantes que cursan la primera asignatura del drea Algebra
en el plan de estudios de las carreras mencionadas. Esta decision estuvo
basada en el hecho de que en esta area se emplean con mas frecuencia los
simbolos en estudio y, por consiguiente, estos estudiantes debian estar atra-
vesando el proceso de construccion de significado de dichos simbolos.

La composicion de la muestra quedé formada de la siguiente manera:

Ingenierfa: 43 estudiantes

* Licenciatura en Ciencias Bioldgicas: 10 estudiantes.
* Profesorado en Matematica: 16 estudiantes
 Bioguimica: 20 estudiantes

El instrumento fue aplicado, en todos los casos, en la semana siguiente al primer
examen parcial de la asignatura de cada carrera. Esta decision estuvo basada
en la necesidad de que los estudiantes ya hubieran pasado por una etapa de
estudio mas intensa destinada a rendir dicho examen. El tiempo de resolucion
por parte de los estudiantes fue de 25-30 minutos.

3.5. PARTICION DE LOS DATOS Y CALCULO DE LAS PROPORCIONES

Una vez relevados los datos, se indago sobre la existencia de una secuenciacion u
orden en el que se manifiestan como construidas las distintas funciones semioticas
que se evaltian en las tareas que componen el instrumento. Para ello, se procedié
a agrupar los datos obtenidos para cada uno de los simbolos en estudio para, pos-
teriormente, indagar si existen caracteristicas comunes. Para agrupar los datos se
siguieron una serie de pasos que se describen a continuacion.

PASO 1: Se agruparon los resultados de los items correspondientes a las evaluacio-
nes de las funciones semioticas de cada uno de los seis simbolos estudia-
dos, en seis planillas Excel, y se las codifico como se muestra en la tabla 1.
En cada fila se volcaron los datos de cada estudiante.
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PASO 2: En cada una de las seis planillas se calculd, para cada estudiante, la pro-
porcién entre las funciones semioticas establecidas y las funciones semio-
ticas involucradas, mediante el siguiente cociente:

(Cantidad de funciones semicticas establecidas) / (Total de funciones semicticas para el simbolo)

En cada una de las planillas, se reordenaron las filas con los datos de los
estudiantes, tomando como criterio la proporcion obtenida, en orden
ascendente.

PASO 3: A partir del ordenamiento realizado se observo que los estudiantes que

presentan la misma proporcién no necesariamente manifiestan el estable-
cimiento de las mismas funciones semidticas. Esto condujo a plantear si
era posible realizar agrupamientos de estudiantes respecto de los cuales
se pudiera establecer algun tipo de caracterizacion.
Para formar los grupos se efectuaron sucesivas particiones arbitrarias. En
cada instancia, se formaron grupos con los estudiantes que hubieran obte-
nido un determinado rango de valores en la proporcion computada. En
cada grupo se calculd, para cada funcion semidtica, el porcentaje de
miembros del grupo que manifestara esa funcion. El criterio que marcaba
la particion entre un grupo y el siguiente era la comprobacion de aumento
del porcentaje de alumnos en alguna de las funciones semidticas.

A modo de ejemplo, y para clarificar los calculos detallados en este paso, en la
tabla 2 se expone un extracto de la planilla correspondiente al cuantificador
existencial. En la misma se presentan los tres primeros grupos de la particion
realizada. Puede notarse el aumento de porcentajes en la mayoria de las fun-
ciones semidticas al pasar de un grupo al siguiente.
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Tabla 2. Extracto de la planilla del calculo de proporciones y porcentajes para el simbolo 3

o) = S5
2 ElEl glul®|elE|2 o @ 2.
E e I e B I ol - g g
|||l ele|ll|e|0 & S
33 025
49 025
18 033
25 033] 1
45 033
83 033
87 033

Porcentaje
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o = 5
2 El Bl w|x| 8| 2|5|8 o 2
E e R =N ol B B el I | g
= I I O vt T I O 0 I T B 10 I S
14 042
34 042
43 042
44 042
47 042
55 042
63 042
82 042
3 050
4 050
5 050
9 050
12 050
13 050 2
19 050
23 050
31 050
50 050
53 050
68 050
70 050
71 050
74 050
76 050
78 050
81 050
84 050
Porcentaje | 100 |22 |11 30 93 |96 4 37 |93 |7 37 |41
EDUCACION MATEMATICA, VOL. 31, NUM. 1, ABRIL DE 2019 159




Maria Laura Distéfano, Maria Andrea Aznar y Marcel David Pochulu

N | = | Alumno

Slw|jlolu|lulse|lsles W lw | lwln|e-
Clw |l |lo|lRr|la|m|o|o | [N |w

89

Porcentaje

F3-v/f-Fac
Fsc-Log
Ft-Log
F3-v/f-Lég
Proporcién
Grupo

F2-Ejem
F3-Ejem
F2-Fac
F2-Dif
Fsc-Fac
Ft -Fac
Fes

i
[T

o | L&
v | U
S | oo

058
058
058
058
058
058
058
058
058
058
058
058
058
058

100 |25 [13 |31 |94 |94 13 |63 1006 |75 |88

PASQ 4: Una vez obtenidas las particiones, el propésito fue identificar y determinar
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qué funciones semidticas caracterizan a cada grupo, es decir, cuales son
las funciones semidticas que fueron manifestadas por la mayoria de los
estudiantes en cada grupo. Se considerd que esa mayoria podia ser consi-
derada, arbitrariamente, por un porcentaje mayor o igual al 70%, conside-
rando que este porcentaje contempla casi a las tres cuartas partes de los
estudiantes incluidos en cada grupo.
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4. RESULTADOS

A partir de los pasos descritos en la seccién anterior, se determinaron las fun-
ciones semioticas que se manifiestan como construidas por 70% de los estu-
diantes de cada grupo. En las tablas 3 a 8 se representan los datos obtenidos
marcando con un fondo gris aquellas funciones manifestadas por, al menos,
70% del grupo.

Por ejemplo, en la tabla 3, correspondiente a los datos del simbolo de perte-
nencia, puede observarse que la primera fila corresponde al grupo 1. Para este
grupo, puede leerse que 70%, o mas, de los estudiantes de este grupo manifes-
taron la funcion Fly la funcion F2 evaluada, en tanto que las restantes funciones
no se manifestaron como logradas por un porcentaje relevante de estudiantes.

En la segunda fila, correspondiente al grupo 2, las cuatro primeras funciones
semidticas consideradas aparecen manifestadas en 70% de los estudiantes o
mas. Debe observarse que en este grupo la manifestacion de la funcion semio-
tica evaluada en los items codificados como F2-Ejem y F3-Ejem, aparecen por
primera vez, manifestados por 70% o mas de los estudiantes.

En la fila del grupo 3 aparece en color gris por primera vez la funcion semio-
tica que corresponde a uno de los items del Ejercicio 2 considerado como dificil
(F2-Dif1). Finalmente, en la ultima fila, que corresponde al grupo de estudiantes
que obtuvo la maxima proporcion de funciones semioticas consideradas para
este simbolo, se observa que la totalidad de las mismas aparecen
manifestadas.

Tabla 3. Manifestacion de cada funcion semiotica para el simbolo €

Céfjigo ~
del item § g E g E
Grupo b uNI_ ml uNI_ EI &
1
2
3
4
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De manera analoga pueden interpretarse las Tablas 4 a 8 correspondientes
a los restantes simbolos estudiados.

Tabla 4. Manifestacion de cada funcion semiotica para el simbolo <

Codigo
del item

F2-Ejem
F3-Ejem
F2-Fac
F2-Dif 1
F2-Dif 2

F1

Grupo

G B> W N

Tabla 5. Manifestacion de cada funcion semidtica para el simbolo ¥

Codigo
del item

F3-v/f-2
Fcs-1
Fcs-2

F1
F2-Ejem
F3-Ejem
F2-Fac
F2-Dif
Fsc-1
Ft-1
F3-v/f-1
Fsc -2
Ft -2

Grupo

D |Ul B W IN |
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Tabla 6. Manifestacion de cada funcién semidtica para el simbolo 3

Codigo
del item El E| o « = o
ol I A B T = O =
Grupo ol I O+ N I U I o O 4 L B N 0
1
2
3
4
5
6
Tabla 7. Manifestacion de cada funcién semidtica para el simbolo A
Codigo
del item El E| o o .
ol o £ 5|, S
Grupo oo R R e e R E

(G2 BN IE = OSSR

Tabla 8. Manifestacion de cada funcion semiética para el simbolo v

Codigo
del item

F1
F2-Ejem
F3-Ejem
F2-Fac
F2-Dif
Fsc

Ft
F3-v/f

Fcs

Grupo

Ul [ W [N
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La observacion de las tablas anteriores permitio realizar, para cada uno de
los simbolos, una descripcion de las funciones logradas en cada grupo de cada
particién y su diferenciacion respecto del grupo siguiente. Esto generd un nuevo
interrogante: ¢Existe algun orden o secuencia de aparicion de cada funcion
semiotica para cada uno de los simbolos en estudio? Con el objetivo de respon-
der a esta pregunta, se volcaron todos los resultados en una misma tabla, tabla
9, para comparar y analizar si se repite la secuencia de aparicion, buscando
algun posible patron en la manifestacion de las funciones semioticas de todos
los simbolos en estudio.

Tabla 9. Manifestacion de las funciones semioticas en cada grupo para cada simbolo

o Fl e (Nada) oFl oFl oFl o Fl
F2-Fac F2-Fac Fsc-1 Fsc Fsc
Fsc-2
o [2-Fjem o [1 o fsc-1 e [2-Fac e [2-Fac e [2-Fac
F3-Ejem F2-Fac Fsc-2 Fcs-1 Fcs
F3-v/f
Aparicion de | © F2-Dif 1 | e F2-Ejem o Fcs-1 o [3-v/f-1 o [2-Ejem | e F2-Ejem
Iasp HEL F2-Dif 1 Fes-2 Fes F3-Ejem
Sig‘(jgﬁcfj | eF2Dif2 | oF3Eem | oF2Eem | oF3vF2 | eFcs2 | oF3Eem
grup F3-Ejem F3-v/f
F3-v/f-2
o [2-Dif 2 o -1 o [2-Ejem o [2-Dif o [2-Dif
F3-v/f-1 F2-Dif Ft Ft
F3-Ejem

o F2-Dif o Ft1
Fi-2 Fi2

La tabla 9 permite efectuar una observacion conjunta sobre todos los simbolos a
la vez, en busca de algun patron o similitud en la secuencia de aparicion de las
funciones semiéticas analizadas. Al cotejar las columnas puede decirse que, en
principio, no hay una secuencia idéntica entre las funciones de cada uno de los
seis simbolos estudiados. Sin embargo, hay una semejanza en el orden en que
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se manifiestan las funciones semioticas que permite entrever cierta secuencia-
cion, como se detalla a continuacion:

* F1: Es la primera en manifestarse como establecida, para todos los simbo-
los, dado que aparece siempre en el primer grupo. Al momento de definirla,
Se supuso a esta funcion semidtica como necesaria para la construccion
de las restantes. El resultado observado en la tabla 9 estaria reafirmando
la suposicion, dado que para todos los simbolos en estudio se detecta que
esta funcién se manifiesta como construida por 70%, o mas, de los alum-
nos del primer grupo de todas las particiones efectuadas.

* F2-Fac: El reconocimiento de la adecuacion sintactica de una expresion
dada se evalud, para todos los simbolos, con una expresion que esta
correctamente formulada y con otra que no lo esta. Esta funcién semiética
corresponde al caso del reconocimiento de una expresion cuya sintaxis es
correcta, y es la mas sencilla de las dos tareas planteadas. La escasa difi-
cultad en la tarea podria ser la razon de su temprana manifestacion en
esta secuencia, pues en todos los casos aparece a la par de la funcién F1
0 en el grupo siguiente.

* k. Esta funcion semidtica corresponde a las conversiones desde el registro
simbdlico-algebraico al coloquial. Para los simbolos en los que fue eva-
luada, la funcién se manifiesta en el mismo grupo que la funcion de
reconocimiento de la sintaxis de una expresion o en el grupo siguiente,
razon por la cual aparece siempre en el primer o segundo grupo de cada
particion. El hecho de que este tipo de conversion aparezca como estable-
cida en los primeros grupos de las particiones puede deberse a dos razo-
nes. En primer lugar, esta funcion se consideré6 como manifiesta aun para
los casos en que la conversion fuera del tipo “simbolo a simbolo” (como
una simple decodificaciéon) y, en segundo lugar, que para efectuar este tipo
de conversiones (‘simbolo a simbolo”") seria suficiente con tener estableci-
das las funciones F1 de cada uno de los simbolos que participa de la
expresion dada.

* F.: Esta funcion semidtica corresponde a las conversiones desde el registro
coloquial al simbolico-algebraico. Para su establecimiento intervienen las
funciones F1 de cada uno de los simbolos intervinientes (para asociar el
vocablo al simbolo correspondiente) y también la funcion semiotica relativa
a la sintaxis (F2) para obtener una expresion bien formada.

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 31, NUM. 1, ABRIL DE 2019 165



Maria Laura Distéfano, Maria Andrea Aznar y Marcel David Pochulu

166

Para todos los simbolos, se observa que esta funcién aparece mani-
fiesta en grupos posteriores a aquellos en los que se evidencié la funcion
de conversion en el sentido inverso (F..). Es conocido que las conversiones
entre los mismos registros semidticos suelen implicar distinto nivel de
dificultad segun el registro de partida y de llegada (Duval, 2006). En este
caso particular, la aparicion de esta funcion en grupos posteriores a los de
la conversion en sentido inverso se presenta como de mayor dificultad. La
razon a la cual puede adjudicarse que resulte mas dificil para los estu-
diantes podria ser que, en este sentido de conversion (del registro coloquial
al simbolico), interviene la sintaxis correspondiente a los simbolos involu-
crados en la expresion.

También se advierte que esta funcién semidtica se observa como esta-
blecida en grupos anteriores a los que se manifiesta la funcién correspon-
diente a la sintaxis en una expresion propuesta por el estudiante (F2-Ejem).
Esto podria deberse al hecho de que la oracion coloquial dada, que debe
convertir a una expresion simbolica, resulta una guia para el estudiante y,
en cierta manera, le esta mencionando los elementos u objetos que deben
integrar la expresion simbolica. Si el alumno tiene construida la funcion
semidtica correspondiente a la sintaxis de esos simbolos, podra efectuar
la conversion, sin la necesidad de tomar la decision de seleccionar una
situacion en la que sea pertinente utilizar el simbolo, como sucede en el
caso de la formulacion de un ejemplo.

F2-Ejem: Esta funcion semiotica corresponde a la adecuacion de la sintaxis
de un determinado simbolo en una expresion que es generada totalmente
por el estudiante a modo de ejemplo de uso. Es por esto que, en este caso,
ademas de la dimension sintactica del simbolo, interviene fuertemente la
dimension pragmatica, lo que podria ser la razon de la aparicion mas tardia
de esta funcion semidtica, que se posiciona —en general— de la mitad de
la lista en adelante, para cada uno de los simbolos, en la tabla 9.

F3-v/f: Esta funcién semiotica corresponde a la adecuacion de la determi-
nacion del valor de verdad de una expresion simbolica dada. Se manifiesta
como construida por los estudiantes de los grupos intermedios de |a tabla
9,y a la par —o antes— que la funcién semidtica correspondiente a la
determinacion del valor de verdad de una expresion construida por el
propio alumno (F3-Ejem). Esto tltimo podria deberse a que, en el caso del
ejemplo, esta funcion esta ligada directamente a la de la sintaxis, puesto
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que no es posible determinar el valor de verdad de una expresion que
fuera sintacticamente incorrecta.

* F3-Ejem: Esta funcion semidtica corresponde a la adecuacién de la deter-
minacion del valor de verdad de una expresion que es generada totalmente
por el estudiante a modo de ejemplo de uso de algun simbolo en particular.
En general, aparece a la par que la funcién semiotica correspondiente a
la sintaxis de esa expresion (F2-Ejem), aunque en algunos casos aparece
después, lo que la hace suponer de un nivel de dificultad mayor.

* F2-Dif: Esta funcién corresponde a la identificacion de una sintaxis inco-
rrecta para una expresion dada y su adecuada reformulacion para la
obtencion de una expresion bien formada. Se presenta como de mayor
grado de dificultad, pues su aparicion se observa en el ultimo o antedltimo
de los grupos, para todos los simbolos. Detectar un error de sintaxis es una
tarea dificultosa en si misma, pues requiere de un muy buen manejo de
la sintaxis. Ademas, la dificultad puede radicar en el hecho de que, en
algunos items, intervienen las funciones semioticas relativas a la sintaxis
de dos simbolos distintos—una para la deteccion del error y otra para la
reescritura— o bien que la funcion semiotica correspondiente a la sintaxis
debe ser utilizada dos veces, una para la tarea de lectura, en la que se
detecte el error, y otra para la tarea de escritura, en la que se reformula la
expresion para convertirla en bien formada.

* Ft Esta funcion semidtica, correspondiente al tratamiento en el registro
coloquial, aparece como la de mayor dificultad para los estudiantes, pues
en todos los casos se manifiesta en el ultimo grupo de las particiones. Si
bien esta funcion semiotica no esta directamente asociada a los simbolos,
pues se establece entre expresiones del registro coloquial, tiene estrecha
relacion con la dimension semantica. La expresion obtenida a través del tra-
tamiento serfa la que mas se asemeja a las expresiones utilizadas en el len-
guaje oral y en la forma en que se desarrolla el discurso interno en el
pensamiento de un individuo. Esto la liga a la comprension que el estudiante
tiene del contenido semantico de la expresion.
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5. CONCLUSIONES

Del analisis realizado a partir de los datos recolectados, se observé cierta secuen-
ciacion en la manifestacion de las funciones semidticas que intervienen en las
tareas propuestas en los distintos ejercicios del instrumento. Esa especie de orden
se presenta, con cierta similitud, para todos los simbolos estudiados, lo que condujo
a pensar que podria representar un orden en el establecimiento de las funciones
semioticas que intervienen en el proceso de construccion de significado de sim-
bolos matematicos. Dicha secuenciacion u orden constituye una caracterizacion
en el proceso de significacién de estos simbolos. En términos de las tareas que
se realizan, la secuencia observada puede formularse asi:
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Asociacion entre el simbolo y el vocablo: Es la mas elemental de las tareas
y trivialmente necesaria para efectuar cualquier otra tarea con el
simbolo.

Reconocimiento de la adecuacion de la sintaxis en una expresion que esta
correctamente formulada: es una tarea elemental pues no requiere que el
estudiante posea mucha seguridad en la estructura sintactica ya que la
expresion esta correctamente formulada.

Conversion del registro simbolico-algebraico al registro coloquial: Esta tarea
requiere, basicamente, de la asociacion de cada uno de los simbolos con
un vocablo del lenguaje coloquial. Si se la considera como efectuada aun
en los casos en los que sea realizada en la forma ‘simbolo a simbolo), la
tarea tiene escasos requerimientos y esa podria ser la razén de su tempra-
na aparicion en la secuencia.

Conversion del registro coloquial al registro simbdlico-algebraico: Para
efectuar esta tarea se requiere, ademas de la asociaciéon entre el vocablo
y el simbolo, el manejo de la sintaxis en el registro de llegada, para obtener
una expresion bien formada en el registro simbolico-algebraico. El hecho
de que tenga injerencia la sintaxis en el registro simbolico-algebraico le
otorga a estas conversiones un grado de dificultad mas alto.

Adecuacién de la sintaxis de una expresion generada por el estudiante:
La formulacién de una expresion simbdlica por parte del estudiante se
presenta como de un grado de dificultad mayor. Igual que en la tarea
anterior, la cuestion sintactica tiene una participacion central. Sin embargo,
en este caso el aumento de la dificultad podria deberse a que es el propio
estudiante el que debe construir la expresion en el registro coloquial
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(probablemente en forma mental) y posteriormente efectuar también una
conversion partiendo de la expresion coloquial que haya pensado, deci-
diendo qué simbolos requiere la expresion y la adecuacion de la sintaxis
con la que los combine en la expresion que escriba. Esta situacion es la
que se presenta cuando el estudiante escribe la resolucion de un ejercicio.
En una clase de Algebra, una de las primeras tareas que se le demanda
al estudiante es la resolucion de ejercicios que implican escribir expresio-
nes simbolicas, tales como efectuar demostraciones. Dado que las funcio-
nes semioticas que se requieren se construyen de manera tardia en el
proceso de significacion, esas tareas resultan de gran dificultad para los
estudiantes y podria ser la razon por la que cometen tantos errores al
expresar sus ideas en las resoluciones.

* Determinacion del valor de verdad de una expresion simbolica dada: Esta
tarea se manifiesta antes que aquellas en las que interviene fuertemente
la sintaxis y también antes que la determinacion del valor de verdad de
una expresion formulada por el propio estudiante. Podria interpretarse que
la comprension del contenido semantico de una expresion dada se lograria
antes que la habilidad ligada a la sintaxis, al menos para expresiones
dadas. Esto podria estar indicando que la comprension en la lectura de
expresiones simbdlicas seria previa a la habilidad de la escritura de estas
expresiones, que implican el manejo de la sintaxis.

* Determinacion del valor de verdad de una expresion generada por el
estudiante: La habilidad para efectuar esta tarea se manifiesta al mismo
tiempo, o inmediatamente después, que la correspondiente a la de generar
una expresion sintacticamente adecuada. Esto podria deberse a que, de
acuerdo con el ejercicio planteado en el instrumento, no es posible analizar
la determinacion del valor de verdad de una expresion que no esta correc-
tamente formulada. Esa también podria ser la razon por la que, en algunos
casos, se manifiesta después que la determinacion del valor de verdad de
una expresion simbolica ya dada.

* Reconocimiento de errores sintacticos en una expresion simbdlica y su
reformulacion: Esta tarea aparece entre las de mayor dificultad. En ella
interviene fuertemente el aspecto sintactico, pues la deteccion de un error
requiere de alto manejo de la sintaxis asociada a los simbolos que inter-
vienen en la expresion, asi como también para la correcta reformulacion
que subsane el error.
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* Tratamiento en el registro coloquial: Se presenta entre las ultimas logradas
y es posterior a la conversion del registro simbdlico-algebraico al registro
coloquial. Si bien corresponde a un tratamiento interno al registro coloquial,
es muy importante para las tareas de lectura de expresiones simbolicas,
pues esta directamente relacionada con la comprension del contenido
semantico de la expresion simbdlica a la que se le haya efectuado la
conversion. Por ende, esta vinculada a la compresion que el estudiante
tiene de una expresion simbolica que lee en el material bibliografico al
cual accede para estudiar.

Esta secuenciacion permite observar, de manera desagregada, el proceso de
construccion de significado de simbolos matematicos, en estudiantes universi-
tarios. Su aporte puede resultar una gufa para el disefio de una posible inter-
vencion didactica destinada a que los estudiantes desarrollen sus habilidades en
relacion a las distintas practicas matematicas que estan vinculadas a los simbolos
que se utilizan en la asignatura. Las tareas que se propongan a los estudiantes
en esa posible intervencion pueden ser disenadas tomando como base los ejer-
cicios que constituyen el instrumento (ver Anexo) con el que se recolectaron los
datos para esta investigacion, sumadas a cualquier otro tipo de tareas que
pongan en juego las practicas matematicas identificadas como parte del signi-
ficado de un simbolo matematico. Los antecedentes en Ia literatura afirman que
destinar un tiempo, aunque sea breve, a la formacion en el manejo de simbolos,
tiene un resultado exitoso (Distéfano, Urquijo y Gonzalez, 2010; Lacués Apud,
2011, 2014). Favorecer en los estudiantes el desarrollo de las practicas matema-
ticas que estan asociadas a la construccion de significado de los simbolos, puede
darles una herramienta basica para desempenarse satisfactoriamente en tareas
de lectura y escritura de expresiones simbalicas.
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ANEXO. Protocolo del instrumento para recoleccion de datos

3. Complete:

, . Escriba un ejemplo utilizando el simbolo del que se
0]
Szl ey el pueda afirmar que es VERDADERO

€

[

w

>

<

4. Analice si las siguientes expresiones estan BIEN ESCRITAS (independiente-
mente de ser verdaderas o falsas). En caso de no estarlo, escribala en forma
correcta.

y éLa expresion esta BIEN ol [ egpresin e il
Expresion ESCRITA? (SI/NO) ESCRITA, escribala en forma
correcta
2e £
i F
f1:2) =N
MNe F
4N A -3<0
TeMNv -l £
Sad e R
deMv L
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FIN N=0

¥YxeR 20

dxeR / y+2=5

dxef/x=0

5. Exprese coloquialmente (con sus palabras) lo que representa cada una de las
siguientes expresiones simbolicas. Indique si es verdadera o falsa, justificando

Su respuesta.

Expresion simbdlica

Expresion coloquial (con sus
palabras)

V-F

Justificacion del V-F

03ed v -1e £

2eF A -le N

¥ (e F = x<0)

dx (x££~ x=0)

JueN/2=x<3

FxelN x<x+1

6. Escriba en forma simbolica cada una de las siguientes expresiones coloquiales.

Expresion coloquial

Expresion simbdlica

3 es un numero entero y positivo

3y 5 son nuimeros naturales

4 es un numero natural o entero

Cada numero entero es menor que su sucesor

Algunos numeros naturales son negativos

El cuadrado de cualquier numero real es positivo o cero
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