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Resumo

Neste artigo, investigamos em um experimento de ensino, como alunos de Licenciatura em Matematica constroem
e consolidam o conceito de periodicidade. No estudo se desenhou uma investigagdo contemplando a caracterizacio
do mecanismo cognitivo centrado na relacdo atividade-efeito em uma trajetoria hipotética de aprendizagem
(Hypothetical Learning Trajectory-HLT), segundo Simon, Tzur, Heinz, Kinzel (2004). A metodologia foi o Design
Based Research e os sujeitos foram dezesseis académicos ingressantes no curso. Os resultados indicaram que
interagdes dindmicas na HLT favoreceram a construgdo do conhecimento em um processo de abstracéo reflexiva
nas fases de participacdo e antecipacdo consolidando uma generalizagdo necessaria no processo de abstragdo
reflexiva.

Palavras-chave: ciclo trigonométrico, processo de generalizagdo, experimento de ensino, trajetoria hipotética de
aprendizagem

Abstract

In this article, we investigate, through a teaching experiment, how students of Mathematics degree course build and
consolidate the concept of periodicity. In the study, an investigation was designed contemplating the
characterization of the cognitive mechanism centered on the activity-effect relation in a hypothetical learning
trajectory (HLT), according to Simon, Tzur, Heinz, Kinzel (2004). A design- based research methodology was used
with sixteen students entering the course. The results showed that dynamic interactions in HLT favored the
construction of knowledge in a process of reflexive abstraction in the participation and anticipation phases,
consolidating a necessary generalization in the process of reflexive abstraction.

Keywords: trigonometric cycle, generalization process, teaching experiment, hypothetical trajectory of learning

Introducio

A problematica aqui discutida surgiu no seio de uma pesquisa de doutoramento sobre uma metodologia
para a formagdo inicial de professores de Matematica, e tem como sujeitos alunos ingressantes em um
curso de Licenciatura em Matematica numa instituicdo publica do interior do Estado de Mato Grosso do
Sul, Brasil. Nosso trabalho se enquadra nas investigacdes que se preocupam em compreender como estes
alunos constroem os significados em uma situagdo de aprendizagem com interagdes dindmicas com o
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Software GeoGebra em um estudo exploratério do conceito de periodicidade e, em particular, de modo a
analisar como este ajuda a relacionar a compreensao do argumento de fungdes trigonométricas no ensino
superior.

O conhecimento da génese histérica dos conceitos matematicos pode ser uma ferramenta de grande valia
para levar o aluno a compreensdao mais aprofundada desses conceitos e para o desenvolvimento da
linguagem matematica. Em particular, o conceito de periodicidade em fungdes trigonométricas, tendo
percorrido muitos séculos desde as suas primeiras nogdes intuitivas, s6 em 1710 aparece a primeira

mencao a esse conceito feita por Thomas-Fanten de Lagny (Lobo da Costa, 2003).

O ensino e a aprendizagem de trigonometria t€ém sido objeto de debate e investigacao nas ultimas décadas
e constitui uma parte importante nos cursos de Licenciatura de Matematica, servindo como um dos
conteudos de transicdo da matematica da Educagdo Bésica para o Ensino Superior. Assim, este ¢ um dos
conteudos cujo estudo se inicia no Ensino Médio e retorna na pauta do curso de Licenciatura em
Matematica, servindo como base de sustentacdo para as demais disciplinas do curso como, por exemplo,
o Calculo, a Fisica, a Geometria, a Geometria Analitica, entre outras. Com aplica¢do incontestavel nas
diversas areas das ciéncias exatas, seu estudo deve atender a compreensao das ideias e conceitos basicos,
sua aplicacao na resolugdo de problema, na manipulagdo de algoritmos e a no estudo de Calculo e em
outras disciplinas.

Alguns estudos didaticos sobre o uso das tecnologias da informag¢do na educagdo t€m se apresentado de
forma constante na literatura. Pesquisas assinalam as contribui¢des do uso desse recurso na aprendizagem
de conceitos matematicos evidenciando que o uso das tecnologias, possibilita ao aluno identificar
representacoes equivalentes na definicdo de um mesmo conceito, além de favorecer a interacdo e o
dinamismo.

Nosso trabalho se enquadra nas investigacdes que se preocupam em compreender como o académico
constroi os significados em uma situacao de aprendizagem em uma Trajetdria Hipotética de aprendizagem
em um estudo exploratdrio dos conceitos de trigonometria no ciclo trigonométrico.

A investigagdo a que nos propusemos teve a finalidade de explorar a construcao do significado do conceito
de fung¢des trigonométricas a partir de diferentes registros (compreensao). Neste aspecto, seguimos Duval
(1998) para o qual a compreensdo de um conceito requer a coordenagdo de diferentes registros de
representacao, pois somente com um registro nao se explora toda a complexidade do conceito.

Marco Teodrico

A perspectiva tedrica adotada procede a uma particularizacdo da ideia de abstracao reflexiva elaborada a
partir das ideias de Piaget (1977) sobre abstracdo reflexiva, utilizada por Simon e Tzur (2004). Estes
autores apontam que as acdes dos estudantes produzem diferentes efeitos que podem ser considerados por
ele no desenvolvimento de seus processos de abstragao.

O um enfoque proposto por Simon (1995) e por Simon e Tzur, (2004), a teoria sobre desenvolvimento
profissional propde um modelo de analise da pratica do professor que permite, com posterioridade,
incorporar resultados aos programas de formagao de professores. Explicam os autores ainda que enquanto
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os alunos concentram em suas atividades em relagdo a sua meta, criam registros mentais, a atividade de
experiéncia ¢ gravada e desenvolve uma interagdo da atividade ligada ao seu efeito.

Este mecanismo baseia-se na descricao de Piaget (1977), sobre dois aspectos: o da reflexdo e da abstragao.
O primeiro aspecto € uma proje¢ao, onde as agdes em um nivel tornam-se objetos (entrada) de acdes na
proxima. O segundo aspecto ¢ um reflexo, onde uma reorganizacgao entre acdes ocorre. O autor faz uma
distin¢do entre os dois tipos de reflexdo realizados pelos estudantes em seus registros da experiéncia.

Tzur e Simon, desde a nocdo de abstracdo reflexiva de Piaget, assumem que os processos mentais dos
estudantes sdo elementos constituintes da compreensdo de um objeto que envolve duas fases: a fase
participativa, onde o estudante desenvolve diferentes atividades guiadas por um objetivo de resolver uma
tarefa matematica; a fase antecipatoria, em que antes de uma determinada tarefa cuja resolugao envolve o
uso de um conceito matematico pelo aluno que deve considerar pertinente o uso do conceito matematico
na resolucao dessa tarefa. Neste caso, o aluno pode usar o conceito de forma adequada, independentemente
do contexto ou da tarefa.

Mecanismo de reflexdo sobre a relagao atividade-efeito na HLT

O Mecanismo de reflex@o sobre a atividade-efeito € uma trajetoria hipotética de aprendizagem (HLT -
hypothetical learning trajectory) proposta por Simon, Tzur, Heinz, Kinzel (2004), elaborada a partir das
ideias de Piaget sobre abstracao reflexiva. Esse mecanismo identifica as fases de elaboragdo de um novo
conceito - a participagcdo no processo no qual o aluno abstrai uma regularidade na relagdo entre a atividade
realizada e o efeito produzido enquanto antecipadamente se refere ao uso da regularidade abstraida em
situagdes distintas da que levou a cabo da abstragao.

Para alcancar seu objetivo, o estudante realiza uma determinada tarefa (atividade dirigida por um objetivo)
proporcionando a possibilidade de prestar atencdo nos efeitos da atividade realizada (efeito das
atividades), neste processo de observacao dos efeitos na atividade o estudante cria registros mentais
(registro da relagdo atividade-efeitos). Assim para entender o desenvolvimento das estruturas mentais por
parte dos estudantes, ou seja, estabelecer explicitamente as relagdes entre as caracteristicas da HLT de
estudantes e caracteristicas de sequéncias de ensino (identificar os objetivos de aprendizagem, definir
fluxos de trabalho e contribuir para uma avaliacdo detalhada dos entendimentos de matematica do
estudante).

Para os autores as tarefas matematicas proporcionam as ferramentas para promover a aprendizagem dos
conceitos matematicos especificos e, portanto, sdo elementos chave no processo de ensino. Dada a
natureza hipotética inerentes ao processo, o professor se vera obrigado a modificar constantemente cada
aspecto da HLT.

Ainda sobre as tarefas matematicas, Simon e Tzur (2004) identificaram tipos de tarefas que podem propor
aos alunos para que desenvolvam suas capacidades. Chamam de farefas iniciais as que podem ser
realizadas por estudantes que usam seu conhecimento prévio, ja as tarefas que permitem que os alunos
reflitam sobre ela propria relacionando-a para gerar abstracao de regularidades na relagdo atividade-efeito,
os autores denominam de tarefas de reflexdo e caracterizam ainda as farefas de antecipa¢do realizadas
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durante uma HLT as quais, para realizacdo necessitam que o aluno tenha produzido uma abstracdo de
regularidade na relacdo atividade-efeito.

As tarefas iniciais sdo usadas para a criagdo e o reconhecimento de certas experiéncias; as tarefas
reflexivas sdo para direcionar a atencdo dos alunos para a relacdo atividade-efeito e as tarefas de
antecipacao tém o intuito de levar os estudantes a identificar e analisar regularidades. Segundo Simon e
Tzur (2004), as metas de aprendizagem que os alunos podem alcancar estdo relacionadas com suas
concepgoes correntes € com as tarefas que lhes sdo disponibilizadas. Assim sendo, para o professor, entra
em cena o mecanismo de reflexdo sobre a relagdo atividade-efeito quando consideramos sua necessidade
de selecionar, entre as atividades disponiveis, tarefas que possam impulsionar o processo de aprendizagem
dos alunos.

Participantes e desenho do experimento de ensino

No experimento de ensino elaboramos uma HLT para o estudo dos conceitos de fungdes trigonométricas
e nele utilizamos tarefas matematicas envolvendo recursos tecnologicos, na concepgao de formacgao inicial
de professores para uso da informaética integrada a pratica pedagogica.

A metodologia da pesquisa foi o Design Based Research, segundo Coob et al (2003) e os sujeitos de
pesquisa foram dezesseis académicos de uma turma ingressante na Universidade no curso de Licenciatura
em Matematica. O experimento teve duragdo de 12 se¢des de 50 minutos divididos em quatro médulos,
sendo que os modulos I e III foram com duas se¢des cada e os modulos II e IV com quatro sessdes cada.
As tarefas se articularam, com o uso da tecnologia e da exploracao grafica com o software GeoGebra, a
partir dos conceitos de fungdes trigonométricas no ciclo trigonométrico; do conceito de periodicidade, da
exploracao e conjecturas para a validacao entre o argumento de uma fung¢ao trigonométrica e seu periodo.
Cabe destacar que neste artigo trazemos a discussao em torno do consceito de periodicidade.

Discussao

As tarefas propostas se dividiram em quatro momentos distintos: (1) estudo da periodicidade com o uso
de um video e por meio da exploracao de um apllet no GeoGebra o qual esbogava esse movimento
periddico; (2) vivéncia de um bingo de fungdes trigonométricas contendo fungdes com diferentes
periodos; (3) confec¢ao de um esbogo de roda gigante com materiais reciclaveis e exploracao de um applet
no GeoGebra que simulava o movimento de uma roda gigante; (4) plotagem de grafico de fun¢des
trigonométricas e investigacao sobre a relagdo entre o argumento e o periodo. No primeiro momento ficou
caracterizada a “fase de participacdao” do licenciando em Matematica.

Foi possivel analisar a compreensdao sobre o argumento de uma fungdo trigonométrica. No primeiro
momento, a tarefa foi movimentar o ponto P e observar a figura no applet P=A que comeca a se
movimentar sobre a circunferéncia no sentido anti-horario até completar a tabela e o grafico como segue
no applet, os alunos fazem inferéncias e conjecturas, generalizando as suas propriedades sejam elas
algébricas ou geométricas.
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Figura 1: Applet que caracterizou a fase de participacao
Fonte: Figueiredo, 2015

Ainda caracterizando a fase participativa do aluno usamos um jogo de bingo trigonométrico. A atividade
consistiu em utilizar cartelas com as fungdes trigonométricas e o professor projetava o grafico da fungao
em um Data Show; os licenciandos marcava m na cartela a expressdo algébrica da funcdo projetada (para
isto foi determinado 1 minuto apds exposi¢ao do grafico para que o licenciando interpretasse a funcao).
Cabe ressaltar a boa interagdo e interesse por parte dos licenciandos pela atividade e as anotagdes
realizados com relacdo a esta atividade. O didlogo abaixo ilustra essa afirmagao

Licenciando A: na aula passada vimos fungdo trigonométrica no software, onde construimos as fungoes, nesta o

professor inverteu, e escrevia no software e nos a fung¢do, no jogo de bingo, foi muito dificil porque ndo consigo

interpretar rapido o dominio e a imagem e periodo da fungdo. (grifo nosso)

Licenciando C: o jogo foi outra maneira do professor fazer com que nos aprendéssemos fungoes, muito bom.

Licenciando F: através do jogo combinamos os resultados do grdfico no software com a escrita, levou a gente a
. analisar como funciona a fun¢do seno, cosseno e tangente com o jogo e o software, muito bom.

Nesta atividade nos permitiu levar o licenciando a analisar o comportamento da fungo trigonométrica a
partir de uma visualizacdo geométrica para uma analitica expressando a lei da fun¢do. Destacamos nestes
dois momentos o processo de transi¢cao da “fase de participa¢do” em um HLT para a “fase de antecipagdo”
entre os modulos I e IT do experimento sob a coordenagao de diferentes registros (DUVAL, 1988).

A “fase de antecipagdo” se caracterizou quando utilizamos o bingo de fungdes trigonométricas, no qual o
aluno plotou o grafico de cada funcao utilizando o GeoGebra e explorou as caracteristicas a partir do
software; desta forma entendemos que o aluno foi consolidando os conceitos trigonométricos.

No méddulo 3, foi proposta a confeccdo de um esboco de roda gigante com materiais reciclaveis e a

exploragdo de um applet no GeoGebra que simulava o movimento de uma roda gigante. Assim discutimos
todo o contetido de trigonometria e dispusemos para esta etapa final de atividades com todos os materiais
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utilizados durante as aulas para o ensino de trigonometria. Com isto, nosso objetivo foi fomentar as a¢des
cognitivas necessarias para o sistema semiotico relacionando todos os tipos de representacdes, a fim de
construir a concepgao de periodos no estudo de fungdes trigonométricas.

Figura 2: Roda gigante confeccionado em papelao
Fonte: Figueiredo, 2015.

Para estabelecer se os alunos haviam respondido corretamente as tarefas da atividade sobre funcdes
trigonométricas desde sua expressao grafica até a algébrica, decidimos encontrar evidéncias na fase de
antecipagdo. Assim, no modulo 4 a plotagem do grafico de uma fungao trigonométrica e a investigagao
sobre a relacdo entre o argumento € o periodo da fungdo nas respostas dos alunos, identificamos os
conceitos, as ideias utilizadas e os argumentos propostos pelos alunos como sendo: do tipo grafico, do
tipo algébrico e de um tipo que combinava os dois anteriores que chamamos de solugdo harmonica.

O objetivo foi levar o licenciando a fazer uso do processo de antecipacdo a partir de dados sobre o
comportamento de uma fungao trigonométrica para que ele pudesse generalizar a partir de uma abstragao
de regularidades na relacdo atividade-efeito.

Assim, os resultados mostraram que os alunos responderam majoritariamente usando o processo de
construgdo cognitiva que se refere ao estagio participativo caracterizado por acdes cognitivas como
classificacdo dos registros mentais da atividade-efeito ou elementos que combinam estruturas mentais
para atingir um determinado objetivo e a coordenagdo de informagdes por meio de uma comparagdo, ou
argumentos para gerar uma nova estrutura.

Neste novo estado cognitivo, os alunos foram capazes de reconhecer a estrutura matematica na defini¢ao
de fungdes trigonométricas (objeto, propriedade, relacdo, etc (figura 3)) como antecipagdo na situagado, o
que mostra certa semelhanca com alguma situacao de experiéncia anterior (estudos oriundos da Educagao
Basica e modulos iniciais), permitindo seu uso do estdgio antecipatdrio. Por exemplo, na anotacao do
aluno sobre as propriedades das funcdes, antes de serem plotadas no GeoGebra, foram destacadas o
conjunto imagem, informagdo nao fornecida no enunciado, o qual esté a seguir:

Enunciado: Considerando as observagdes realizadas no item 1 e a funcao f{x)=sen x, apresente a lei da fungao
M sabendo que seu grafico da funcdo € uma curva que estd deslocada verticalmente 3 unidades para cima em
relagdo ao grafico da funcao f e possui dominio R, amplitude 1 e periodo 2.
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Figura 3: Resposta do aluno do enunciado da tarefa
Fonte: FIGUEIREDO, 2015.

Nos protocolos das telas de dois alunos, caracterizaram e evidenciaram a construg¢do do significado do
argumento de fungdes trigonométricas na THA; desconsideramos as respostas como parametro da fungao
seno X, pois todos construiram no GeoGebra esta funcdo; esta tentativa foi desconsiderada para analise.
Na figura 4 observando a janela algébrica, percebemos as tentativas de acerto da tarefa de cada aluno.
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Figura 4: Duas respostas de alunos para obter a Fungdo M
Fonte: FIGUEIREDO, 2015.

No terceiro momento os alunos confeccionaram um modelo de roda Gigante e investigaram o
comportamento da fungdo trigonométrica representada na simulacdo com o applet; neste sentido houve
formulagdo de conjecturas, validacdo de respostas e desenvolvimento do significado de argumento de
funcdes trigonométricas, nesta tarefa consideramos que o aluno esteve na “fase participativa” em fungao
de as ideias pertinentes estarem para a resolucao sé disponivel para o contexto da tarefa. No ultimo dos
quatro momentos, ao relacionar o periodo e o seu argumento o aluno, em um “processo de antecipagdo”,
pdde abstrair regularidades na relacdo atividade-efeito ao plotar o grafico no GeoGebra.

Consideracoes Finais

Os resultados indicaram que as interagdes dindmicas com o sistema tecnologico na HLT puderam
favorecer a generalizacdo necessaria para o desenvolvimento de processos de abstragdo reflexiva que
incidem na elaborac¢do dos conceitos relacionados as caracteristicas de fungdes trigonométricas, tais como,
por exemplo, a periodicidade. Concluimos que muitos alunos tém dificuldades em compreender o conceito
de periodicidade que pode estar vinculado a necessidade de quantificagdo a partir de uma concepgao
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dindmica. Neste sentido, as tarefas matemadticas propostas, utilizando a dinamicidade do software e o
modelo de material reciclavel, parecem ter apoiado os alunos a iniciar a coordenagao dos argumentos
trigonométricos. O processo de constru¢dao descrito na investigagdo proporcionou uma fina descrigdao da
maneira pela qual os alunos evoluiram da “fase de participacdo” da HLT para a “fase de antecipacao”
determinada pela coordenagdo de registros relacionados a modificagdo dos parametros relativos ao
argumento trigonométrico de modo a expressa-la analiticamente e geometricamente e, na sequéncia,

estender as conclusdes para casos gerais.

A interacdo e dinamismo nas ag¢des com relacdo a buscar e estender, auxiliaram os licenciandos no
entendimento das informacgdes e registros nas relagdes entre a atividade-efeito na THA com o software
GeoGebra como, por exemplo, na tarefa 4, cinco dos dezesseis licenciandos compreenderam o
comportamento da Fun¢do M e ambos realizaram os esbogos do grafico no software, definiram o seu
comportamento de forma algébrica sem dificuldade em consequéncia das fungdes propostas anteriormente
nas tarefas dois e trés.Enfatizamos que intervengoes do professor sdo também responsaveis pelo resultado,
no caso, levando o licenciando a fazer uso do processo de antecipacdo a partir de dados sobre o
comportamento de uma fungao trigonométrica. Contudo, esta reflexdo fica para uma posterior analise
deste experimento dos fatores na sequéncia de ensino que parecem influenciar no processo de construcao
do conceito de fungdes trigonométricas na THA.
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