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Resumen

El objetivo de este trabajo es analizar como el estudiante universitario utiliza las hipdtesis de una proposicion
verdadera en el proceso de verificacion y en el de demostracion. Se analizaron las producciones de un grupo de
estudiantes universitarios, a quiénes se les propuso la verificacion y demostracion de dos teoremas. En el esquema
argumentativo de la demostracion, los estudiantes al momento de utilizar teoremas ya establecidos omiten el
chequeo de hipoétesis necesarias para su aplicacion, procediendo de forma similar en el proceso de verificacion,
observandose que proponen un ejemplo que satisface la tesis sin efectuar la comprobacion de hipotesis.
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Abstract

The objective of this paper is to analyze how the university student uses the hypotheses of a true proposition in
verification and demonstration processes. We analyzed the performances of a group of university students, who
were asked to verify and demonstrate two theorems. In the argumentative scheme of the demonstration, students,
when using established theorems, omit the verification of the hypotheses needed for the application of the theorems,
proceeding in a similar way in the verification process, what let us observe that they propose an example that
satisfies the thesis without making the hypothesis testing.

Keywords: logical knowledge, verification of hypotheses

Introduccion

El estudiante universitario de ingenieria requiere en su curriculum, matematica como una herramienta que
debe permitirle desarrollar por un lado el pensamiento 16gico y por otro, capacidad heuristica sustentada
en un contenido teorico. La demostracion estd implicita en cualquier curso universitario de matematica.
De hecho, esto lleva a que el estudiante usualmente deba reproducirlas en los examenes como uno de los
requisitos para la acreditacion del curso. Esta reproduccion es en general de tipo ritual, pero esto puede
evitarse generando un aprendizaje constructivo de la demostracion. Aprender a demostrar no es un
contenido cualquiera, es una destreza que es propia de un matematico profesional y que tiene poco sentido
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exigirle a un estudiante inicial. Es esperable la comprension, interpretacion y explicacion de las mismas.
La importancia de las hipotesis de una proposicion a demostrar y su intervencion en las diferentes partes
que hacen a la cadena argumentativa de la prueba es trascendente para su comprension. Cuando los
estudiantes no pueden comprenderlas, se apropian de ellas como pueden y reproducen una version de la
prueba compulsiva y memorizada.

De forma muy adecuada, Perry, Samper, Camargo, Echeverry & Molina (2008), manifiestan este hecho
referenciando al acto de aprender a demostrar como el acto participativo que tienen los estudiantes que
realizan cierto curso de matematica y la actividad demostrativa implicita en el mismo. D"Andrea, Curia
& Lavalle (2012) proponen una ingenieria didactica que busca atenuar el problema del estudiante de
Ciencias Naturales e Ingenieria frente a la demostraciéon matematica. En esta ingenieria impera la idea de
que la demostracién de una proposicion verdadera no garantiza de forma absoluta la comprension de la
misma, sosteniéndose esencialmente en las tres facetas del lenguaje matematico: coloquial, visual y
simbolico. Proponen una serie de estrategias didacticas que se traducen en una secuencia de tareas a los
efectos de generar un aprendizaje comprensivo; significativo y constructivo con una perspectiva implicita
que permita desarrollar un pensamiento 16gico que pueda ser extrapolado a otras disciplinas especificas.
La secuencia de tareas le confiere un papel preponderante al proceso de verificacion en el contexto de la
tarea de validar una proposicion verdadera o teorema a demostrar. Luego de presentarse la proposicion a
demostrar, la secuencia de tareas consiste en la interpretacion coloquial, verificacion, visualizacion (que
puede ser su interpretacion geométrica) y finalmente la simbolizacion de la proposicion a demostrar. Estos
escalones deben ser desarrollados previos a la prueba con el objeto de facilitar la comprension de la
proposicion, ya que no tiene sentido un trabajo argumentativo sin la debida comprension del significado
de lo que se quiere probar. El proceso de prueba es inducido a través de la denominada “Guia
Secuenciada” que consiste en un instructivo general para que el estudiante pueda llevar a cabo la secuencia
argumentativa razonando sin apelar a la memoria y la repeticion. El proceso 16gico de verificacion es la
primera instancia que el estudiante universitario aborda como una instancia anterior a la
protoargumentacion, pero lo hace sin ser consciente de ello. Segiin Balacheftf (2000) a esta postura se la
denomina empirismo ingenuo. Esta accion procede simplemente desde la intuicion y al momento de
realizar una verificacion, el estudiante universitario de Ingenieria realmente no sabe como proceder. Lo
hace buscando ejemplos aleatorios ‘que funcionen’, sin criterio. Lo precedentemente descripto denota dos
cuestiones epistemologicas importantes. Por un lado, la confusion del estudiante frente a las acciones de
demostrar y verificar. Por otro lado, el desempefio en la actividad de realizar verificaciones, que no es
llevada a cabo adecuadamente sino a través de un ‘tanteo’, pero sin un sostén apropiado y un conocimiento
consistente de lo que se esté realizando. ;Sera conocida la palabra verificacion por el estudiante? Y en tal
caso, ;Se comprendera la palabra en el contexto epistemoldgico de la Ciencia Matemadtica, por lo menos
de forma primitiva? “Verificar una proposicion matemdtica verdadera es exhibir un ejemplo que
compruebe para ese caso particular que la proposicion se cumple”. (D" Andrea et al, 2012).

Un test piloto realizado en un grupo de ingresantes a Ingenieria, corrobora este desconocimiento. Se le
propuso al grupo mencionado que en una tabla de doble entrada vincularan la significacion de una serie
de términos que hacen a la epistemologia de la Ciencia Matematica. Resultd notable que la palabra
ejemplo, de un uso tan cotidiano y habitual, fuera solamente reconocida en un 50% aproximadamente de
la muestra analizada. (Sastre Vazquez & D" Andrea, 2011)
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La supresion de desarrollos tedricos en el ciclo medio ha limitado la cursada en este estadio, a la
realizacion de una préctica consistente en ejercicios donde la tnica dificultad que poseen es la aplicacion
de un algoritmo concreto, sin que medie la reflexion y la justificacion de los procedimientos. Esto lleva a
que el proceso de maduracion intelectual, se retrase, de modo que el ingresante universitario, se encuentra
con un universo diferente al del ciclo medio. Los cursos universitarios de Matematica requieren del
sustento de la teoria para realizar la practica, habito no desarrollado en el ciclo medio, donde segun
expresion textual del estudiante: ‘Matematica es sentarse a hacer ejercicios’. Esta praxis, tan alejada del
método matematico, persiste en la estructura mental del estudiante, aun al ingresar a la Universidad y
luego de un tiempo de estancia en esta e inclusive luego de recibir instruccion sobre la forma adecuada de
trabajo en Matematica, predominando asi un conocimiento ingenuo (Perkins, 1995). Esta actitud puede
ser debida a que, ain cuando pueda parecer que los estudiantes conocen la prueba de una proposicion
matematica verdadera no axiomatica, siguen sintiendo la necesidad de una verificacion. (Vinner, 1983).

Healy y Hoyles (2000) sostienen que los estudiantes necesitan realizar ensayos de verificacion — inclusive
después de realizada la demostracion — porque precisamente, la demostraciéon no los convence y la
exhibicion de ejemplos les refuerza la idea conceptual propugnada por la proposicion demostrada. Mas
alla del hecho de que una prueba formal confiere validez general a un enunciado matematico, para
confirmar esa validez, necesitan de controles posteriores (Fishbein, 1982). La eleccion adecuada de
ejemplos es una tarea que requiere reflexiéon y su practica cotidiana contribuye a la construccion del
razonamiento del estudiante. Wason y Mason (2005) establecen como definicién de ejemplo, a un
procedimiento a partir del cual el estudiante podria establecer una generalizacion y definen al proceso de
ejemplificacion, como la representacion de una categoria genérica con la que el estudiante necesita entrar
en contacto para extraer un caso particular. Lo que se postula a través de estas aproximaciones es
precisamente establecer que el uso de ejemplos ayuda al estudiante a la generalizacion. Esta, permite la
abstraccion de situaciones concretas, constituyéndose en el puente para la construccion de
argumentaciones. La eleccion adecuada de ejemplos y contragjemplos y la guia del docente en tal
busqueda en las instancias iniciales, constituiria un disparador para la produccion de demostraciones. Lo
postulado hasta el momento hace referencia a la verificacion como un proceso de exhibicion de ejemplos
simples que hagan verdadera a la proposicion para ese caso particular, que es el ejemplo propuesto.
Particularmente nos proponemos en este trabajo indagar sobre el proceso logico de verificacion de
hipotesis.

El objetivo de este trabajo es analizar como el estudiante universitario utiliza las hipdtesis de una
proposicion verdadera en el proceso de verificacion y en el proceso de demostracion.

La cuestion se enfoca especificamente a la siguiente situacion: Una proposicion que tiene la estructura
logica de implicacion o condicional y su antecedente, que constituye la hipdtesis de la proposicion posee
varias condiciones o proposiciones conectadas a través de una conjuncion, y se requiere para el
establecimiento de su validez que el antecedente sea verdadero para la concrecion de la verdad de la tesis.
De manera entonces que el problema de verificacion de hipdtesis es un problema mayor que trasciende la
accion de verificar como la exhibicion de un ejemplo que ‘encaje’ como caso particular de una cierta
proposicion.

Consideremos a continuacion los dos teoremas siguientes:
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Teorema del valor intermedio de las funciones continuas: f una funcion continua en [a, b] y sean x;, x, €
(a,b)/x1 < x, yf(x1) # f(x,) y considérese un valor k/f (x;) < k < f(x;) =3c € (a,b)/f(c) =k

Verificar el teorema en cuestion, equivale a exhibir como ejemplo, una funcién continua en un cierto
intervalo cerrado y encontrar dentro de este intervalo un par de valores tales que satisfagan lo siguiente:
los valores deben estar en la relacion de menor estricto y las imagenes de la funcion escogida en estos
valores deben ser distintas y debe escogerse un valor arbitrario k de la imagen que oscile entre los dos
valores de imagen diferentes. Bajo estas condiciones es posible verificar la tesis de manera inmediata,
pero todas las hipotesis (condiciones) expuestas deben cumplirse inexorablemente. Esta cuestion también
se requiere para el proceso de prueba, ya que la funcion auxiliar que se propone para concretar tal proceso
requiere del cumplimiento de todas las hipdtesis descriptas para poder aplicarle el teorema de Bolzano, lo
que permite en tal caso, la concrecion de la tesis. Teorema del valor medio del Calculo Diferencial o
Teorema de Lagrange:

f continua en [a, b] y derivable en (a, b) entonces 3 ¢ € (a,b)/f'(c)(b —a) = f(b) — f(a).

Las hipotesis a satisfacerse en este teorema no son tantas como en el teorema del valor intermedio de las
funciones continuas, pero necesarias que se cumplan para el establecimiento concreto de la tesis.

Experimentacion

La parte experimental de este trabajo se realizdé durante dos momentos diferentes de un curso anual de
Célculo I, es decir, un curso de Calculo en una variable. El primer momento se ubica en la unidad didactica
correspondiente a Limite y Continuidad y el segundo se ubica en la unidad didactica correspondiente a
las Aplicaciones del Célculo Diferencial. Se les pidio a los estudiantes que primero verificaran y luego
demostraran dos teoremas clasicos del Calculo. La escogencia no fue al azar. La prueba puede llevarse a
cabo de una manera simple por el estudiante que habiendo llegado a esos contenidos tiene cierto
entrenamiento

Mientras se desarrollaba la unidad didactica de Limite y continuidad, el teorema del valor intermedio de
las funciones continuas y mientras se desarrollaba la unidad didactica de Aplicaciones del Calculo
Diferencial, el teorema de Lagrange o valor medio del Célculo Diferencial. La idea de pedirles a los
estudiantes que verificaran y que luego demostraran fue para comparar el proceso de comprobacion de
hipdtesis en diferentes contextos: uno concreto como es el proceso 16gico de verificacion y otro abstracto
como es el proceso de prueba. La muestra analizada fue de 92 estudiantes ingresantes realizando un curso
anual de Calculo en una variable. Los trabajos analizados fueron producciones realizadas por los
estudiantes en clase, de manera que no hubo una convocatoria para la realizacion del trabajo. Se les hizo
la propuesta en clase y se recogieron las producciones pidiéndoles a los estudiantes que con sus
dispositivos moéviles les tomasen una instantanea a sus trabajos, de modo de poder cotejar su trabajo con
la exposicion posterior del profesor en el pizarrén, ademas de tener bien presente lo realizado para
intervenir en el debate que se genero a partir de la resolucion colectiva en clase. La categorizacion para
las respuestas fue la siguiente:

Para el item a. de verificacion:
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Completa: El estudiante realizo la verificacion partiendo de la hipotesis y verificando todos los supuestos
necesarios en el ejemplo propuesto de forma que este satisfaga la tesis.

Incompleta o parcial: El estudiante realizé la verificacion partiendo de la hipotesis y verificando algunos
de los supuestos necesarios en el ejemplo propuesto.

Sobre la tesis: El estudiante realizo la verificacion aplicando el resultado de la tesis sobre el ejemplo
propuesto sin realizar la verificacion de hipotesis.

Inconsistente: El estudiante presenta el ejemplo pero sin realizar el proceso de verificacion.

Nula: El estudiante no realiza el proceso de verificacion ni presenta ejemplo.

Para el item b. de prueba:

Prueba completa: El estudiante realiza la prueba, arribando a la tesis por aplicacion del teorema indicado
en la guia secuenciada previa verificacion de las hipotesis del teorema a aplicar sobre la funcion auxiliar
propuesta que permite alcanzar la meta.

Prueba incompleta sin verificacion de hipotesis: El estudiante realiza la prueba, aplicandole el teorema
indicado en la guia secuenciada sin la verificacion de las hipotesis del teorema a aplicar sobre la funcion
auxiliar propuesta que permite alcanzar la meta.

Prueba incompleta con verificacion parcial de hipotesis: El estudiante realiza la prueba, aplicandole el
teorema indicado en la guia secuenciada con una verificacion parcial de las hipotesis del teorema a aplicar

sobre la funcidn auxiliar propuesta que permite alcanzar la meta.

Empirismo ingenuo — clasificacion extraida de Ballacheff (2000) —: El estudiante se limita a exhibir un
ejemplo aleatorio, sin chequeo de hipotesis, considerando esta accion como mecanismo de prueba.

Nula: El estudiante no realiza el proceso de prueba.

Las consignas de los dos ejercicios se detallan a continuacion:

Ejercicio 1:

Considerar el Teorema del valor intermedio de las funciones continuas. Se pide: a. Verificarlo. b. Probarlo.
Sugerencias para la prueba: Considerar la funcion auxiliar g(x) = f(x) — k y aplicarle el teorema de
Bolzano previa verificacion de las hipotesis.

Ejercicio 2:

Considerar el Teorema del valor medio del Célculo Diferencial o Teorema de Lagrange. Se pide: a.
Verificarlo. b. Probarlo. Sugerencias para la prueba: Considerar la funcion auxiliar h(x) =
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f)(b—a) —x.[f(b) — f(a)] y aplicarle el teorema de Rolle en el intervalo del dominio de la funcién
planteada por la hipotesis, previa verificacion de las hipotesis de Rolle.

Resultados

Tabla 1: Resultados respuestas a ejercicio 1.a

Tipo de Respuesta | Numero de Porcentajes
Estudiantes

completa 7 C

P Ejercicio 1.a
Incompleta o parcial completa

8% )
10 incompleta
o parcial
1%

Sobre la tesis 37
inconsistente 20
Nula 18

Tabla 2: Resultados respuestas a ejercicio 1. b

Tipo de Respuesta | Numero de Porcentajes
Estudiantes

Prueba completa 7 ...
p Ejercicio 1.b
prueba
completa
Prueba incompleta 47 5%

sin verificacion
de hipotesis

Prueba incompleta 11
con verificacion empirismo
parcial ingenuo
de hipdtesis
Empirismo 6
ingenuo

hipétesis
12%

nula 23
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Observacion: Por razones de espacio no se incluyen los resultados del ejercicio 2, siendo los porcentajes
obtenidos bastante similares a los del ejercicio 1.

Conclusiones

El procedimiento llevado a cabo por el estudiante, en general, fue el que se describe a continuacién con
uno de los dos teoremas propuestos. Consideremos el ejercicio 1: Con el teorema de Lagrange, en general
(obsérvense los resultados obtenidos) el estudiante cuando lo verifica, propone un ejemplo, aplica el
teorema al ejemplo pero lo hace sin comprobar previamente las hipdtesis que se requieren para que se
cumpla la tesis. En el proceso de prueba, debe aplicar el Teorema de Rolle a una funcién auxiliar para
poder llegar a establecer el resultado de Lagrange. Aplica el resultado de Rolle directamente a la funcion
auxiliar, pero sin chequear las hipotesis que son las que posibilitan la concrecion de su tesis. Este tipo de
respuesta es la que predomind en las producciones de la muestra de estudiantes analizada.
Aproximadamente un 15% de los estudiantes realizaron las acciones esperadas tanto para la verificacion
como para la demostraciéon. Muy pocos casos solo realizaron la comprobacion de hipotesis para la
verificacion y no para la prueba. En el caso ultimo ocurri6 o porque no realizaron la prueba o al realizarla,
obviaron la comprobacion de hipotesis.

En general, el estudiante opera como si no comprendiera que la tesis de un teorema se concreta bajo ciertas
hipotesis. Va al resultado, sin importarle las condiciones bajo las cuales se produce ese resultado. El
estudiante tiene fuertes creencias sobre una Ciencia Matematica que consiste seglin su propio lenguaje ‘en
hacer ejercicios’ en el peor de los casos; y en el mejor, que permite resolver problemas que tienen que ver
con la cotidianeidad, pero sea como sea, su epistemologia es algo muy lejano y hasta inexistente. La
verificacion resulta un método usual de la vida cotidiana y las ciencias facticas, y probablemente la actitud
esté asociada a este hecho. Se presume que el proceso de verificacion de hipotesis pueda ser ignorado por
lo enunciado, ya que, por ser un método usual, este se limita a aplicar el resultado concreto, ignorando la
importancia que revisten las hipotesis que sostienen a la tesis. Esto es concordante con el empirismo
ingenuo postulado por Balacheff (2000). La eleccion de ejemplos es aleatoria y sin criterio. Este proceso
se extrapola también en la cadena argumentativa de una prueba. A los efectos de sanear estos problemas,
juega un papel trascendente la formacion del Profesorado para la comprension y aplicacion dela
epistemologia propia de esta Ciencia ya que no basta con que el profesor de Ciencias en general y de
Matematica en particular conozca muchisimos contenidos sobre la ciencia sino que conozca mas alla de
tales contenidos y comprenda a estos desde la filosofia, la historia y su didactica especifica. Los resultados
obtenidos y el debate realizado en clase, llevan a observar que el estudiante cuando se enfrenta a una
propiedad cuya estructura logica es la de una implicacion, les interesa solo el resultado, es decir, ignoran
la importancia que revisten la o las hipdtesis. Piensan que el resultado o la tesis de la propiedad opera
independientemente de las hipotesis. Esto necesita de una educacion en la epistemologia de esta ciencia,
no con una educacion bourbakiana, que poco tiene que ver con los tiempos que corren de la
posmodernidad, pero requiere que el estudiante conozca el lenguaje y el método que le es propio a esta
ciencia, que se insiste, tiene mucho que ver con el conductor del aprendizaje, las ideas que imprima en el
estudiante y sus propias creencias y su propia formacion.
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