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Resumen

En esta investigacion se presenta un estudio de la implicacion en el nivel universitario. Topico presente en diferentes
cursos universitarios y que presenta dificultades para que los estudiantes lo comprendan, debido a sus diferentes
interpretaciones. El marco tedrico que sustenta esta investigacion es la teoria APOE, marco de corte cognitivo que
permitio explicar como se construyé el conocimiento matematico incluido en la implicacion y en el contexto de sus
diferentes interpretaciones. Con base en el analisis de actividades aplicadas a estudiantes universitarios y a textos
de estudio, se disefiaron descomposiciones genéticas para algunas de las interpretaciones de la implicacion.
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Abstract

This investigation shows a study of implication at the university level. This topic is included in different university
courses and the students have difficulties to understand it, due to its different interpretations. The cognitive
theoretical framework that supports this research is the “APOE” theory, which allowed explaining how
mathematical knowledge included in the implication and in the context of its different interpretations was
constructed. Based on the analysis of activities applied to university students and on textbooks, we designed genetic
decompositions for some of the implication interpretations.
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Introduccion

En este reporte se presenta un estudio de la implicacion en el nivel universitario. Varios autores han
reportado que los estudiantes de dicho nivel, presentan dificultades con la comprension de dicho concepto
(Alvarado y Gonzélez, 2009, 2013; Durand-Guerrier, 2003; Epp, 2003; Ernest, 1984; Garcia-Martinez y
Parraguez, 2017; Reid, 1992). Si a lo anterior se le adiciona el hecho de que la implicacion esta presente
(explicita o implicitamente) en los diversos cursos de matematica, de distintas carreras universitarias, hace
que la indagacidén en este topico de estudio sea muy relevante.

Pero, ;qué es la implicaciéon? Desde el punto de vista matematico, una implicacion se define, en general,
como una proposicion de la forma p = ¢, a través de su tabla de verdad, p se denomina antecedente y q
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consecuente y es falsa si y solo si el antecedente es verdadero y el consecuente es falso. Sin embargo,
Quine (1950) sostiene que hay, por lo menos, cuatro interpretaciones de las sentencias condicionales (o
implicaciones), que son:

¢ El entendimiento comun.

e El conectivo proposicional.

¢ El condicional 16gicamente valido.
¢ El condicional generalizado.

En el entendimiento comun, en general, no se considera que el antecedente pueda ser falso; el conectivo
proposicional estd definido mediante las tablas de verdad; el condicional logicamente valido esta
determinado por las reglas de inferencia y el condicional generalizado es la estructura que rige los
teoremas y las definiciones. De acuerdo a Durand-Guerrier (2003), deben tenerse en cuenta estos cuatro
tipos de sentencias condicionales para que haya un real entendimiento de la implicacion.

En Matematica Educativa, no se han reportado investigaciones sobre la construccion de este concepto
desde la Teoria APOE —Accion, Proceso, Objeto, Esquema—, referente tedrico sobre el cual se baso la
presente investigacion.

En este escrito se presenta explicitamente la construccion mental dos de las cuatro interpretaciones de la
implicacion: el entendimiento comun y el condicional generalizado.

Marco tedrico

La teoria APOE es un marco teorico de corte cognitivo que surge a partir de la abstraccion reflexiva de la
teoria de Piaget. Fue creada por Ed Dubinsky (1996) y desarrollada junto a un grupo de investigadores
(Arnon et al., 2014). Segln esta teoria la construccion de un concepto matematico (o fragmento de él)
puede interpretarse a partir de las estructuras (construcciones) mentales denominadas accidn, proceso,
objeto y esquema, que se ligan —en la mente de un aprendiz— a través de los mecanismos mentales
(abstracciones reflexivas), para aprender dicho concepto. Algunos mecanismos mentales son:
interiorizacidn, coordinacion, encapsulacion, desencapsulacion. En la figura 1 se muestra la manera como
se entrelazan las construcciones y los mecanismos mentales relacionados con un concepto matematico
determinado.
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Figura 1. Construcciones y mecanismos mentales (Arnon et al., 2014, p. 10).

Diseiio metodolégico

La teoria APOE (Arnon et al., 2014) también proporciona un ciclo de investigacion formado por tres
componentes: andlisis teorico o descomposicion genética (DG), disefio y aplicacion de instrumentos, y
analisis y verificacion de los datos. En este reporte se atiende la primera componente del ciclo —la DG—,
que es un modelo cognitivo hipotético en donde se plasman las estructuras y mecanismos mentales que
un estudiante podria necesitar para aprender la implicacion como entendimiento comin y como
condicional generalizado.

Implicacion como entendimiento comun

Para esta primera interpretacion, se aplico una actividad individual (nimeros primos) a once estudiantes
de segundo afio de pedagogia de una universidad chilena, con la finalidad de determinar las estructuras
mentales de los conceptos que subyacen en esta interpretacion.

Posteriormente se les entregd una segunda actividad (laberinto) para que la realizaran de manera individual
y la entregaran en la siguiente clase. Solamente cinco de los estudiantes lo hicieron, los cuales fueron
etiquetados como E1, E2, E3, E4 y ES, mientras que el resto de los estudiantes fueron etiquetados como
E6,E7, ..., EllL

Las actividades son las siguientes:

Actividad 1 (numeros primos)

Determine el universo mas grande dentro de los numeros enteros desde 1 hasta 20, para el cual la
siguiente implicacion es verdadera:

“si n es un numero par, entonces n + 1 es un numero primo”’.

a) ¢ Como responderian los estudiantes de media?

b) ¢ Como responderia usted?

Justifique todas sus respuestas.

Actividad 2 (laberinto) (Durand-Guerrier, 2003, p. 7)
Una persona llamada X logro pasar a través del siguiente laberinto (desde Entrada hasta Salida) sin
utilizar la misma puerta (abertura) dos veces.
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Se pueden formular frases pertinentes a la situacion. Para algunas de estas frases, podemos determinar
un valor de verdad (VERDADERO o FALSO), para otras, no tenemos suficiente informacion para decidir
si son verdaderas o no (en ese caso, responda NO SE PUEDE DECIR).

De esta forma, analice cada una de las siguientes seis frases (justificando sus respuestas):

1- X cruzo P.

2- X cruzo N.

3- X cruzo M.

4- Si X cruzo O, entonces X cruzo F.
5- Si X cruzo K, entonces X cruzo L.
6- Si X cruzo L, entonces X cruzo K.

Implicacion como condicional generalizado

Para esta interpretacion, se analizaron dos textos guias de algebra lineal, los cuales forman parte de las
referencias bibliograficas sugeridas por los programas de estudio de algunas universidades sudamericanas
(Grossman, 2008; Lay, 2007), adherido a la experiencia docente de las autoras, esto, con la finalidad de
disefar una DG de esta interpretacion de la implicacion.

Resultados

De acuerdo con la descripcion metodologica planteada, el analisis de los documentos evidencio los
siguientes resultados, para cada una de las interpretaciones.

Implicaciéon como entendimiento comiin

De todas las evidencias recopiladas, se han elegido dos porque en ellas se muestran las respuestas que
fueron més comunes entre los estudiantes y, a su vez permitieron a las investigadoras proponer elementos
para el disefio de una DG.

En general, respecto de la actividad 1, seis de los once estudiantes consideran solamente el caso en el cual

el antecedente de la implicacion es verdadero. Particularmente, E9 determina los nlimeros para los cuales
el consecuente es verdadero (con algunos errores), le resta 1 a cada uno de los elementos y determina
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cuales de ellos son nimeros pares, o sea, los nimeros para los cuales el antecedente es verdadero (figura
2).
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Figura 2. Respuesta de E9 a la actividad 1 b).

En la respuesta a la actividad 2, E4 considera la implicacion cuantificada (figura 3), evidencia que permitio
incorporar otro elemento —cuantificar la implicacion—, en el disefio de la DG.
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Figura 3. Respuesta de E4 al item 6 de la actividad 2.
Otros elementos que constituyen esta DG, fueron determinados de manera analoga: causalidad de la

implicacion y temporalidad de la implicacion (Garcia-Martinez y Parraguez, 2016). La figura 4 muestra
el disefio de la DG para la interpretacion de la implicacion como entendimiento comun.
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Figura 4. DG de la implicacion como entendimiento comun.
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Es importante sefialar que tres de los cinco estudiantes que realizaron las dos actividades, en la primera,
consideraron que el antecedente de la implicacion debe ser verdadero, sin embargo, en la segunda, donde
se les dio la posibilidad “no se puede decir”, responden de manera correcta.

Implicacion como condicional generalizado
Al indagar definiciones y teoremas en libros de texto (Grossman, 2008; Lay, 2007), se observaron algunos

elementos comunes entre ellos, que estan incidiendo en la construccion de esta interpretacion de la
implicacion.

DEFINICION n Base
Un conjunto finito de vectores {v.v,... .. v,} s una base para un espacio vectorial Vsi
. dv.v......v | eslincalmente independiente.
i. {v,.v, 4 es linealmente ind dient
il {v.v,...,v |generaa V.,
TEOREMA n Si{v V.o v, €5 una basc para Vysiv e V,entonces existe un conjunto mmico de
escalares ¢, €y, ..o o€, talesque v = ¢y, + oy, + oo F N,

Figura 5. Una definicion y un teorema del libro de Grossman (2008, p. 332 y p. 333, respectivamente).

A modo de ilustracion, se muestra una definicién y un teorema (figura 5) del libro de Algebra lineal de
Grossman (2008), los cuales han sido reinterpretados (figura 6) para mostrar conceptos comunes que
sustentan el disefo de la DG. De donde se resaltan los conceptos de funcion proposicional, de antecedente
y consecuente y de implicacion cuantificada (este Gltimo no esta sefialado en la figura 6, ya que abarca
toda la definicion y todo el teorema).

Definicién 1

(VVespacio vectorial)(¥n € N*)(Yvy, vy, ..., v, € V)
Si existen escalares ¢y, ¢y, ..., €y, 00 todos cero tales que ¢, v, + ¢,v, + -+, ¢, v, = 0, entonces
V4, Vy, ..., Uy, SON linealmente independientes.

antecedente

consecuente

r—/

Teorema 1

(VVespacio vectorial)(Yn € N*)(Vv,, vy, ..., v, € V) '

.,V } es una base para V y v € V, entonces 3c;, ,, ..., C,, escalares, Unicos tales
que v = Cy0g + CUy + e, Gy,

Si {v, v, .

Figura 6. Reinterpretacion de la definicion y del teorema de la figura 5.

- 354 -



Clame =Yy Acta Latinoamericana de

Matematica Educativa SECCION 2/ PROPUESTAS PARA LA ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS
VOL 31, NUMERO 1, ARO 2018

En la definiciéon 1 se observan otras funciones proposicionales, por ejemplo “existen escalares
€1, Cy, .., Cy, NO todos cero tales que ¢, v4 + c,v, + -+, ¢, v, = 0” en donde las variables son los vectores
V4, V3, ..., Uy del espacio vectorial V.

A partir de estos elementos y la experiencia docente de las investigadoras, se disefio la DG de esta
interpretacion de la implicacion (figura 7). Consideramos que un estudiante que muestra el concepto de
funcion proposicional, 1o hace a través de la coordinacion de funcion como proceso y de proposicion como
proceso, los cuales debe haber construido previamente.

interiorizacic')[w PROPOSICION

accion

FUNCION
proceso

PROPOSICION
proceso

coordinacion
la transformacién
se realiza desde los
objetos de un uni-
Verso a proposiciones

FUNCION
PROPOSICIONAL
proceso

encapsulacion a través de la determinacion de conjuntos en los
cuales la proposicion sea verdadera y otros en los cuales sea falsa

FUNCION
PROPOSICIONAL

objeto

__desencapsulacion

CONSECUENTE
proceso

coordinacién}trayés del cog,eetifo proposicional

~
=

ANTECEDENTE
proceso

IMPLICACION
(tabla de verdad)
proceso

encapsulacion|a través del cuantificador universal

IMPLICACION CON
CUANTIFICADOR

UNIVERSAL
objeto

Figura 7. DG de la implicacion como condicional generalizado.
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Reflexion y conclusiones

La Unica estructura mental presente en la DG de la implicaciéon como entendimiento comun, es accion 'y
no se evidencian indicios de mecanismos mentales entre los diferentes elementos de la DG. En cambio,
en la DG de la implicacion interpretada como condicional generalizado, las estructuras mentales que estan
son accion (proposicion), proceso (proposicion, funcion, funcion proposicional, antecedente, consecuente
e implicacion —dada por la tabla de verdad—) y objeto (funcidén proposicional e implicacién con
cuantificador universal). Y los mecanismos mentales son interiorizacion, coordinacion, encapsulacion y
desencapsulacion.

Segin Gladys Palau (2014), la légica que trae el estudiante al comenzar un estudio mas formal de la
misma, es la l6gica del sentido comun, cuyas caracteristicas funcionan como obstaculos epistemologicos
para la ensefanza-aprendizaje de la logica clasica. Esta podria ser una de las dificultades para la
comprension de “la implicacion” y para relacionar estas dos DG. Al parecer, los esquemas de estas
interpretaciones de la implicacion no se relacionan entre si.

En lo que sigue, la investigacion pretende disefiar descomposiciones genéticas para las otras
interpretaciones de la implicacion, validar o refinar todas las descomposiciones genéticas disefiadas,
establecer relaciones entre ellas —si existen— y determinar si es posible disefiar una tinica descomposicion
genética que incluya las cuatro interpretaciones mencionadas por Quine (1950).

Entre las conclusiones mas importantes, sobresalen la necesidad de disefiar actividades para una propuesta
didactica que permita la construccion del concepto de implicacion interpretado como entendimiento
comun y condicional generalizado, como por ejemplo, actividades que incluyan frases contingentes, ya
que el desarrollo de éstas les permitira a los aprendices alcanzar abstracciones reflexivas de encapsulacion.
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