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Resumen

El presente trabajo analiza el desarrollo del razonamiento probabilistico que muestran estudiantes de bachillerato a
través de sus respuestas a una tarea referida a una situacion inscrita en el tema de distribucion binomial. El problema
consiste en predecir el comportamiento de sorteos de tipo binomial (n =2, p = '4) con el fin de observar si los
estudiantes perciben y consideran dos aspectos elementales: la variabilidad y la distribucion de los resultados. Las
respuestas se analizaron bajo la taxonomia SOLO; es decir, se organizan en cuatro categorias: preestructural,
uniestructural, multiestructural y relacional. En general, los jovenes muestran un mejoramiento en su razonamiento
probabilistico apoyado por el uso de la simulacion fisica y computacional.
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Abstract

This work analyzes the development of the probabilistic reasoning that high-school students show through their
responses to a task involving a situation of binomial distribution. The problem consists in predicting the behavior
of binomial-type distribution (n = 2, p = %) to observe whether students perceive and consider two basic aspects:
variability and result distribution. The responses were analyzed according to the SOLO taxonomy; that is, they are
organized in four categories: pre-structural, mono-structural, multi-structural, and relational categories. Overall, the
students show improvement in their probabilistic reasoning supported by the use of physical and computational
simulation

Key words: probabilistic reasoning, binomial distribution, SOLO taxonomy

Introduccion

El desarrollo del razonamiento probabilistico es uno de los objetivos importantes de la educacioén
matematica de los niveles basicos y pre-universitarios (Jones, Langrall y Mooney, 2007); mientras que la
binomial es la distribucion discreta mas importante que se estudia en el curso de probabilidad de
bachillerato. No obstante, se han hecho pocas exploraciones sobre problemas que intenten desarrollar el
razonamiento probabilistico tomando como punto de partida el concepto de distribucion, en particular, la
binomial (Garcia y Sanchez, 2013).
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Este estudio presenta una exploracion sobre el desarrollo del razonamiento probabilistico que muestran
estudiantes de bachillerato, que no han sido introducidos al estudio formal de la probabilidad y la
estadistica, tomando como punto de partida la nocion de distribucion binomial en su forma mas simple,
cuando se hacen simulaciones fisicas (monedas) y computacionales (Fathom). Este interés surge de una
de las once preguntas formuladas por Pfannkuch y Reading (2006) para el desarrollo de la nocion de
distribucion: “;Como se desarrolla el razonamiento acerca de distribuciones desde sus formas o aspectos
mas simples a unos mas complejos?”

Fundamentos

La distribucion binomial es una de las distribuciones discretas mas importantes de probabilidad que se
prescribe en los programas de estudio de bachillerato; en gran parte, por sus aplicaciones en la inferencia
estadistica y por su estrecha relacion de convergencia con la distribucion normal.

La ensenanza de esta distribucion tradicionalmente se enfoca en lograr que los estudiantes sepan obtener
la formula y aplicarla en la resolucién de problemas. Sin embargo, aunque aprendan la férmula y la
apliquen de manera eficiente, se ha mostrado que €éstos no son capaces de razonar con, y acerca de, esta
distribucion (Landin, 2014).

El razonamiento alrededor de la distribucion binomial requiere articular varios conceptos de probabilidad,
como espacio muestral, variable aleatoria, probabilidad, independencia, combinatoria, aleatoriedad,
variabilidad y distribucion; siendo estos tres tltimos los que se presentan en su forma mas elemental en la
actividad que realizaron los estudiantes. Es muy dificil que éstos estructuren dichas nociones mediante el
enfoque clasico que enfatiza solo en el aprendizaje de la férmula, por lo que es necesario buscar formas
alternativas de introducir el tema. Desde un enfoque constructivista es importante explorar lo que los
estudiantes saben y la manera en que razonan, pues a partir del conocimiento resultante se podran observar
las formas alternativas de la ensefianza del tema.

Marco Conceptual

Este estudio opto por establecer un marco conceptual apoyado en las posturas de Jabareen (2009) y Miles
y Huberman (1994), quienes declaran que este explica, ya sea en forma grafica o a través de una narracion,
las principales cosas que van a ser estudiadas y las supuestas relaciones entre ellas, restringiéndose solo a
los principales conceptos que permiten entender a éste; en particular, la Distribucion binomial, como el
contenido probabilistico cuyo aprendizaje se explora; el Razonamiento probabilistico, como la forma en
que los estudiantes unen y transforman sus ideas previas sobre probabilidad para construir el concepto de
distribucioén binomial; y finalmente, la Taxonomia SOLO, como un método que nos permite analizar los
razonamientos de éstos mediante la jerarquizacion de las respuestas que dan a las tareas.

a) Distribucion binomial. El caso mas simple de una distribucion binomial (diferente a la Bernoulli) se
presenta cuando sus parametros son n =2 y p = %; este es el modelo de probabilidad de un gran ntimero
de experiencias aleatorias, en especial, la de lanzar dos monedas (o equivalentemente dos veces una
moneda) y observar el numero de ‘aguilas’ [nombre popular de una cara de las monedas mexicanas] que
ocurren. La distribucién binomial B(x, 2, %) se representa facilmente mediante una tabla, como se muestra
en la Tabla 1.
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Tabla 1. Representacion tabular de la distribucion B(x, 2, 4)

Distribucion binomial B(x, 2,
/2)
X 0 1 2
P Vi Va Vi

Cabe destacar que las tareas de este estudio no se enfocan en el manejo adecuado del algoritmo de la
distribucion binomial; sino en el descubrimiento de relaciones de tipo estructural que subyacen a una
situacioén binomial por parte de los estudiantes.

b) Razonamiento probabilistico. Se entiende por razonamiento al proceso de formular juicios o
afirmaciones a partir de otras proposiciones ya conocidas u observaciones de un fenémeno. Bakker y
Derry (2011) mencionan que las personas forman conceptos como consecuencia de su participacion en
actividades sociales de dar y pedir razones, es decir, gracias al razonamiento se configuran y consolidan
sus conceptos. En consecuencia, es conveniente proponer tareas que propicien el razonamiento
matematico de los estudiantes.

En el campo de la probabilidad, es necesario proponer tareas en situaciones de incertidumbre que logren
captar el interés de los estudiantes, que lo enfrenten a algunas ‘grandes ideas’ de la probabilidad (Gal,
2005) y que le exijan realizar razonamientos probabilisticos; tales tareas deben involucrar a los estudiantes
en procesos de estimacion de la propension de ocurrencia de eventos, y de su prediccion y representacion,
y no restringirse s6lo a problemas de calculo (Garcia, Medina y Sanchez, 2014). Particularmente, miramos
el razonamiento probabilistico sobre la nocion de distribucion binomial como la forma en que los
estudiantes unen y transforman sus ideas previas sobre probabilidad para desarrollar dicho concepto.

¢) Taxonomia SOLO. Una manera de describir el razonamiento acerca de la distribucion binomial, desde
sus formas o aspectos mas simples a otras algo mas complejas, es analizando y organizando en una
jerarquia las respuestas de los estudiantes a una tarea. Por ejemplo, Jonas, Langrall, Thornton y Mogill
(1997) generaron y validaron una jerarquia cuyo objetivo es caracterizar el razonamiento probabilistico
de los estudiantes de primaria, tomando como base el modelo de Biggs y Collis.

La taxonomia SOLO (Structure of the Observed Learning Octcome) desarrollada por Biggs y Collis
(1991), es un instrumento disenado para evaluar la calidad de aprendizaje de los estudiantes en una amplia
variedad de situaciones escolares, en la mayoria de areas tematicas, que permite identificar elementos de
conocimiento que éstos utilizan como recursos para formar razonamientos; también, ha sido la base para
construir jerarquias de comprension o razonamiento en probabilidad y estadistica. En este estudio se utiliza
la taxonomia SOLO como una herramienta para analizar y organizar las respuestas de los estudiantes en
niveles estructurales; es decir, se categorizan en: preestructural, uniestructural, multiestructural y
relacional.
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Participantes. Treinta y siete estudiantes de un grupo de primer semestre (15-16 afios) del CCH-UNAM
y el profesor titular del grupo. Los estudiantes no habian recibido ningln tipo de ensefianza formal de
probabilidad y estadistica; ademas, no recibieron informacién respecto el proposito del estudio.

Instrumento. Se disefid una actividad con 13 tareas, llamada “A /a suerte”. El problema consiste en
predecir el comportamiento de sorteos de tipo binomial (n = 2, p = 2) con el fin de observar si los
estudiantes perciben y consideran aspectos de dos elementos principales, a saber: la variabilidad y la
distribucion de los resultados (0, 1, 2). Para realizar dichas tareas los estudiantes contaron con el uso de
objetos manipulables (monedas) y un software educativo de estadistica (Fathom), con el fin de realizar
simulaciones referentes al nimero de ‘4guilas’ obtenidas en el lanzamiento de dos monedas. Por las
limitaciones de espacio, en este informe so6lo se expondra y comentard una tarea de la actividad, cuya
finalidad era predecir si Ana, Beto y Carlos podian tener la misma frecuencia de éxito a largo plazo (ver
Tabla 2).

Tabla 2. Situacion y tarea de estudio

Situacion A4 la suerte Tarea de prediccion

Ana, Beto y Carlos juegan al ;Cuantas veces crees que gana Ana, Beto, y
lanzamiento de dos monedas para Carlos si el juego se repitiera 1000 veces?
decidir qué programa de la television Numero de veces que gana Ana (0 dguilas) =
veran. Sino sale ninguna ‘aguila’, gana
Ana; si sale exactamente una ‘dguila’, Numero de veces que gana Beto (1 aguila) =
gana Beto; y si salen dos ‘4guilas’, gana
Carlos. Numero de veces que gana Carlos (2 aguilas) =

Procedimientos. El estudio consistido en cuatro etapas, en las que los estudiantes: 1) contestaron el
cuestionario previo de la actividad para conocer su nivel de razonamiento intuitivo frente a la situacion
binomial, 2) desarrollaron una actividad guiada que consistia en utilizar objetos manipulables (monedas)
para propiciar una familiarizacion con la situacion, 3) desarrollaron otra actividad guiada que consistia en
utilizar el software con el fin de simular 1000 veces el resultado de la variable aleatoria binomial de la
situacion en repetidas ocasiones, y 4) contestaron un cuestionario posterior, con las mismas tareas del
previo, para conocer su nivel de razonamiento adquirido después de las actividades de simulacion.

Analisis y resultados
Las respuestas de los estudiantes se organizan de acuerdo a su complejidad estructural, bajo el supuesto

de que entre mayor es ésta, mejor la calidad de la respuesta. Para hacerlo se ha tenido como guia la
taxonomia SOLO (Biggs y Collis, 1991). Mediante un andlisis comparativo de las respuestas, se
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identifican los elementos o componentes que utilizan, es decir, los diferentes conceptos y/o
procedimientos que emplean en su resolucion. Con base en la identificacion de tales componentes, se
definen niveles crecientes de complejidad estructural intentando aplicar el esquema expuesto en el marco
conceptual. La Tabla 3 presenta los niveles jerarquicos de la taxonomia SOLO, y la descripcion de cada
uno de ellos, que se determinaron de acuerdo a las respuestas de los estudiantes a la tarea en cuestion.

Tabla 3. Niveles jerarquicos para la tarea de predecir el comportamiento de sorteos de tipo binomial

Nivel Descripcion de tipo de caracteristicas que presentan las respuestas para su

clasificacion

Preestructural ¢ Proporcionan frecuencias cuya suma no corresponde al nimero de sorteos
e Proporcionan frecuencias que no reflejan la forma de la distribucion ni la
variabilidad del fenémeno

Uniestructural ¢ Proporcionan frecuencias que corresponden a los valores esperados
¢ Proporcionan frecuencias que reflejan la forma de la distribucion: mayor frecuencia
al evento de obtener un aguila, y menores frecuencias a los eventos de obtener
ninguna aguila y dos aguilas
¢ Proporciona frecuencias que reflejan la aleatoriedad del fenomeno: frecuencias que
se presentan de manera desordenada

Multiestructural = e Proporcionan frecuencias que reflejan tanto la forma de la distribucion (favorece al
evento mas probable) como la variabilidad (al proporcionar frecuencias distintas a
los valores esperados), sin relacionarlas de manera adecuada al proporcionar
frecuencias algo improbables que sucedan

Relacional ¢ Proporcionan frecuencias que reflejan tanto la forma de la distribucion (favorece al
evento mas probable) como la variabilidad (al proporcionar frecuencias distintas a
los valores esperados), relacionarlas de manera adecuada al proporcionar
frecuencias probables que sucedan, es decir, con una desviacion de 50

Notas:

1) Las frecuencias esperadas son numeros de referencia alrededor de los cuales estaran las frecuencias
reales obtenidas de la realizacién efectiva de un gran numero de sorteos. En nuestro caso, si
consideramos la B (x, 2, 1/2), 1000 sorteos, y pensamos en la frecuencia con la que ocurren cada
uno de los resultados: 0, 1 y 2: la frecuencia esperada de 0 es 250; la frecuencia esperada de 1 es
500; y la frecuencia esperada de 2 es 250.

2) Mediante una simulacion estadistica en Fathom, se generan 1000 valores de la variable aleatoria y
se cuenta la frecuencia de cada resultado (0, 1, 2) observando sus diferencia con las frecuencias
esperadas. Este proceso se repite un gran namero de veces (digamos 1000 otra vez) y se observa la
distribucién de las diferencias. Se toma un valor en el que el 95% de las veces el intervalo, con
centro la frecuencia esperada y radio el valor tomado, contenga a las frecuencias reales; por lo que
consideramos adecuada una desviacion de 50.

En la Tabla 4 se presenta una ejemplificacion del tipo de respuestas dadas por los estudiantes de acuerdo
al nivel de razonamiento, seguida de una breve justificacion sobre esta clasificacion.
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Tabla 4. Ejemplificacion de acuerdo a nivel de razonamiento

ivel . . .y
razonamiento

Numero de veces que gana Ana (0 aguilas) =300 Proporciona frecuencias ou
Numero de veces que gana Beto (1 aguila) = 550 p ya
Preestructural , . .. U |suma no corresponde al
Numero de veces que gana Carlos (2 aguilas) = |
250 namero de sorteos.
Numero de veces que gana Ana (0 aguilas) =
270 Proporciona frecuencias
Numero de veces que gana Beto (1 dguila) = correspondientes a los valores
460 esperados, sin mostrar
Numero de veces que gana Carlos (2 aguilas) = | sensibilidad a la variabilidad.
270
Numero de veces que gana Ana (0 aguilas) =
250 Proporciona frecuencias
. Numero de veces que gana Beto (1 dguila) = , .
Uniestructural 500 destacando _unpam_einte la
Numero de veces que gana Carlos (2 aguilas) = forma de la distribucion.
250
Numero de veces que gana Ana (0 aguilas) =
500 Proporciona frecuencias que
Numero de veces que gana Beto (1 dguila) = se presentan de manera
400 desordenada sin reflejar la
Numero de veces que gana Carlos (2 aguilas) = | forma de la distribucion.
100
Numero de veces que gana Ana (0 aguilas) =300 fgggfglﬁgstofrfacu(iz;l;:uc?gﬁ
. Numero de veces que gana Beto (1 aguila) = 600 . a4
Multiestructural | |, .. ~ | como la variabilidad; sin
Numero de veces que gana Carlos (2 aguilas) =
100 §mbargo, son algo
improbables que sucedan.
Numero de veces que gana Ana (0 aguilas) =200 | Proporciona frecuencias
Relacional Numero de veces que gana Beto (1 aguila) = 550 | probables que sucedan
Numero de veces que gana Carlos (2 aguilas) = | considerando la forma de la
250 distribucion y la variabilidad.

En la Tabla 5 se muestran las frecuencias de respuesta por nivel de razonamiento a la tarea en el
cuestionario previo y posterior.
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Tabla 5: Frecuencias de las respuestas de los estudiantes de acuerdo a los niveles de razonamiento

Nivel de razonamiento

Cuoestionario | Nivelderasonamiento |
Preestructural | Uniestructural | Multiestructural
18 13 3 2

Previo 36*
Posterior 6 14 7 9 36*

* Un estudiante no responde la tarea.

Las frecuencias de respuestas de la tarea muestran una mejoria del cuestionario posterior al previo. En el
cuestionario previo, la mayoria de las respuestas de los estudiantes se ubicaron en los niveles preestructural
y uniestructural, dieciocho respuestas presentan inconsistencia o aspectos irrelevantes a la tarea; mientras
que en trece se considera la variabilidad o la distribucion de los resultados de manera aislada. Después de
las etapas de simulacion, se observa una mejora, nueve respuestas se ubicaron en el nivel relacional,
presentan una relacion adecuada entre la distribucion y la variabilidad al mostrar frecuencias probables
que sucedan, con una desviaciéon de 50; mientras que siete respuestas se clasificaron en el nivel
multiestructural, consideran tanto la distribucidon (mayor frecuencia de ocurrencia en el valor central que
en sus valores extremos) como la variabilidad (frecuencias distintas a los valores esperados), pero no
logran relacionarlas de manera adecuada al proporcionar frecuencias algo improbables que sucedan.

Estos razonamientos probabilisticos informales que muestran los estudiantes en sus respuestas, se basan
en ideas que generaron durante las actividades de simulacién y no emanan de la aplicacion de alguna
definicion, puesto que ninguna se introdujo o se explicd durante la intervencién. No es posible afirmar
esto con certeza, pero el proponer una distribucion con la forma y variabilidad adecuada, ya es un indicio
de que el estudiante comienza a entender, de manera informal, la nocion de la binomial.

Discusion y conclusiones

Durante la realizacion de las actividades del estudio, los estudiantes no recibieron instruccion formal sobre
el concepto de distribucion binomial y no se les menciond como responder las tareas; solo se les
proporcionaron indicaciones de como llevar a cabo las simulaciones, y con lo observado, se les solicitd
responder nuevamente las preguntas de la situacion 4 la suerte. El desarrollo del razonamiento
probabilistico permitié observar la presencia de distintos elementos de la distribuciéon binomial que
influyen en los niveles jerarquicos: aleatoriedad, variabilidad, distribucion.

En el cuestionario previo, la mayoria de los estudiantes espontineamente no proporcionan de manera
adecuada la grafica de frecuencias de los sorteos de tipo binomial; pero con la ayuda de las simulaciones,
en particular con la computacional, logran hacerlo aceptablemente, perciben la aleatoriedad de la situacion
y llegan a asociarla con su idea de frecuencia esperada, esto permite un razonamiento adecuado de la
variabilidad relacionada con la distribucion binomial. En consecuencia, las respuestas del cuestionario
posterior fueron clasificadas en niveles mas altos de razonamiento que las respuestas del previo, éstos
propusieron distribuciones que cumplen con la forma de la distribucion y la variabilidad, lo que indica un
avance general del razonamiento probabilistico de los estudiantes. Enfatizamos este aspecto porque
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consideramos que una comprension adecuada de la nocion de distribucion binomial nunca debe separarse
de la idea de que expresa un fenomeno de incertidumbre, en cuyas manifestaciones (repeticiones de sorteos
de acuerdo a la distribucién) se debe reflejar la variabilidad.

En conclusion, la nocion informal de distribucion binomial que logran desarrollar los estudiantes mediante
el uso de la simulacion, en especial con la computacional, puede considerarse como un complemento a
los aspectos relacionados con el calculo formal. Con estas actividades los estudiantes notaron la forma de
la distribucion y la variabilidad como rasgos caracteristicos de esta distribucion.
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