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Resumen

En este reporte presentamos evidencias de las estructuras y mecanismos mentales relacionados con el concepto
transformacion lineal, que se hacen presentes en estudiantes de las Licenciaturas en Matematicas Aplicadas y
Actuaria después de aprobar un curso tradicional de Algebra Lineal en la Facultad de Ciencias Fisico Mateméticas
de la Benemérita Universidad Auténoma de Puebla (BUAP). El cuestionario que nos permitié recabar dichas
evidencias tomo6 como base al propuesto por Roa (2008). El objetivo fue conocer estas construcciones mentales
para hacer algunas recomendaciones didacticas que impacten favorablemente en el aprendizaje de este concepto.
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Abstract

This report presents the evidence of mental structures and mechanisms related to the concept of linear
transformation shown by students of the bachelor’s degree of Applied Mathematics and Actuary, after having
passed a traditional course of Linear Algebra in the Faculty of Physical Mathematical Sciences at the BUAP. The
questionnaire, that allowed us to gather such evidence, was based on the one proposed by Roa (2008). The objective
was to know these mental constructions to make some didactic recommendations to nurture the learning of this
concept.
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Introduccion

Algebra Lineal es una materia que se encuentra en los programas de matematicas de diferentes carreras
tanto en ciencia como en ingenieria y economia. En distintas investigaciones (Dorier, 2000; Dorier &
Sierpinska, 2001; Sierpinska, 2000) se reportan dificultades asociadas a la naturaleza del algebra lineal
que la hacen una materia dificil para los estudiantes; por ejemplo, el alto nivel de abstraccion de sus
conceptos y los distintos modos de pensamientos que deben estar presentes para comprenderla. De entre
los conceptos que causan mayor dificultad para los estudiantes se encuentran las transformaciones
lineales, y es en este concepto que centramos nuestra atencién en este articulo. Recuperamos las
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investigaciones al respecto de Roa (2008) y de Roa y Oktag (2010, 2012) para estudiar la construccion del
concepto de transformacion lineal en estudiantes de matematicas aplicadas y actuaria. Nuestro interés en
este tema proviene de las dificultades observadas en nuestros estudiantes y compartidas con las reportadas
en los trabajos mencionados.

Antecedentes

Sierpinska, Dreyfus y Hillel (1999) reslizaron una investigacion sobre la introduccion geométrica de los
conceptos de vectores, vector propio y transformacién lineal, asi como las implicaciones que dicho
enfoque genera en las concepciones de los estudiantes y en la que buscaron evitar el obstaculo del
formalismo del concepto transformacion lineal. En palabras de estos autores: “El obstaculo del formalismo
se manifiesta en los estudiantes que operan a nivel de la forma de expresiones sin ver que estas expresiones
se refieren a algo mas que a si mismas” (Sierpinska et al., 1999, p.12).

En su investigacion utilizaron el software Cabri-Géometre 11 debido a sus caracteristicas dinamicas y la
posibilidad de realizar representaciones geométricas y aritméticas simultaneas de vectores y
transformaciones lineales, lo que consideraron apropiado para la comprension de dichos conceptos
matematicos. Al iniciar el experimento a los estudiantes nunca se les proporcion6 la definicion formal de
transformacion lineal. Se pretendia que al finalizar las actividades propuestas, los estudiantes tuvieran la
capacidad de proporcionar una definicién de transformacion lineal.

Los investigadores reportaron que la conservacion de la suma vectorial no aparecid de manera explicita
en la definicion de los estudiantes del concepto transformacion lineal e incluso la condicion T (v + w) =
T (v) + T(w) fue interpretada como una especie de proporcionalidad.

Posteriormente, Uicab y Oktag (2006) desarrollaron una investigacion sobre el problema de extension
lineal, el cual consiste en determinar una transformacion lineal dadas las imégenes de los vectores de una
base. Se buscaba identificar el obstaculo del formalismo, identificar las caracteristicas del pensamiento
teorico en los estudiantes, haciendo mayor énfasis en la deteccion del pensamiento sistémico. El objetivo
de la investigacion se centr6 en: “Observar la presencia de conexiones entre conceptos y su naturaleza,
basandonos en observaciones empiricas” (Uicab y Oktag, 2006, p.471). La investigacion incorpord el
software Cabri-Géometre 11, y consistio de seis modulos. Los cuatro primeros se enfocaron en conocer los
comandos del software, asi como los conceptos de vector, coordenadas de un vector en una base y cambio
de base en un ambiente geométrico, los mddulos cinco y seis se enfocaron en el desarrollo del concepto
transformacion lineal donde se les proporciond la definicion formal.

Los resultados que obtuvieron fueron los siguientes: los estudiantes no establecieron una conexion entre
los conceptos de base y transformacion lineal e hicieron referencia a las transformaciones basandose en
intuiciones relacionadas con su propia experiencia.

Con los resultados obtenidos encontraron evidencias del obstaculo del formalismo en un contexto
geométrico, debido a que los estudiantes manipularon objetos concretos (vectores y construcciones
geométricas relacionadas con ellos) pero que carecian de significado para ellos y so6lo lo interpretaron
como la necesidad de hacer algo.
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En el trabajo presentado por Molina y Okta¢ (2007) describen el tipo de concepciones sobre la
transformacion lineal adquiridas especificamente en un contexto geométrico basdndose en las ideas
planteadas por Fischbein (1987, citado en Molina y Oktag, 2007, p.243) sobre la intuicion y los modelos
intuitivos. La conjetura central de su investigacion fue que algunos estudiantes asocian la idea del
movimiento con las transformaciones lineales. Lo que concluyeron fue que el concepto transformacion
lineal se degrada con el tiempo y solamente persiste la idea de transformacion.

Como la mayoria de los cursos que se imparten en la Facultad de Ciencias Fisico Matematicas de la BUAP,
el de Algebra Lineal se imparte de manera tradicional, siguiendo el indice de algtn libro, mediante una
clase expositiva y la resolucion de ejercicios por parte de los estudiantes.

Con esta investigacion nos propusimos identificar la forma en la que un grupo de estudiantes ha construido
el concepto de transformacion lineal, después de haber aprobado un curso de Algebra Lineal impartido de
manera tradicional. Nos apoyamos en la teoria APOE para analizar las estructuras y los mecanismos
mentales de estos estudiantes. Especificamente, tomamos como base la descomposicion genética
propuesta por Roa (2008) y Roa y Oktac (2010, 2012), asi como algunos de los problemas que ellas
presentaron para el disefio del instrumento de recoleccion de datos.

Marco teorico

APOE es el acronimo de Accion, Proceso, Objeto y Esquema, es una teoria desarrollada por Dubinsky
(Arnon, Cottril, Dubinsky, Oktag, Roa, Trigueros y Weller, 2014) basada en el concepto de abstraccion
reflexiva de Piaget, para describir la construccion de objetos matematicos especificos. Dubinsky considera
cinco tipos de abstraccion reflexiva o mecanismos mentales (Interiorizacion, coordinacion, encapsulacion,
desencapsulacion y generalizacion) que conducen a la construccion de las estructuras mentales (acciones,
procesos, objetos y esquemas) las cuales no necesariamente ocurren de manera secuencial.

Un individuo posee una concepcion accion de un concepto matematico si las trasformaciones que hace
sobre él se realizan paso a paso, obedeciendo estimulos externos. El interioriza la accién en una
concepcion proceso del concepto si puede realizar la misma transformacion enteramente en su mente, sin
necesidad de realizar todos los pasos especificos. Si piensa en un proceso como un todo, y realiza y
construye transformaciones sobre ¢l, se dice que ha encapsulado el proceso en un objeto. Un esquema es
una coleccidon de acciones, procesos, objetos y otros esquemas que estan relacionados en la mente del
individuo de manera consciente o inconsciente en una estructura cognitiva coherente.

La investigacion basada en la teoria APOE tiene incorporado un ciclo de investigacion compuesto por tres
etapas: (1) Analisis teorico del concepto. (2) Disefio e implementacion de la ensefianza o de instrumentos
para recabar informacion después de la ensefianza. (3) Observacion, analisis y verificacion de datos. La
primera etapa toma en cuenta el andlisis de libros de texto y la experiencia de los investigadores para
determinar un camino viable en la construccion del concepto. Este camino describe las construcciones y
mecanismos mentales que un estudiante puede realizar para la construccion de un concepto matematico.
A esta descripcion se le denomina descomposicion genética del concepto. La segunda etapa consiste del
disefio e implementacion de la ensefanza, cuyas actividades estan destinadas a fomentar las
construcciones mentales requeridas por el analisis. En la tercera etapa la ejecucion de la ensefianza permite
la oportunidad de recolectar datos y analizarlos; los resultados obtenidos mediante la aplicaciéon de los
instrumentos deben ser analizados mediante la descomposicion genética preliminar para detectar qué
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elementos no fueron considerados y cuales de las construcciones dadas hipotéticamente en efecto son
requeridas y cuales no se perciben. Con esta informacion puede validarse o refinarse la descomposicion
genética, y tras sucesivas repeticiones del ciclo de investigacion, se puede dar una descripcion cada vez
mas apropiada de las construcciones mentales que un estudiante podria necesitar construir para aprender
un concepto matematico especifico.

Metodologia

Se siguio el ciclo de investigacion propuesto por la teoria APOE. En la etapa 1 se utilizo la descomposicion
genética refinada propuesta por Roa y Oktag (2010), ver la figura 1. En la etapa 2, el cuestionario propuesto
por los mismos autores, pero con algunas modificaciones que se explican mas adelante. En la etapa 3 se
analizaron las producciones de los alumnos para detectar las estructuras y los mecanismos mentales
propuestos en la descomposicion genética.

El instrumento se aplicé en la Facultad de Ciencias Fisico Matematicas (FCFM) de la BUAP durante el
semestre de otofio de 2016. Participaron 42 estudiantes que estaban cursando la materia de Programacion
Lineal y que ya habian aprobado un curso de algebra lineal; 24 pertenecen a la Licenciatura en Actuaria 'y
18 a la Licenciatura en Matematicas Aplicadas. Todos contaron con 120 minutos para responder.

El cuestionario estd compuesto por seis problemas con incisos y puede consultarse en Pérez (2016). El
primer problema tiene como finalidad detectar si los estudiantes presentan una concepcion accion del
concepto transformacion lineal; la finalidad de los problemas dos, tres y cinco es mostrar si los estudiantes
presentan una concepcién proceso del concepto; con el ejercicio cuatro pretendemos observar la
percepcidon geométrica que tienen los estudiantes cuando se aplica una trasformacion lineal con dominio
y codominio en R?. Finalmente, el ejercicio seis fue disefiado explicitamente para detectar si los
estudiantes poseen una concepcion objeto del concepto transformacion lineal; para ello indagamos si los
estudiantes consideran las transformaciones lineales como elementos de un espacio vectorial.

Accion Accion
Fiados a y b vectores particulares de U Fjadoaen Uy aen K
T(a+ b) =T(a) +T(b) T(aa) = aT(a)
)
Interiorizacion
Proceso Proceso
YV uy,uz; € U Se tiene que VYu€eUyVc €K setliene que
T(uy + uz) = T(uy) + T(uz) T(cu) = ¢ T(uw)

Coordinacion (A) |

Vu,u, EUyvb,ceEK
T(buy + cuz) = bT(wy) + cT(uy)
Proceso
Transformacion Lineal

Encapsulaciéon

Objeto Transformacién Lineal

Aplicaciéon de acciones y procesos

Figura 1. Descomposicion genética refinada (Roa, 2008, p.112)
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El ejercicio seis se compone de tres incisos; en el primero se proporciona una trasformacion lineal y se
pide que el estudiante busque otra transformacion lineal que al sumarse con la que se le proporciond,
también sea una trasformacién lineal. En el segundo inciso se cuestiona si se puede concluir que los
sumandos son transformaciones lineales cuando la suma es una transformacion lineal. En el tercer inciso
se cuestiona si se puede concluir que un sumando es una transformacion lineal cuando el otro lo es y la
suma de ambas transformaciones también. En todos estos incisos se requiere que el estudiante sea capaz
de reconocer la estructura y caracteristicas generales de las transformaciones que se le aportan, y se espera
que sea capaz de proponer transformaciones con caracteristicas similares, asi como de realizar operaciones
con ellas. Al reconocer su estructura, pensar en cualquier otro elemento que comparta sus propiedades y
operar con ellas, el estudiante demuestra una concepcion objeto de las transformaciones lineales. En
particular, que las percibe como elementos de un espacio vectorial de transformaciones del mismo tipo.

Resultados

Como ya se habia sefialado con anterioridad los resultados empiricos fueron analizados con la ayuda de
la descomposicion genética. Los criterios utilizados durante el analisis fueron los siguientes:

Consideramos que un estudiante tiene una concepcidon accion si puede encontrar las imagenes de los
vectores dadas las funciones, pero consideran que la preservacion de la suma de dos vectores particulares
del dominio y la multiplicacion de un vector por un escalar particular del campo son condiciones
suficientes para afirmar que la transformacion dada es lineal.

Para el andlisis de la concepcion proceso consideramos dos etapas de abstraccion: la concepcion proceso
de las propiedades de una transformacion lineal, como primera etapa, y la concepcion proceso del
concepto en si, como segunda. Consideramos que un estudiante posee una concepcion proceso de las
propiedades si demuestra la linealidad de una transformacién mediante el cumplimiento de las dos
propiedades de manera individual, o en caso de no ser una transformacion lineal si demuestra que no se
cumple alguna de las dos propiedades, ya sea con un contracjemplo o de forma general. Afirmamos que
un estudiante cuenta con una concepcion proceso del concepto cuando demuestra la linealidad de una
transformacion mediante el cumplimiento simultdneo de ambas propiedades. Es decir, demuestra que una
funcioén es una transformacion lineal si preserva combinaciones lineales. Diremos que un estudiante posee
una concepcion objeto del concepto, si considera las transformaciones lineales como elementos de un
espacio vectorial.

El analisis de los datos mostré que las concepciones de los estudiantes varian segun la carrera que estudian,
por lo que, a pesar de que no era un objetivo de la investigacion el comparar el desempeno de los
estudiantes segiin su formacion académica, consideramos adecuado y ttil presentar los resultados por
separado. Las evidencias encontradas sobre la concepcion que lograron los estudiantes se resumen en la
tabla 1.
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Tabla 1. Tabla comparativa de la concepcion construida por los estudiantes segun su carrera de estudio

Estudiantes

de Porcentaje
Concepcion |Estudiantes | Porcentaje [ Matematicas | Porcentaje | Participantes | general
construida |de Actuaria | (%) Aplicadas  [(%) totales (%)
Accion 3 13% 1 6% 4 10%
Proceso 14 58% 10 56% 24 57%
Objeto 7 29% 7 39% 14 33%
Total 24 100% 18 100% 42 100%

Como se puede observar en la tabla, es mayor el porcentaje de estudiantes de la Licenciatura en Actuaria
que permanecieron en una concepcion accion del concepto transformacion lineal que el de estudiantes de
la Licenciatura en Matematicas Aplicadas.

De igual manera hay mas estudiantes de Actuaria que de Matemadticas Aplicadas que lograron una
concepcion proceso. Sin embargo, es importante sefialar que la mayoria de ellos evidencian solo una
concepcion proceso de las propiedades y no del concepto. Un 60% de estudiantes de Matematicas
Aplicadas evidencid la concepcidon proceso del concepto, mientras que un 14 % de los de Actuaria se
ubico en este nivel (estos porcentajes no aparecen en la tabla 1). Por lo que debemos resaltar que la
concepcion lograda por los estudiantes de Matematicas Aplicadas es mas abstracta que la conseguida por
la mayoria de los estudiantes de Actuaria. Esto se respalda al observar que un mayor porcentaje de
estudiantes de Matematicas Aplicadas logré una concepcion objeto del concepto, comparado con el de
estudiantes de la carrera de Actuaria que lograron esta concepcion. Dichos estudiantes respondieron solo
uno de los tres incisos del problema 6, con lo que en realidad muestran que su concepcion objeto es
incipiente; y solo dos estudiantes de Matematicas Aplicadas fueron capaces de responder con argumentos
solidos el resto de los incisos, con lo que demostraron una concepcion objeto mas robusta.

Los datos ponen en evidencia que tras haber aprobado un curso de algebra lineal bajo una instruccion
tradicional, la concepcion construida por la mayoria de los participantes no les permiti6 pensar las
transformaciones lineales como elementos de un espacio vectorial que pueden ser operados dentro de éste
como entes abstractos sin perder sus propiedades. Esto impidié que pudieran realizar acciones sobre ellas
y pensar en sus propiedades de forma estructural y no inicamente operativa para casos particulares.

En la figura 2 se puede observar la respuesta al primer inciso del ejercicio 2 de un estudiante de actuaria
con etiqueta EA20, quien muestra una concepcion accion del concepto transformacion lineal. Este
estudiante no logro interiorizar las propiedades que caracterizan a este objeto matematico ni generalizarlas
a elementos arbitrarios del espacio vectorial.
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Figura 2. Ejemplo de la respuesta de un estudiante con una concepcion Accion.

En la figura 3 se muestra otro ejemplo de una respuesta al mismo ejercicio 2 inciso a del estudiante
etiquetado como EMA41 quien da evidencia de una concepcion proceso de las propiedades. Finalmente,
en la figura 4, la respuesta de un estudiante (EA4) quien logré una concepcion proceso del concepto.
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Figura 3. Ejemplo de estructura mental concepcion proceso de las propiedades
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Figura 4. Ejemplo de estructura mental concepcion proceso del concepto

Conclusiones

Afirmamos que la descomposicidon genética que consideramos en nuestra investigacion es, en general, una
buena herramienta de andlisis debido a que describe adecuadamente la manera en que los estudiantes
encuestados construyeron el concepto transformacion lineal.

El grupo de estudiantes encuestado mostré diferencias en el nivel de abstraccion alcanzado, lo cual podria
explicarse por los objetivos y cantidad de materias tedricas propias de cada carrera. Al momento de cursar
la materia de Algebra Lineal los estudiantes de la carrera de Matematicas Aplicadas a tuvieron que haber
aprobado dos materias mas de matematicas puras que los de la carrera de Actuaria. Esto pudo haber
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contribuido al desarrollo de habilidades que les permitieron interiorizar, generalizar y en algunos casos,
encapsular el concepto en estudio.

A partir del analisis de las respuestas se sugiere que los estudiantes trabajen con distintas funciones lineales
en las que se le permita verificar que el cumplimiento de las dos propiedades de una transformacion lineal,
para la totalidad de los elementos del dominio, y no solo de casos particulares, es equivalente a la
preservacion de combinaciones lineales.

Finalmente, consideramos de suma importancia que los estudiantes tengan mas oportunidades de reflexion
que les permitan desarrollar una concepcion objeto del concepto. Como trabajo a futuro se plantea el
utilizar los resultados de esta investigacion para el disefio de una secuencia de aprendizaje que permita la
construccion de este concepto hasta la concepcidn objeto.
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