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Resumen

En el presente reporte damos cuenta de los resultados de un experimento de ensefianza cuyo propdsito fue
determinar el grado de compresion del concepto de funcién cuadratica en estudiantes de nivel medio superior de la
Ciudad de México. El experimento consistio en una serie de actividades que se trabajaron siguiendo el modelo de
ensefanza Aprender Matemdtica, Haciendo Matematica; el analisis se centrd en las Dimensiones Contenido y
Acceso Equitativo al Contenido definidas en el marco de referencia TRU (Teaching for Robust Understanding:
Ensefianza para un Entendimiento Solido). Los avances en la compresion del concepto se consignaron en una
rabrica.
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Abstract

This paper reports the outcomes of a teaching experiment whose objective was to determine the level of
understanding of quadratic function concept in senior high school students in Mexico City. The experiment
consisted of a series of activities developed under the teaching model to learn mathematics doing mathematics; the
analysis focused on the Content and Equitable Access to Content Dimensions defined in the Teaching for a Robust
Understanding framework. Advances in the understanding of quadratic function concept were recorded in a rubric.

Key words: pattern recognition, generalization, quadratic functions.

Introduccion

En este articulo damos cuenta de algunos resultados obtenidos de un experimento de ensefianza (Steeffe
y Thompson, 1999) cuyo propésito fue determinar el grado de compresion del concepto de funcion
cuadratica en estudiantes de nivel medio superior en el Colegio de Ciencias y Humanidades (CCH),
perteneciente a la Universidad Nacional Autonoma de México (edades entre 14 y 18 afios).

El estudio forma parte de una investigacion educativa en el aula encaminada a la documentacion de la

eficacia de una serie de actividades. Nuestro objetivo es promover la comprension del concepto de funcion
matematica en bachillerato.
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El concepto de funcidn tiene un papel fundamental en el entendimiento de conceptos matematicos que se
estudian en calculo, ecuaciones diferenciales y algebra lineal, entre otras ramas de la matematica. Es muy
importante en el uso de la matematica como un cuerpo de conocimiento que ayuda a explicar fenomenos
a través del modelado (entendido como el proceso de creacion de un modelo matematico que ayuda a
entender un fenémeno, natural o no).

En experimentos anteriores (Chavez, Flores y Gomez, 2016), nos enfocamos en la promocion del
entendimiento del concepto de funcion a través de la modelacion matematica (uso del modelado
matematico con fines educativos: se trata de una combinacion de los términos modelado y educacion).
Dado que los resultados obtenidos no han sido Optimos, en esta ocasion integramos actividades de
graficacion y un juego de dominoé. La hipotesis que subyace en nuestro razonamiento es que las actividades
de modelado no son suficientes para entender el concepto de funcidon y que es necesario incluir actividades
y ejercicios de otro tipo. Otro de los factores que pueden estar influyendo en los resultados poco
satisfactorios se refieren al tratamiento de las actividades en el aula, consideramos que durante su
desarrollo debe haber un ambiente de aprendizaje propicio. Para determinar si el ambiente de aprendizaje
es el adecuado se pondra atencion en las Dimensiones Contenido de la Materia y Acceso Equitativo al
Contenido definidas en el marco conceptual de referencia Enserianza para un Entendimiento Solido (TRU,
por sus siglas en inglés; Schoenfeld, 2016).

Asi, los propositos del presente experimento fueron:

a. Determinar el grado de comprension del concepto de funcion cuadratica a través del desarrollo
de una serie de actividades de modelado, graficacion y conversion entre representaciones
semioticas del concepto.

b. Analizar las dimensiones Contenido de la Materia y Acceso Equitativo al Contenido.

Lo anterior en el contexto del modelo de ensefianza-aprendizaje Aprender Matematica, Haciendo
Matematica.

Marco tedrico

El experimento consistio en una serie de actividades que se trabajaron siguiendo el modelo de ensefianza
Aprender Matemdtica, Haciendo Matematica (Flores, 2007, 2010) que privilegia la resolucion de
problemas (principalmente a través de la modelacion matematica) y el trabajo en equipo. Este modelo sera
considerado como nuestro marco teorico, y corresponde a una didactica centrada en el aprendizaje cuyos
cimientos se encuentran en:

e El pensamiento reflexivo que describe Rodgers (2002) como “un proceso de formacion de
significados que lleva al individuo de una experiencia a otra con un entendimiento mas profundo
de sus relaciones y sus conexiones con otras experiencias y otras ideas” (p. 845)

e En el planteamiento de que el aprendizaje depende del ambiente, de la mediacién de las
herramientas (Vigosky, 1978) y de las acciones que desarrollan los estudiantes (Dewey, 1989).
El aprendizaje es una actividad individual que se desarrolla en la convivencia social.
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e La teoria de las Representaciones Semioticas de Duval (1995) que establece que que un objeto
matematico tiene varias representaciones semioticas: la comprension cabal de un concepto
matematico se da cuando el individuo es capaz de hacer un tratamiento del concepto en todas sus
representaciones, y tiene la habilidad de transferir el objeto matematico de una representacion a
otra.

e El Modelo Educativo del CCH, que promueve la autonomia del estudiante basandose en tres
principios fundamentales: Aprender a aprender, Aprender a hacer y Aprender a ser (UNAM,
1971).

Asi mismo, el andlisis de los resultados se hara desde la perspectiva del marco de referencia TRU
(Schoenfeld, 2016) que explica lo que sucede en el aula, con la intencion de mejorar la ensefianza en
busqueda de un entendimiento solido. Para esto el acontecer en el aula se divide en cinco dimensiones:
Contenido de la Materia; Demanda Cognitiva; Acceso Equitativo al Contenido; Disponibilidad, Dominio
e Identidad; y Usos de la Evaluacion.

En particular, nos interesa el analisis en cuanto al Contenido y al Acceso Equitativo al Contenido.
Schoenfeld (2016) define el Dominio Contenido como el grado en el que el contenido que abordan los
estudiantes representa el mejor entendimiento disciplinario; los estudiantes deben tener oportunidades
para aprender la matematica y las practicas matematicas importantes, y para desarrollar habitos mentales
productivos en el quehacer matematico. Mientras que el Dominio Acceso Equitativo al Contenido esta
definido como el grado en el que las estructuras de la actividad en el aula fomentan el involucramiento
activo de todos los estudiantes de la clase con el contenido que se aborda.

Desarrollo experimental

El experimento de ensefianza estuvo conformado por una secuencia de ocho actividades sobre funciones
cuadraticas cuya tematica se abordé a través de resolucion de problemas, graficacién y conversion entre
representaciones. El experimento se llevd a cabo en la Escuela Nacional Colegio de Ciencias y
Humanidades (CCH), bachillerato de la Universidad Nacional Auténoma de México (UNAM), en cuatro
grupos de primer semestre (15-16 afios) del turno vespertino.

1l

Se

| '§
M——s Foo L DT LT Nemtrn ce los imegranes ool aqupe
O

Evmnacce (1 o

Proces ) s Lo t,-l'-u::u--x:uuau:qrw
SO0 P e 00 pesos Emammm—-——wu
'ﬂnn:-mrn‘a‘-—m—m‘-umm
e b ceom, oy »

—— 70 0% por chdl aN0 Qe et Sy se Pacroese cnco

) E8rte on moces mamniscs e -
 Ga n toin vt

G ¢En oy
PICS 4w mACe B Wl pn ooy & ey

Middo: X 60~ X 15 45 x

Figura 1. Hoja de trabajo sobre funciones cuadraticas. Fuente propia
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Los alumnos consignaron los resultados en hojas de trabajo que analizamos por medio de listas de cotejo,
matrices de resultados y bitdcoras COL; los resultados de estos instrumentos se condensaran en una rubrica
sobre la comprension del concepto de funcion cuadratica. Durante las actividades se propicid el trabajo
cooperativo con la formacion de equipos pequefios que se abocaron al desarrollo de las actividades. Tuvo
una duracion de tres semanas, cinco horas por semana, distribuidas en dos sesiones de dos y una de una
hora. La ultima hora fue utilizada para llevar a cabo actividades de evaluacion. En la Figura (1) se muestra
la hoja de trabajo de una de las actividades de evaluacion.

En la Tabla 1 presentamos la rubrica para determinar el grado de comprension del concepto de funcioén

cuadratica (Flores y Gomez, 2009):

Tabla 1. Rubrica de evaluacion del concepto de funcion cuadratica. Fuente propia.

I R N

Concepto de Procedimiento que se realiza a Relacion entre dos variables. Relacion de dependencia entre dos
funcion través de una ecuacion para Puede definir dominio, variables, en la que a cada valor de la
resolver un problema y obtener su | contradominio y regla de variable independiente, le asocia un
resultado. correspondencia, pero no con Unico valor de la variable dependiente.
suficiente claridad. Reconoce dominio, contradominio y
regla de correspondencia
Variacion No reconoce la variacion de la Reconoce la diferencia entre una Reconoce la diferencia entre una
funcidn, en relacion con la variacion lineal y la que no lo es, variacion lineal, una variacion
variable independiente. puede generalizar lo que no es cuadratica, y otras
lineal como cuadratica
Representacion No relaciona la parabola con la Reconoce la parabola vertical Reconoce la parabola vertical como
grafica funcién cuadratica, puede como representacion de una representacion de una funcion
distinguirla de la recta. funcién cuadratica, pero no cuadratica.
reconoce los diferentes Es capaz de reconocer los elementos de
parametros y su influencia. la parabola.
Reconoce la influencia de los
parametros.
Representacion No reconoce la expresion Reconoce la funcion cuadratica en | Puede reconocer la funcion en su forma
algebraica algebraica correspondiente a una la forma general, pero no cuando | general y en la forma estandar.
funcioén cuadratica esta factorizada o en otra forma.
Representacion No reconoce la variacion en una Sabe que se puede obtener el tipo | Reconoce la variacion cuadratica en una
tabular tabla de variacion mediante diferencias. | tabla mediante las diferencias de las

Transito entre una

No reconoce una representacion y

Tiene algunos problemas para

diferencias.

Es capaz de transitar de un modelo a

y otra otra como elementos de una transitar de una funcion a otra. otro, y reconoce que pertenecen a la
representacion misma funcioén Es capaz de encontrar los ceros, misma funcion.
pero no los relaciona con las En particular relaciona las raices de la
raices grafica con los ceros de la expresion
algebraica
Modelacion No reconoce un modelo Reconoce con ayuda, un modelo Reconoce el modelo cuadratico en

cuadratico cuando se le presenta.

cuadratico en distintas situaciones
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En la Tabla 2 se presenta la rubrica utilizada para evaluar las dimensiones TRU.

Tabla 2. Rubrica para evaluar las dimensiones Contenido y Acceso Equitativo al Contenido. Adaptada de Schoenfeld (2016)

Contenido

(En qué medida el contenido que abordan los
estudiantes representa el mejor entendimiento de la
matematica?

Las actividades de ensefianza no estan enfocadas
en el contenido propuesto y no tienen coherencia,
se carece de oportunidades para involucrarse en
practicas clave de razonamiento y de resolucion de
problemas.

Las actividades estan principalmente orientadas
hacia el desarrollo de habilidades, con someras
conexiones entre procedimientos, conceptos y
contextos y se da una minima atencion a practicas
matematicas clave.

Las actividades dan apoyo a conexiones
significativas entre procedimientos, conceptos y
contextos (cuando sea apropiado) y proporcionan
oportunidades para involucrarse en practicas
matematicas clave.

Acceso Equitativo al Contenido

(En qué medida el profesor mantiene el acceso
del contenido de la leccion para todos los
estudiantes?

Hay un acceso diferenciado al contenido
matematico, o una participacion desigual en su
desarrollo, y no se hacen esfuerzos para remediar
esta situacion.

Hay un acceso o participacion disparejos, pero el
profesor hace algunos esfuerzos para
proporcionar acceso matematico a un nuamero
mas amplio de estudiantes.

El profesor apoya activamente una participacion
amplia y significativa de sus estudiantes y lo logra
en gran medida; o lo que parecen ser estructuras
establecidas en el ambiente de ensefianza-
aprendizaje promueven dicha participacion.

Resultados

En algunos casos los estudiantes llegan a la expresion correcta del modelo algebraico pero no la insertan
en una relacion funcional; muchos no llegan a la regla de correspondencia correcta. La mayoria presenta
problemas para distinguir entre variable dependiente e independiente. Con respecto a las representaciones
grafica y algebraica, la mayoria reconocen cuando se trata de una funcién cuadratica e identifican el
vértice, las raices o ceros de la funcion y su concavidad. Los estudiantes tienen problema para transitar de
una representacion a otra, sobre todo de la tabular a la algebraica. A pesar de que la mayoria reconoce un
modelo cuadratico, sobre todo en sus representaciones algebraica y grafica, no todos son capaces de
determinar algebraicamente el maximo o minimo de la funcion.

Con el analisis de la rabrica sobre entendimiento del concepto de funcién cuadratica determinamos situar
a los estudiantes, en su mayoria, en el nivel de comprension intermedio, aunque es posible colocar a
algunos en un nivel a medio camino entre el intermedio y el avanzado.

Por su parte, con respecto al Dominio Contenido, definido como el grado en el que el contenido que
abordan los estudiantes representa el mejor entendimiento disciplinario, proporcionando a los estudiantes
la oportunidad de aprender el contenido y las practicas importantes de la materia, y de desarrollar habitos
mentales disciplinarios y productivos, la secuencia de actividades cubre por completo el contenido
disciplinario y los aprendizajes propuestos en el programa oficial de la escuela en donde se aplico. El
analisis, entonces, deberia hacerse tomando en cuenta qué tanto el programa de matematica cumple con
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este Dominio. En un analisis somero, podemos decir que, a pesar de que se dice que el programa se centra
en los aprendizajes del estudiante, el €nfasis se pone en los contenidos y en estrategias de ensenanza (que
no de aprendizaje). El problema con este programa es que no hubo una reflexion suficiente sobre qué es
un aprendizaje y, en la mayoria de los casos se consignan procedimientos en vez de un aprendizaje. En la
Figura 2 se muestra parte del programa.

Aprendizajes Tematica Estrategias sugeridas

+ Expresalafuncién y=ax’ +bx |+ La funcién y=ax? + bx +¢ y sus |+ El profesor cuestiona a los alumnos sobre la simetria de la grafica de las fun-
+c enla forma estandary=a(x- | propiedades gréficas. ciones cuadraticas, y su utilidad para determinar el valor maximo o minimo y
h)2+k, usando el método de| - Simetria, concavidad, maximo o| las coordenadas del vértice.
completar un trinomio cuadra- minimo. * El profesor plantea a sus alumnos la actividad de transformar una funcién
do perfecto. Ademas, interpre- | * Forma estandar y=a(x-h)*+k cuadratica a la forma y=a(x-hf+k y analizar su utilidad para determinar las
ta el impacto de sus pardmetros caracteristicas analiticas y graficas de la funcién.
en el registro grafico.

+ Comprende los términos de con-

cavidad, vértice, maximo, mi-
nimo y simetria.

Resuelve problemas sencillos | Problemas de aplicacion. El profesor resalta la importancia de los métodos algebraicos en la resolucién de
de méximos y minimos aprove- problemas de optimizacién en diversos contextos, por ejemplo, numéricos, de
chando las propiedades de la fun- areas, costos y ganancias.

cién cuadratica.

Figura 2. Parte del programa de la Unidad 2. Funciones cuadraticas y su aplicacion. CCH (2016).

Como las actividades se cifien a este programa, consideramos que se pueden colocar en el nivel dos de la
rubrica correspondiente (Tabla 2).

Para observar en qué medida el profesor mantiene el acceso del contenido para todos los estudiantes, la
informacion de las bitacoras resulta de utilidad. Por ejemplo, tenemos el caso de dos compafieros
estudiantes: el estudiante A indico desde el inicio del curso que las matematicas le cuestan mucho trabajo
y “no sabe nada”, mientras que la estudiante B es muy habil, y le gusta apoyar a sus compafieros; se les
recomend6 que trabajaran juntos (aunque tenian la libertad de asociarse con quién ellos quisieran). Al
final del curso la estudiante B consignd en una de sus reflexiones: “Creo que una de las cosas mas
importantes es aprender a trabajar en equipo, me senti muy bien, senti que las cosas que aprendi las aprendi
por mi misma”. Mientras que el estudiante A menciond que lo importante fue “...entender mas las
matematicas, subir el nivel en una materia que casi no entendemos, [...] superar mis metas paso a paso...”.
Estos comentarios son muestra de como el trabajo en equipo, en particular con dos estudiantes en
situaciones muy diferentes, es de utilidad para que el estudiante sienta que estd aprendiendo y tenga la
oportunidad de acceder al conocimiento. La propuesta de la profesora puede ser un factor que ayudé a
lograr un acceso equitativo, sin embargo, a pesar de éstas y otras muestras similares, se tiene la conviccion
de que los esfuerzos no son suficientes, pues se tiene la impresion de que algunos estudiantes no tuvieron
el mismo acceso, entre otras cosas, por falta de motivacion.

De acuerdo con la rabrica de la Tabla 2, se llegd a la conclusion de que la Dimension Acceso Equitativo

quedo en el Nivel 2: hay un acceso o participacion disparejos, pero el profesor hace algunos esfuerzos
para proporcionar acceso matemdtico a un numero mas amplio de estudiantes.
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Conclusiones

Consideramos que los avances en ambos aspectos de la investigacion, grado de comprension del concepto
de funcion cuadratica, y la atencion a los dominios Contenido de la Materia y Acceso Equitativo al
Contenido, son insuficientes con respecto a las expectativas que se tenian al inicio de la puesta en practica.
No tenemos certeza de las causas de estos resultados, pero es posible aventurar algunas hipdtesis que
podrian determinar la direccion de nuestra investigacion:

e Esnecesario redefinir los aprendizajes planteados en el programa de acuerdo con una concepcion
puntual sobre el término aprendizaje y, a partir de esto, determinar las actividades y las estrategias
a seguir, dando un papel central al estudiante en las estrategias de aprendizaje sugeridas.

e Eltiempo para tratar funciones cuadraticas es insuficiente (15 horas) falta tiempo para la reflexion.
Una posible solucion seria integrar la unidad anterior a ésta, Ecuaciones Cuadraticas, y disenar
actividades que cubran ambas tematicas de manera simultanea.

e Se ha descuidado el ambiente en el aula, en el sentido de que se sigue poniendo méas énfasis en la
ensefianza que en el aprendizaje (esto también se manifiesta en las estrategias sugeridas en el
programa). Es necesario hacer una reflexion mas profunda sobre este tema y disefiar ambientes de
aprendizaje mejores en los que se garantice el acceso equitativo al contenido.
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