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Resumen

En el marco de un proyecto de investigacion cuya intencion final es contribuir en el redisefio del discurso
Matematico Escolar vigente —particularmente en el contexto de la formacion inicial docente—, y desde la perspectiva
que ofrece la Teoria Socioepistemoldgica, hemos realizado una problematizacion de las nociones trigonométricas
en un escenario historico, cuyo fin es identificar elementos que propiciaron su emergencia y evolucion. De los
fundamentos, métodos y resultados de esta etapa pretendemos dar cuenta en este espacio.
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Abstract

As part of a research project aimed at contributing in the redesign of the current School Mathematics discourse,
particularly, in the context of prospective mathematics teacher’s training, and from the perspective offered by the
Socio-Epistemological Theory, we have made a problematization of trigonometric notions in a historical setting,
which is intended to identify elements that favor its emergence and evolution. We seek to show the foundation,
methods and results of this research stage.
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Introduccion

La Teoria Socioepistemologica sostiene que, en tanto el saber matematico se ha construido socialmente
en ambitos no escolares, en su introduccion en el sistema educativo se producen discursos —denominados
genéricamente discurso Matematico Escolar (IME)—, que ademds de facilitar la comunicacion de
conceptos y procedimientos matematicos (Cantoral, 2013), norman la organizacion de la matematica
escolar y determinan las formas de participacion y consenso en el ambito didactico (Romero, 2016).

Desde esta perspectiva, y mediante el andlisis de libros de texto, planes-programas de estudio y
experiencias didacticas con profesores y alumnos del nivel Medio Superior, estudios como los de Montiel
(2005; 2007), Jacome (2011) y Scholz (2014) observan que —bajo el dME vigente— las construcciones
geométricas, al igual que su proporcionalidad, son dadas y que los problemas que se presentan en clase
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proveen de manera inmediata todos los datos necesarios para ser resueltos, reduciendo el trabajo del
alumno a elegir la ‘formula’ trigonométrica adecuada, sustituir los datos y realizar las operaciones
numérico-aritméticas que le permitan obtener el resultado que se solicita, esto es, a aprovechar las
nociones trigonométricas como una herramienta técnica para el calculo de un valor faltante.

Aunado a esto, Montiel y Jacome (2014) concluyen que la tradicion escolar asocia a las nociones
trigonométricas, ademds del significado como técnica antes mencionado, un significado lineal y
aritmético. El primero de ellos refiere al constante manejo lineal que recibe la relacion dngulo-lado en el
tridngulo rectangulo, mientras que el segundo alude a la centracion en el dominio aritmético observada en
el tratamiento escolar actual de la trigonometria.

En suma, la falta de analisis sobre la naturaleza particular de la relacion angulo-lado en el triangulo
rectangulo y la invisibilidad de los procesos de construccion geométrica —que reducen su uso al de una
herramienta técnica— promovida por el dME vigente, configuran el fendmeno didactico denominado
aritmetizacion de la Trigonometria (Montiel, 2011; Montiel y Jaicome, 2014).

Ante esta problematica, y en el marco de un proyecto de investigacion cuya intencion final es contribuir
en el redisefio del dME —especificamente en el contexto de la formacion inicial docente en Honduras—,
realizamos una problematizacion de las nociones trigonométricas en un escenario historico, con el afan de
acercarnos a sus usos y significados primeros, mismos que se han perdido paulatinamente en la
introduccion de la trigonometria al sistema educativo. De los fundamentos, métodos y resultados de esta
etapa se pretende dar cuenta en este espacio.

Problematizacion en un escenario historico

En nuestra disciplina, los estudios de corte historico no suelen analizar las construcciones mentales, ni las
obras didacticas u originales pertenecientes a otras areas del saber, ya que no advierten en ellas valor
matematico. Sin embargo, la Teoria Socioepistemologica parte del planteamiento diametralmente opuesto
al afirmar que “el pensamiento humano posee una herencia” (Cantoral, 2013, p. 105).

En consecuencia, desde esta perspectiva tedrica, mas que historiar, nos interesa historizar el conocimiento
matematico, en otras palabras, nos importa “no solo la relatoria de hechos historicos, sino la busqueda de
las circunstancias socioculturales que rodean la generacion de conocimiento matematico” (Montiel y
Buendia, 2012, p. 68). Lo cual implica, para nuestro estudio, conocer y analizar las circunstancias sociales,
culturales e institucionales que propiciaron la emergencia y evolucion de las nociones trigonométricas.

Con esto en mente, tomamos al A/magesto como punto de partida y centro de nuestra historizacion. Esta
obra, escrita alrededor del siglo I —en Alejandria— por el astronomo, gedgrafo y matematico greco-egipcio
Claudio Ptolomeo, es sefialada por la literatura como la evidencia mas antigua del nacimiento de la
trigonometria, en tanto estudio deliberado, sistematico y cuantitativo de la relacion que se establece entre
un angulo y las distancias que este subtiende.

Esta historizacion se llevé a cabo con una configuracion particular del analisis de contenido, que nos fue
util para acercarnos al contenido manifiesto, explicito, de nuestro objeto de analisis, asi como al contenido
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latente, indirecto, del mismo (en el sentido que propone Caceres, 2003); integrando consideraciones
tedricas de nuestra fundamentacion.

Para realizar el anélisis contextual del Almagesto de Ptolomeo partimos de la propuesta metodologica
planteada por Espinoza (2009), la cual sostiene que, para construir una explicacion del significado
sociocultural de una obra, esta debe verse al menos desde tres perspectivas: como una produccion con
historia, como un objeto de difusién y como parte de una expresion intelectual global. En este sentido,
preguntas como /quién fue Claudio Ptolomeo?, ;qué eventos sociales, politicos y/o economicos son
determinantes en la publicacion del Almagesto?, y ;qué relacion mantiene el Almagesto con otras obras
matemadticas o diddacticas relevantes en la época? cobraron importancia en nuestro estudio (Cruz-Marquez
y Montiel, en prensa).

Por otro lado, para realizar el estudio textual del A/magesto, seleccionamos el Capitulo IX del Libro I
como objeto de analisis —puesto que en ¢l Ptolomeo construye su tabla trigonométrica—; realizamos un
estudio preliminar del mismo y de la literatura asociada; identificamos siete proposiciones o unidades de
analisis; construimos codigos que hicieran posible la conversion de nuestro documento bruto en datos
susceptibles de ser analizados; y finalmente, construimos tres niveles de analisis: analisis micro, analisis
meso y analisis macro (Cruz-Marquez y Montiel, 2017). Estas tltimas tenian como objetivo analizar la
estructura de cada una de las proposiciones, estudiar bloques de proposiciones que compartian un fin y
constituir una reflexion general sobre la estructura y propdsito de nuestro objeto de andlisis,
respectivamente.

Analisis contextual

El anélisis sociohistérico llevado a cabo nos mostro que, incluso previo al establecimiento de causalidades,
las antiguas civilizaciones humanas no tardaron en asociar los movimientos de los cuerpos celestes con
fenomenos naturales terrestres. Por ejemplo, el percatarse de que las inundaciones del valle del rio Nilo —
que borraban los limites establecidos del terreno y causaba estragos en la ganaderia y agricultura de la
region— sucedian invariantemente poco después de la salida heliacal de Sirio , aproximadamente cada 365
dias, f1j6 los ojos de Egipto en la boveda celeste (Van der Waerden y Huber, 1974).

Asi, construido este vinculo entre los acontecimientos astrondémicos y los terrestres, y ante la
imposibilidad humana de controlar el transcurso del tiempo, emergi6é la necesidad de anticipar los
fendmenos astronomicos como una herramienta para organizar las actividades econdmicas, politicas y
religiosas, de tal suerte que fueran lo mas productivas posibles.

Los primeros instrumentos construidos con este fin fueron las tablas de registro —utilizadas de forma
destacada por las civilizaciones mesopotamicas—, en ellas se identificaban y categorizaban los cuerpos
celestes, al mismo tiempo que se registraban sus cambios. Estas tablas permitian, a mediano y largo plazo,
identificar regularidades en el comportamiento de los astros y anticipar con un considerable grado de
certeza sus cambios.

Con el asentamiento de las primeras colonias griegas, pueblos con el espiritu atrevido e imaginativo de
aventureros y con una ventajosa posicion —a lo largo de la costa del mar Negro y del mar Mediterraneo—
que les permitia “un contacto mas estrecho con los dos grandes valles fluviales de los que podia venir el
conocimiento, por su proximidad” (Boyer, 1986, p. 75), comenzd gradualmente el movimiento de
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racionalizacion del universo, esto es, se transitd paulatinamente de la cuestion oriental jcudndo? a la
cuestion cientifica moderna ;como y por qué? (Struik, 1980).

Como resultado de este afan por explicar la mecanica celeste, cobra relevancia la cosmovision de la época,
es decir, ademas de los fendbmenos astrondmicos observables por simple inspeccion desde la Tierra, se
vuelve fundamental considerar el conjunto de creencias vigente respecto a como se comporta el universo.
Dentro de estas, bajo la cosmovision aristotélica —predominante en la época (DeWitt, 2010)—, situamos a
la inmovilidad de la Tierra y su posicion en el centro del cosmos; la finitud y esfericidad del universo; y
la esfericidad de los cuerpos celestes y la circularidad-uniformidad de su movimiento.

En suma, ante la determinacion por explicar y anticipar los movimientos celestes y dada la cosmovision
predominante en la época, que —como hemos mencionado— ubicaba a la Tierra estatica en el centro del
universo y a los planetas moviéndose de forma circular, uniforme e ininterrumpida alrededor de ella, los
astronomos griegos enfrentaron de forma recurrente el problema de medir indirectamente la distancia
entre dos posiciones de un cuerpo celeste conociendo el angulo central que las separa y viceversa (Fig. 1).

Figura 1. Problematica astrondmica

Sin embargo, hasta ese momento no se contaba con una herramienta matematica que describiera de forma
sistematica y cuantitativa la relacion existente entre esas magnitudes, inconveniente que orillo a
astronomos como Hiparco de Nicea a, previo a atender el problema astrondémico de su interés —las
temporadas desiguales—, construir una tabla que correspondiera una amplia cantidad de angulos centrales
con las longitudes de las cuerdas que subtienden, lo que constituye tal vez el problema méas antiguo que
se resolvio utilizando una tabla trigonométrica (Bressoud, 2010).

Esta tabla, al igual que la mayor parte del trabajo de Hiparco, se ha perdido, hecho que nos llevo a estudiar
la obra maestra de su mas cercano sucesor, Ptolomeo, quien en el A/magesto —previo a iniciar la exposicion
de su sistema planetario—, se vio en la necesidad de construir una tabla trigonométrica que relacionara los
angulos centrales entre 0.5° y 180° —con un intermedio de medio grado— y sus respectivas cuerdas. Para
ello, el autor contd con al menos tres herramientas fundamentales: la geometria axiomatica-deductiva
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griega, los avances numérico-aritméticos de las civilizaciones mesopotamicas y un significado del angulo
en tanto cuantificacion de la amplitud, concreto en un sistema de division de la circunferencia del circulo.

Finalmente, vale la pena mencionar que, ademas de las herramientas aludidas, Ptolomeo goz6 de un
ambiente social y académico al menos favorable para su labor cientifica. Dentro de los episodios
socioculturales trascendentales para la emergencia, estructura y cardcter del Almagesto destacamos la
estabilidad y poderio socioecondémico de Alejandria en la época, la creaciéon y auge del Museo y la
Biblioteca de Alejandria —tal vez el primer antecedente de una politica estatal de financiamiento de la
actividad cientifica—, y la labor de Ptolomeo y sus antecesores cientificos mas cercanos —Euclides,
Apolonio e Hiparco— en dicha ciudad (Boyer, 1986).

Analisis textual

Como hemos mencionado, para el estudio textual de nuestro objeto de analisis, el Capitulo IX del Libro I
del Almagesto, posterior al estudio preliminar y la determinacion de unidades y codigos de andlisis,
establecimos tres niveles de estudio: analisis micro, anélisis meso y analisis macro.

El primero de ellos, nos fue ttil para estudiar detalladamente la estructura y funcion de cada una de las
proposiciones o unidades de analisis de la obra en cuestion. Gracias a €l nos fue posible, durante el analisis
meso, identificar tres bloques de proposiciones con un fin propio: los primeros pares angulo-cuerda, los
métodos geométricos y las cuerdas subtensas por angulos centrales de 0.5°y 1°.

En el primer bloque, Ptolomeo establece cinco primeras relaciones angulo-cuerda (Fig. 2), si bien bastante
conocidas en la época al ser los lados de los poligonos regulares inscritos de tres, cuatro, cinco, seis y diez
lados —subtensos por angulos centrales de 120°, 90°, 72°, 60° y 36°, respectivamente—, estos pares le son
necesarios como materia prima para los bloques posteriores.

Figura 2. Primeros pares angulo-cuerda (Tomado de Saiz, 2003, anexo)
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Durante el segundo bloque de proposiciones, Ptolomeo enuncia y demuestra cuatro métodos geométricos
para la aproximacién de cuerdas (Fig. 3). Estos métodos son relaciones geométricas retomadas o
construidas por el autor y fungen como puente entre los pares angulo-cuerda ya conocidos y los buscados.
Ademas, es en estos métodos que ubicamos el nacimiento de la trigonometria, en tanto constituyen el
primer intento —del cual tenemos evidencia— por sistematizar el estudio de la relacion no proporcional que
se establece entre un dngulo central y las longitudes que este subtiende.

Cond 1lon palmum,
€Diaraalicus® a::‘nuhc.

Aetchoeda arcng
rehducde emiarculo,

Figura 3. Primer método geométrico: calculo la cuerda subtensa por el angulo suplemento de un angulo cuya cuerda es
conocida (Tomado de Saiz, 2003, anexo)

Finalmente, para completar su tabla, y ante la imposibilidad de trisecar el angulo, Ptolomeo debe
aproximar las cuerdas subtensas por los angulos centrales de 0.5° y 1°. Para ello, prueba que “la razon
entre la cuerda mayor y la cuerda menor en un circulo es menor que la razoén de sus respectivos arcos”
(Fig. 4), esto, ademas de servirle de fundamento geométrico para aproximar las cuerdas deseadas,
evidencia que las cuerdas no conservan la razon de los arcos —y de los angulos centrales— que las
subtienden, es decir, prueba que, a diferencia de la relacién dngulo-arco, la relacion angulo-cuerda no es
proporcional.

1 74

Figura. 4. Cuerdas subtensas por angulos centrales de 0.5° y 1° (Tomado de Saiz, 2003, anexo)
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Finalmente, el Gltimo nivel de anélisis, el nivel macro, nos permitio reconocer que, en su afan por describir
cuantitativamente la relacion trigonométrica que se establece entre un angulo central y las cuerdas que
este subtiende, Ptolomeo hizo uso de las nociones geométricas con al menos tres propdsitos distintos:
como herramientas de construccion, utiles para introducir elementos geométricos iniciales y auxiliares;
como herramientas teoricas, donde se sirvid de las propiedades de los objetos construidos anteriormente
para probar las relaciones geométricas existentes entre ellos; y como herramientas numérico-aritméticas,
donde —con ayuda de la division de la circunferencia, las operaciones numérico-aritméticas y los pares
angulo-cuerda conocidos— utilizod las relaciones geométricas establecidas en pro de agregar mediciones a
su tabla. A la sinergia de estos tres usos que Ptolomeo da a las nociones geométricas —al construir su tabla
trigonométrica— es lo en nuestro proyecto denominamos Trabajo Geométrico.

Algunas conclusiones

En sintesis, la historizacion realizada nos permitio, en primera instancia, observar con suma claridad cémo
la necesidad humana de anticipar los fendmenos astrondmicos “preconfigura la emergencia de un
conocimiento y en consecuencia, de un saber institucional” (Montiel, 2011, p. 111). Al mismo tiempo,
nos hizo conscientes de como el contexto, las herramientas heredadas y las ideas del autor se entretegen
para enfrentar dicha problemadtica y construir la mas antigua explicacion sistematica y cuantitativa —que
ha llegado hasta nosotros— de la relacién que se establece entre un angulo y las distancias que este
subtiende.

Finalmente, esta problematizacion de las nociones trigonométricas en un escenario historico hizo posible
formular como hipoétesis de partida que la Medicion Indirecta de Distancias en el contexto del circulo
permite, mediante el trabajo geométrico, confrontar el significado lineal y aritmético que el AME vigente
asocia a las razones trigonométricas, asi como su resignificacion mediante el uso.
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