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Resumen

Se disefid, implementd y evalud un entorno de aprendizaje basado en tareas profesionales de ensefianza de las
matematicas, como el analisis del pensamiento matematico de los estudiantes, desarrollado en Linares (2007). El
entorno de aprendizaje se desarrolla en las fases de construccion espontanea, validacion social y construccion
fundamentada con la tarea de analizar el propio aprendizaje en resolucion de problemas. El conocimiento construido
por los estudiantes en cada una de estas fases se analizd con el modelo de conocimiento matematico para la
enseflanza de Ball, Thames y Phelps (2008). La articulacion de estos referentes tedricos sugiere un modelo de
formacion en didactica para profesores de matematicas basado en resolucion de problemas y construccion de
conocimiento didactico simultaneamente con la construccion de conocimiento matematico.

Palabras clave: formacion, profesores, didactica, variacion.

Abstract

A learning environment was implemented and assessed, being based on teaching professional tasks as well as on
students’ mathematical thinking analysis, (developed by Linares, 2007). The learning environment phases are:
spontaneous construction, social validation, and construction, supported by the own learning analysis about solving
problems. The knowledge built by students along each phase was analyzed by means of Ball’s model of
mathematical knowledge for teaching. The connections of these theoretical reference frameworks suggest a model
of didactic training for mathematics teachers. This model is based on problem solving, and didactic knowledge
construction simultaneously with mathematical knowledge construction.

Key Words: teacher training, mathematical knowledge for teaching, didactic training of the variation.

Planteamiento del problema

La Licenciatura en Educacion Basica con Enfasis en Matematicas (LEBEM), es un programa de formacion
inicial de profesores de matematicas, desarrollado en la Universidad Distrital Francisco José de Caldas,
en Bogota-Colombia. En ella se concibe al profesor como “un profesional que investiga su practica y que
reflexiona sobre ella” (LEBEM, 2010, p.17) y coherente con ello, en la misién se ha propuesto construir
un modelo de formacion de profesores fundamentado en la resolucion de problemas, la reflexion y la
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investigacion sobre las practicas. De este modo, LEBEM plantea un programa de investigacion en el que
los profesores formadores aportan en la construccion del modelo mencionado. La LEBEM organiza su
curriculo en cuatro ntcleos problematico/tematicos: matematicas escolares, pensamiento matematico
avanzado, practica en el aula de clase y contextos profesionales; particularmente, los dos primeros nacleos
vinculan cada uno, asignaturas de matematicas y didactica de las matematicas, proponiéndose responder
a preguntas sobre ;como ha sido, como es y como pueden ser las matematicas escolares y el pensamiento
matematico avanzado, como objeto de ensefianza, de aprendizaje y como objeto matematico? La
asignatura didactica de la variacion se ubica en el nucleo de pensamiento matematico avanzado y tiene
entre sus objetivos, construir conocimiento sobre la resolucion de problemas de variacion como contextos
para el aprendizaje de los procesos de cambio y variacion, a partir de situaciones problema; de este modo,
la nocion objeto de estudio se relaciona con objetos matematicos como el cambio, la medicion de cambio
en modelos matematicos representados por curvas, la factibilidad de respuestas y la modelacion como
pretension de las matematicas, que por su transversalidad en el curriculo de matematicas de la escuela
resulta pertinente incluirse en la formacion inicial de los profesores. Otra caracteristica de la asignatura es
que esta propuesta para realizarse en quinto semestre, simultdneamente con la asignatura de matematicas
del movimiento I, en la que se estudian los conceptos de funcion, variacion y cambio desde la modelacion
matematica. De este modo, se concibe que el conocimiento didactico puede construirse simultaneamente
con el conocimiento matematico.

En este contexto, el profesor de las asignaturas de didactica de las matematicas en general, y didactica de
la variacion en particular, se enfrenta a la tarea de ensefiar el conocimiento didactico desde la resolucion
de problemas, sin que para ello haya mayores modelos para orientar la formacién didactica de profesores
de matematicas con las caracteristicas mencionadas. Frente al anterior problema, se propuso un modelo
de formacion en didactica bajo la tarea de analizar el propio aprendizaje del conocimiento matematico en
el estudiante para profesor. Siguiendo la propuesta de Llinares (2007), se diseii6 un entorno de aprendizaje
en el que la resolucion de problemas es un medio para construir conocimiento didactico, vincularlo a la
teoria y para ganar habilidades para el analisis de procesos de aprendizaje en sus futuras practicas
profesionales. En este sentido, el objetivo del trabajo es proponer y validar un modelo de formacion
didactica para profesores de matematicas fundamentado en la resolucion de problemas. Este modelo se
desarrolla con el disefio y validacion de entornos de aprendizaje y el conocimiento construido por los
estudiantes se analiza siguiendo el modelo de Conocimiento Matematico para la Ensenanza de Ball
Thames, Phelps, (2008).

Marco Conceptual

Llinares (2007), al respecto de la formacion inicial y permanente de profesores de matematicas, expone
la necesidad disenar “oportunidades” (entornos de aprendizaje) para que ellos puedan desarrollar
conocimiento y destrezas que les permitan aprender de la ensefianza de las matematicas. El disefio de estos
entornos de aprendizaje supone la generacion y uso de instrumentos técnicos y conceptuales para la
realizacion de tareas profesionales asociadas a la ensefianza de las matemadticas, que se concretan en el
desarrollo de “métodos de andlisis e interpretacion que permitan argumentar iniciativas pedagogicas con
fundamentos (razonamiento pedagodgico), y - adoptar posiciones criticas sobre la relacion entre sus
creencias y conocimiento y la perspectivas de accion y practica generadas” (p.4)
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En esta direccion, las tareas propuestas a los estudiantes para profesor constituyen los instrumentos de la
practica que debe ser comprendida y aprendida. En este sentido, las caracteristicas de las tareas propuestas
y las de su implementada son objetos de investigacion. En esta perspectiva, Valls, Callejo & Llinares
(2008), proponen dos desafios importantes sobre la formacion de profesores de matematicas:

(1) crear materiales para ayudar a los futuros maestros y profesores de matematicas a dotar de sentido
y gestionar las ideas de Didactica de la Matematica que son pertinentes en la conceptualizacion de la
ensefianza de las matematicas, y (ii) desarrollar entornos de aprendizaje entendidos como
oportunidades para que los estudiantes para maestro y profesores puedan desarrollar destrezas que les
permitan seguir aprendiendo a lo largo de la vida profesional. (p.89)

Segtn Linares (2011) algunos de los contextos—problemas de la ensefianza de las matematicas, son:
seleccionar y disefiar tareas matematicas adecuadas; interpretar y analizar el pensamiento matematico de
los estudiantes; iniciar y guiar el discurso matematico y gestionar las interacciones matematicas en el aula.
Estos constituyen un sistema de actividad en la ensefianza de las matematicas como una actividad y
definen un sistema de contextos-problema vinculados a la ensefianza las matematicas, como: analizar las
producciones de los estudiantes, organizar el contenido matematico para su ensefianza y gestionar la
comunicacion matematica en el aula

Disefio del entorno de aprendizaje

Se disend e implementaciéon de un entorno de aprendizaje para que los estudiantes para profesor
conceptualicen la practica de ensefiar la variacion como parte del sistema de actividad denominada
“Interpretar y analizar el pensamiento variacional de los estudiantes” y se analizd el conocimiento
didéctico construido por los estudiantes para profesor. Se partio de la hipotesis de que los estudiantes para
profesor, al centrar su atencion en su propio aprendizaje, construyen conocimiento necesario para ensefiar
matematicas y desarrollar destrezas para generar conocimiento desde la propia ensefianza. Este entorno se
describe en cuatro componentes: la tarea propuesta, las fases de implementacion, las fuentes de
informacion y las herramientas de colaboracion e interaccion.

La Tarea propuesta a los estudiantes sobre el aprendizaje de la variacion

A los estudiantes para profesor se les propuso la tarea de analizar su aprendizaje de la variacion y el
cambio en la resolucién de un problema matematico. Siguiendo los problemas propuestos en Villa-Ochoa
(2011), a los estudiantes se les entregd un archivo de Geogebra con la construccion de un rectangulo
WXYZ inscrito en un cuadrado ABCD de lado S5cm, de modo que uno de los vértices del rectangulo (en
este caso X) se encuentra animado y se desplaza por uno de los lados del cuadrado. La situacion
problémica propuesta fue: En el cuadrado ABCD de 5cm de lado, se encuentra inscrito el rectdangulo
XYZW. Describir la manera en que varia el area de rectangulo XYZW.

En general, la tarea propuesta para este modelo es analizar el propio aprendizaje sobre un objeto
matematico en la resolucion de un problema matematico. Los estudiantes inician la resolucion y en los
encuentros presenciales con el profesor este asume un rol de orientador en el cual escucha las estrategias
de los estudiantes y resuelve los interrogantes surgidos, evitando que ello sesgara el proceso logrado por
los estudiantes. Al finalizar la tarea, los estudiantes entregaron un documento escrito que reportaba
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elementos comunes como las estrategias desarrolladas, la solucidon alcanzada y las reflexiones sobre su
aprendizaje. Estos mismos son socializados ante los demas estudiantes del curso.

Fases de implementacion de entorno de aprendizaje

El entorno de aprendizaje se planed e implemento en tres fases secuenciales denominadas: construccion
espontanea, validacion social y construccion fundamentada las cuales son descritas a continuacion:

e Fase 1. Construccion espontdnea. Andlisis del estudiante en torno a su propio aprendizaje desde
las categorias o componentes del proceso que considera relevantes y con los conocimientos previos
que dispone. Se destinan tiempos intermitente o en paralelo para resolver el problema didactico y
el problema matematico.

e Fase 2. Validacién Social. Momento en el que los pequefios grupos socializan en plenaria los
resultados de la resolucion de problemas y las reflexiones sobre su propio aprendizaje. En esta fase
se busca recopilar el conocimiento construido en cada grupo y discutir resultados encontrados en
cada grupo con las experiencias de otros.

e Fase 3. Construccion Fundamentada. Para esta fase, al estudiante se le proponen documentos que
caractericen procesos, conceptos o habilidades relacionados con el aprendizaje o la ensefanza de
los objetos matemadticos vinculados con la tarea propuesta. Luego, revisan su proceso de
aprendizaje a la luz de los fundamentos presentados y obtienen nuevos resultados. Finalizado este
procedimiento, se realiza nuevamente la fase 2 y se complementan los resultados alcanzados en
las fases 1y 2.

Las fuentes de informacion

Las fuentes de informacion para la fase 3 son articulos cientificos en revistas especializadas, capitulos de
libro, 0 memorias de investigadores reconocidos en el area. Para este entorno de aprendizaje se propuso
la lectura de Posada y Villa-Ochoa (2006) en el que aborda el concepto de funcion desde una perspectiva
variacional e involucra los registros de representacion de la derivada, el incremento y la tasa promedio de
cambio.

Herramientas de colaboracion e interaccion

La resolucion del problema matematico y el analisis de propio aprendizaje se realizan en pequeios grupos,
aunque hay periodos de discusion y socializacion en el grupo entero. Inicialmente los estudiantes centran
su atencién en la resolucion de problema matematico y dedican periodos a la reflexion sobre su
aprendizaje. Con la finalizacion del periodo de resolucion, se realizan socializaciones ante el grupo entero,
con la oportunidad de discutir sobre los conceptos matematicos y el aprendizaje. Hay periodos de
discusion sobre el contenido de la lectura propuesta y de los resultados del andlisis del aprendizaje de cada

grupo.

Resultados
Para analizar el conocimiento construido por los estudiantes frente a la implementacion del entorno de

aprendizaje, se empled el modelo de Conocimiento Matematico para la Ensefianza de Ball, Thames, &
Phelps (2008), el cual divide el conocimiento en dos grandes categorias:
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1. Conocimiento del contenido, relativo al conocimiento matematico, el cual se subdivide en:
conocimiento comun del contenido, conocimiento especializado del contenido y conocimiento en
el horizonte matematico.

2. Conocimiento pedagdgico del contenido, relativo al conocimiento para la ensefianza del
conocimiento matematico, de igual forma se subdivide en: conocimiento del contenido y de los
estudiantes, conocimiento del contenido y la ensefianza y conocimiento del curriculo.

Este modelo se emplea para el analisis del conocimiento construido en cada una de las fases de
implementacion de entorno de aprendizaje y es de esta manera como a continuacidon se presentan los
resultados.

Fase de construccion espontanea

Conocimiento comun del contenido. Es el conocimiento matemdtico que posibilita al profesor resolver
correctamente los problemas o tareas matematicas; no son exclusivos de la ensefianza, sino que son
utilizados en una amplia variedad de contextos. Respecto a este conocimiento los estudiantes construyen
nociones de incremento y tasa promedio de cambio. Identifican que la tasa promedio de cambio se
modifica al variar el tamafo del intervalo, pero que converge a un nimero. Vinculan la variacion con el
limite de la razon de cambio, pero no la logran matematizarla. Encuentran o usan técnicas matematicas
para la construccion de representaciones algebraicas de una funcion.

Conocimiento especializado del contenido. Se concibe como un conglomerado de “conocimientos y
habilidades matematicas exclusivas para la ensefianza” (Ball, Thames, Phelps, 2008, p. 400). Al respecto,
los estudiantes relacionan matematicamente la variacion con la razon entre dos magnitudes y el cambio
con la diferencia entre dos cantidades de una magnitud. Vinculan el contexto de la variacién geométrica
con otras situaciones de variacion como de la temperatura durante el dia o la estatura de una persona a lo
largo de su vida. Ofrecen explicaciones basadas en analogias para describir el movimiento. Tratamiento
de situaciones de variacidon en ausencia del registro algebraico. Se aceptan descripciones cualitativas y
mixtas del movimiento.

El conocimiento en el horizonte matematico. Se concibe como una toma de conciencia del panorama
matematico en el que se sitian la experiencia y la instruccion presentes. Respecto a este conocimiento, los
estudiantes conciben el estudio del movimiento como una situacion potencial para la ensefianza de las
matematicas y en el que los conceptos del calculo toman significado. Comprenden que la solucion de un
problema matematico puede ser un conjunto articulado de objetos y resultados, mas que un numero u
objeto matematico especifico. Notan que, en libros de texto consultados, la ensefanza del céalculo esta
centrada en lo algoritmo y dividida en secciones no articuladas, lo que constituye una dificultad para el
resolutor de problemas.

Conocimiento del contenido y de los estudiantes. Es el conocimiento del contenido que se entrelaza con
el conocimiento sobre coémo los estudiantes piensan, conocen o aprenden este contenido particular. Los
estudiantes identifican en su actividad matematica, estrategias de resolucion de problemas, fases del
proceso, errores y dificultades, soluciones parciales al problema, tanto por el nivel de complejidad, como
por concentrarse en puntos o intervalos del movimiento y no en el movimiento completo.
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Conocimiento del contenido y la ensefianza. Este tipo de conocimiento combina el conocimiento sobre la
ensefianza y conocimiento sobre las matematicas. Al respecto, los estudiantes para profesor identifican
potencialidades del software Geogebra en la resolucién del problema, pero también obstaculos en la
generalizacion de procedimientos. Ademas, identifican variaciones del problema propuesto para poder ser
aplicado en diferentes niveles de la educacion. Esta incluye acotar la descripcion del movimiento en un
intervalo o alrededor de un punto y aceptar descripciones cualitativas. Consideran prudente considerar
movimientos periddicos en la ensefianza de la trigonometria.

Fase de Validacion Social

Conocimiento comun de contenido. Aparecen dos significados atribuidos por los estudiantes a la derivada
1) de la ecuacion de la curva a la que convergen las sucesivas curvas asociadas a las tablas que expresan
el cambio entre dos magnitudes cuando las particiones en que se divide el intervalo de variacion de la
variable independiente se hacen infinitamente pequefias. 2) la razon de cambio entre dos magnitudes
cuando una de las cantidades de la variable independiente se acerca infinitamente a la otra.

Conocimiento especializado del contenido. Los estudiantes realizan calculos algebraicos con limites y
sucesiones para calcular la derivada en un intervalo y en un punto. Ademas, concretan definiciones
matematicas de objetos matematicos:

* Dada una funcion f: R = R, continua en (a, b), se define:

* Elincremento de y a z. Dados y, z € (a, b), denotado Ax, como la diferencia de y a z, es decir Ax
=z-y

* Elincremento de y, a y;. Dados y,, y; € Rangy, denotado Ay, como la diferencia de y, a y,, es
decir AX=y; — ¥,

* La tasa promedio de cambio. Dados x,, x; € [a, b], denotado y su imagen por f, f(x,), f(x1), se
define como razdn entre los incrementos Ax y Ay, es decir Ay: Ax :: (yo — y1): (xg — x1)

* La tasa instantanea de cambio es la tasa promedio de cambio entre dos particiones consecutivas
cuando la diferencia entre las dos abscisas es infinitamente (nAx y nAx — Ax). Asi, se

Lim ay _ Lim AMmAx)-A(nAx—Ax)
Ax = 08x  Ax = 0 Ax

obtiene

Conocimiento del contenido y los estudiantes. Respecto a este conocimiento, los estudiantes para profesor
listan errores cometidos: simplificar las unidades en la razén entre las magnitudes area y longitud
(cm?: cm = ¢m), usar aproximaciones numéricas en lugar de pensar en los célculos exactos impide
generalizar o algebrizar los célculos. Identifican que un obstaculo es discretizacion de la situacién, y
amplian el uso de la razon a un instante y no en un intervalo.

Conocimiento del contenido y la ensefianza. Respecto a este tipo de conocimiento, los estudiantes analizan
las caracteristicas del problema matematico propuesto y notan que, para el caso de la variacion, la
descripcion de un movimiento es una situacion mas amplia, abarcadora y retadora para la ensefianza de la
variacion. Comprueban que Geogebra permite simular situaciones de variacion y tomar datos, pero estos
no deben tomarse ciegamente, pues deben identificarse los procesos de calculo para alcanzar su
generalizacién. Amplian la nocidon mirada sobre las soluciones de problemas matematicos al aceptar que
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la descripcion de la variacion puede matematizarse desde distintos niveles. Reconocen la necesidad de dar
la libertad para acercarse a la solucidn y evitar sesgarla.

El conocimiento en el horizonte matematico. Los estudiantes reconocen que la resolucion de problemas
de variacion amplios, les permite a los estudiantes experimentar situaciones cuya solucidén no es un
numero, funcion o un solo objeto matematico; una respuesta. Mostrando que las matematicas mas que
“ciencia de los numeros y las formas” es el estudio de situaciones empleando objetos matematicos.
Destacan que saber matematicas y aprender matematicas no es solo saber de objetos y teoremas, sino
poder aplicarlos en la matematizacioén del mundo.

Fase de construccion documentada

Conocimiento del Contenido y los estudiantes. Al respecto, los estudiantes proponen la existencia de un
nuevo registro de representacion de la funcidn y de la variacion: el registro de representacion gestual, que
se caracteriza por el uso del lenguaje corporal y los movimientos de las manos o gestos faciales, con los
que se denota el cambio o la variacidon en la resolucion de problemas de variacion; reconocen que el
lenguaje gestual es una forma de expresar de alguna manera, aquellas ideas de las que no se tienen palabras
para enunciar. El registro de representacion prealgebraica, caracterizada por el uso de conjuntos de pasos
de un procedimiento, en el que las operaciones son especificas y se mantienen invariantes; este registro se
encuentra entre el registro del lenguaje natural y el algebraico.

Conocimiento del contenido y la ensefnanza. Los registros de representacion de la funcidon y de la derivada
son aplicables a la organizacion de la ensefianza de la variacion en los diferentes niveles de la educacion
basica, media y superior. Reconocen relaciones entre distintos registros de representacion, la existencia
de reglas para el tratamiento de cada registro de representacion, y la coordinacion entre registros para
solucion el problema.

Conclusiones

Se propuso un modelo de formacion en didactica para profesores de matematicas fundamentado en la
resolucion de problemas basados en la realizacion de tareas del profesor. La planeacion de la formacion
se realiza con entornos de aprendizaje segin las orientaciones y desarrollos sobre tareas del profesor
desarrollados por Llinares (2011), que incluyen competencias del profesor. Bajo la tarea de analizar el
propio aprendizaje en la resolucion de problemas matematicos, los entornos de aprendizaje se desarrollan
en tres fases: construccion espontanea, validacion social y construccion fundamentada. Los aprendizajes
de los estudiantes sobre conocimiento didactico y matematico, se puede analizar mediante el modelo de
conocimiento matematico para la ensefianza de Ball Thames y Phelps (2008). En el caso particular de la
tarea de analizar del propio aprendizaje de las matematicas, favorecen espacios de reflexion sobre la propia
practica matematica del estudiante y pensar en la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas. Este
conocimiento construido resulta significativo para el profesor, pues es la modelacion de su propia
experiencia y la de otros en la realizacion de una tarea de profesor.
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