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Resumen

Desde la Teoria Socioepistemologica de la Matematica Educativa se busca determinar aquellos significados
asociados al céalculo de los coeficientes para representar una funcion dada en serie trigonométrica, con el fin de que
sirva como elemento a considerar en futuros disefios de aprendizaje para la serie. Para esto se estudia el fendomeno
didactico de manera sistémica, en el caso de los coeficientes de Fourier, se pone especial atencion en dos
componentes: la epistemoldgica y la didactica. Siempre considerando la componente social y cultural en cada una
de las dimensiones. Esto permite reconocer aquellos significados grafico-geométricos asociados al calculo de los
coeficientes y la necesidad de significar a la serie a partir de su uso culturalmente situado, previo al calculo de los
mismos.
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Abstrac

From the Socio-epistemological Theory of Mathematics Education we seek to determine those meanings associated
with calculating the coefficients to represent a given function in a trigonometric series, in order to be used as an
element to be considered in future learning designs for the series. For this, we study the didactic phenomenon in a
systemic way, in the case of Fourier’ coefficients, special attention is paid to both, epistemological and didactic
components; always considering the social and cultural component in each of the dimensions. It allows recognizing
those graphic-geometric meanings associated to the calculation of the coefficients and the need to approach the
series from its cultural use, prior to calculating them.

Key words: Fourier coefficients, socio-epistemology

Introduccion

En matematica educativa, diversas investigaciones se han preocupado por el estudio de la Serie
Trigonométrica de Fourier (STF), ejemplo de ello son los trabajos de Farfan (2012) y Romero (2016),
donde se situa a la serie como uno de los temas primordiales en el estudio del célculo y en el desarrollo
del pensamiento trigonométrico formal.

Sin embargo, en (Romero, 2016) se reporta que las investigaciones realizadas en matemadtica educativa
alrededor de la STF han dado cuenta de diversos aspectos relacionados con la serie, pero han considerado

- 1567 -



ACTa La“noamencana de SECCION 3/ASPECTOS SOCIOEPISTEMOLOGICOS EN EL ANALISIS Y

Matemaﬁ[}a Educaﬂva EL REDISENO DEL DISCURSO MATEMATICO ESCOLAR

VOL 31, NUMERO 2, ANO 2018

el céalculo de los coeficientes como un algoritmo ya establecido. Cuando, en realidad, el problema de
significar la STF debe considerar el calculo de los coeficientes.

Se tiene como objetivo general significar las nociones matematicas alrededor de la serie trigonométrica
de Fourier mediante una problematizacion del saber matematico que dé cuenta de su construccidn social;
la problematizacion “radica en buscar las causas que conducen a los individuos a «a hacer lo que hacen»
con el conocimiento en juego, es decir, hacer del saber matematico un problema «localizando y analizando
su uso y surazén de ser»” (Reyes, 2011, p. 39). Por lo cual, se busca evidenciar el significado que tomaron
los coeficientes de la STF en su contexto de origen, a través del estudio de la Teoria Analitica del Calor
(1822), y que esto funcione como elemento para proponer redisefios del discurso matematico escolar
vigente.

Algunos elementos teoricos

La problematica de estudio de la Matematica Educativa ha evolucionado desde sus inicios, considerando
en sus principios una didéctica sin alumnos; hasta una didéctica en escenarios socioculturales (Cantoral y
Farfan, 2003). Desde esta ultima perspectiva, una teoria que se preocupaba por la construccion social del
conocimiento y su difusion institucional es la Teoria Socioepistemologica de la Matematica Educativa
(TSME). Esta sostiene que el conocimiento matematico no fue creado para la escuela, mucho menos para
ser ensefiado, por lo que su introduccion en los sistemas de ensefianza provoca que el conocimiento cambie
su estructura y su funcionalidad (Cantoral, 2013), esto provoca un distanciamiento entre el conocimiento
matematico (saber sabio) y lo que se ensefia en la escuela (matematica escolar).

Entonces, cuando los saberes se llevan a la escuela existe un sistema de razon que regula la organizacion
de la matematica escolar, la TSME ha llamado a este sistema de razén como discurso matemadatico escolar
(dME), del cual, es necesario conocer su funcionamiento para proponer elementos para su redisefio. Desde
la TSME se propone la construccion del conocimiento matematico a través de practicas situadas (Cantoral,
2013).

La aproximacion sistémica de la TSME

La investigacion en TSME problematiza el saber matematico de manera sistémica, estudia las relaciones
entre epistemologia, procesos cognitivos y procesos de institucionalizacion via la ensefianza y la
dimension sociocultural. Para este reporte de investigacion se pondra especial atencion a las dimensiones
epistemologica y didactica, es decir, las circunstancias que hicieron posible la construccion del
conocimiento matematico y el cdmo vive el saber en el sistema didactico.

Para esto se desarrollo la primera fase de una Ingenieria Did4ctica, en cuyo analisis preliminar se estudio
la Teoria Analitica del Calor (Fourier, 1822), tomando en consideracion su contexto historico-social, para
evidenciar el papel de la practica social en la construccion de este conocimiento, en particular, para este
reporte, el rol que juega en el calculo de los coeficientes de Fourier.
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El calculo de los coeficientes de Fourier

Fourier en la Teoria Analitica del Calor dedica una seccion a la expansion de una funcion dada en serie
trigonométrica. Para lo cual sigue el siguiente esquema, de demostraciones:

1. Cualquier funcion impar @ (x) se puede desarrollar como una serie de senos.

2. Cualquier funcién par Y (x) se puede desarrollar como una serie de cosenos.

3. Cualquier funcion f(x) se puede escribir como suma de una funcion par y otra impar.

A partir de esto concluye que cualquier funcion se puede escribir como una serie infinita de senos y
cosenos. Reinterpretando los resultados de Fourier, podemos considerar una funcién f(x), donde x €
(0,21), se puede representar de la manera:

a, —
f(x) ==+ ) la,cos(nx) + b, sen(nx)]

Fourier logra deducir cémo se deben calcular los coeficientes a,, y b,,, hoy en dia llamados coeficientes
de Fourier, estos son:

a, = %foznf(x) cos(nx)dx y b, = %foznf(x) sen(nx) dx

A continuacion, se expone la manera en la que Fourier realiza el calculo de estos coeficientes y su relacion
con el ambiente fenomenologico de surgimiento de la STF, el problema de la propagacion del calor.

Siguiendo el esquema de demostracion descrito anteriormente, en primer lugar, Fourier demuestra que
una funcién arbitraria e impar @(x) se puede representar como serie de senos, es decir, se pueden
determinar los valores de a, b, c, d, ... en la ecuacion:

@(x) =asenx + bsen2x + csen3x + dsen5x + -

Luego, reinterpretando las ideas de Fourier al lenguaje matematico actual, desarrolla la funcion ¢(x) en
serie de potencias alrededor de x = 0, y sustituye las derivadas sucesivas por constantes A, B, C, D, E, ...
con lo que obtiene un sistema con infinitas ecuaciones e infinitas incognitas (Figura 1).

A=a+2b+3c+4 d+5e+ et

B=a+2b+3c+4d+5e+etc.

C=a+2°b+3c+4°d+ 5 e+ etc.

D=a+2"b+3c+4d+ 5e+ etc.

E=a-+ 20+ 3c+4°d + 5 + etc.
etc.

Figura 1. Sistema de ecuaciones de Fourier (1822, p. 212)
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Luego asegura:

En consecuencia, consideramos sucesivamente los casos en que tendriamos que determinar
una incognita por una ecuacion, dos incognitas por dos ecuaciones, tres incognitas por tres
ecuaciones, y asi sucesivamente a infinito. Supongamos que denotamos, como sigue, un
sistema diferente de ecuaciones analogas a aquellas a partir de las cuales debemos derivar los
valores del coeficiente. (Fourier, 1822, p. 213, la traduccion es nuestra)

Asi, Fourier resuelve sistemas de ecuaciones particulares y determina un patron en las soluciones de los
mismos; luego generaliza sus resultados a la solucion del sistema infinito, evidenciando su gran dominio

. rye T .
aritmético, concluye que, en general fo @(x) sennx dx es el coeficiente de sennx en el desarrollo en
serie trigonométrica de ¢ (x).

La formula obtenida por Fourier trae consigo un problema, pues para €l la nocion de integral es la de
antiderivada, lo que conlleva a la pregunta ;a qué es igual la integral de una funcion arbitraria? Fourier,
consciente de este detalle, sefiala:

...si la funcion @ (x) esta representada por la ordenada variable de una curva arbitraria cuya
abscisa se extiende de x = 0 a x = m, y si construimos sobre esta misma parte del eje la curva
trigonométrica conocida, cuya ordenada es y = sen x; sera facil de representar el valor de un
término integral. Para cada abscisa x, a la cual corresponde un valor de ¢(x), y un valor de
sen x, multiplicamos este ultimo valor por el primero, y en el mismo punto del eje levantamos
una ordenada proporcional al producto ¢ (x) sen x. Sera formada por esta operacion continua,
una tercera curva, cuyas ordenadas son las de la curva trigonométrica, reducida
proporcionalmente a las ordenadas de la curva arbitraria que representa ¢ (x). Hecho esto, el
area de la curva reducida tomada de x = 0 a x = m, dara el valor exacto del coeficiente de
sen x; y cualquiera que sea la curva dada por ¢(x), sea que podamos asignar una ecuacion
analitica o que no depende de alguna ley regular, es evidente que siempre se utilizara para
reducir en cualquier forma la curva trigonométrica; de modo que el area de la curva reducida
tiene, en todos los casos posibles, un valor determinado que da el coeficiente de sen x en el
desarrollo de la funcion. Es lo mismo para el coeficiente siguiente. (Fourier, 1822, p. 234, la
traduccion es nuestra)

La Tabla 1 resume argumentos geométricos dados por Fourier:
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Tabla 1. Reinterpretacion de los argumentos de Fourier para el calculo de los coeficientes.

1. Se considera una funcién impar ¢ (x) 2. Para cada abscisa x, multipliquese los valores que
y se grafica junto con la curva y = sen x le corresponden en @(x) y sen x. Y para esa misma
en el intervalo (0, ) (podria ser un abscisa levante una ordenada proporcional a

intervalo cerrado o semiabierto). @(x)senx.
! i (@)

e(x)

ab |- T S

y=p(x)sen

3. En esta nueva curva, cuyas ordenadas 4. Este proceso se generaliza para calcular el
son las de la curva trigonométrica coeficiente de sen nx en el desarrollo trigonométrico
reducidas proporcionalmente a la curva de ¢(x) en serie de senos.
arbitraria ¢ (x), el area en el intervalo " rea sombreada = Coelcente de sen(na)
(0, m), dara el valor exacto del
coeficiente de sen x en el desarrollo - = p(e)sonn PPN
trigonométrico de ¢ (x) en serie de o
() SCEEN y= (@) sen

X
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1
i
I
1
X
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oee! I
sssevee X
L X
Seees I

Area sombreada = Coeficiente de senz

Fuente: Tomada de Romero (2016, p. 74).

Luego de hacer esto Fourier comenta el procedimiento que se utiliza hoy en dia para demostrar el calculo
de los coeficientes de la serie trigonométrica, el cual consiste en considerar la serie:
¢(x) = b;senx + b, sen 2x + -+ + b, sennx + -+

Se multiplica por sen nx, con lo que resulta:
¢(x) sennx = b, sen x sen nx + b, sen 2x sennx + --- + b, sen® nx + ---

Se integra término a término desde O hasta mw, con lo que se concluye que
T . . .,

b, = [ 0 ¢(x) sen nx, a partir de la ortogonalidad de la funcién seno.

Fourier realiza un analisis analogo para representar una funcion par y(x) en serie de cosenos:
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Y(x) = a; cosx + a, cos 2x + -+ a, cosnx + -

Concluye que a,, = fon ¢@(x) cosnx. Ahora bien, ya demostrado que dos funciones, una impar y la otra

par, se puede desarrollar en serie de senos y cosenos, respectivamente, Fourier demuestra de manera
analitica, al igual como se hace hoy dia en la escuela, que una funcion cualquiera se puede representar
como suma de dos funciones, una par y la otra impar. La demostracion analitica que proporciona Fourier
es la que se da hoy dia en la escuela, pero previo a su demostracion realiza una construccion geométrica
al respecto, la cual se omite en la escuela, ademds de no ser un recurso metodoldgico para demostrar un
teorema actualmente, pues en el actual dME alrededor de la STF predomina el contexto algebraico
(Rodriguez, 2009). La construcciéon geométrica presentada por Fourier es la siguiente, donde la Figura 2
es la proporcionada por ¢l para esta construccion:

Cualquier funcién F (x), representada arbitrariamente en el intervalo de - a +1, siempre se
puede dividir en dos funciones tales que @(x) et Y(x). De hecho, si la linea F'F'mFF
representa la funcion F(x),

EA Y

Figura 2. Grafica proporcionada por Fourier (Fourier, 1822, p. PLII)

y elevamos por el punto 0 la ordenada O0m, dibujamos por el punto m a la derecha del eje Om
el arco mff similar al arco mF’F’ de la curva dada, y a la izquierda del mismo eje dibujamos
el arco mf’f’ similar al arco mFF ; entonces pasaremos por el punto m una linea ¢'@'me¢@
que dividira en dos partes iguales la diferencia entre cada ordenada xF o x’f’ y la ordenada
correspondiente xf o x'F’. También trazaremos la linea 1'1p'0yp, cuya ordenada mide la
diferencia de la ordenada de F’F'mFF con la de f'f'mff. Haciendo esto, las ordenadas de la
linea F'F'mFF y de la linea f'f'mff designadas una por F(x) y la segunda por f(x),
obviamente tenemos f(x) = F(—x); denotando también la ordenada de ¢'¢'me¢ por ¢ (x),
y la de Y'Y’ 0yYp por P (x), tendremos

F(x) =) +¢(x) y f(x) = o) —9P(x) = F(—x)
entonces

9(x) = 2F() +5F(=x) y %(x) = JF(x) = F(=x)
concluimos

p(x) = p(=x) y P(x) = —¢p(—x)

(Fourier, 1822, p. 254, la traduccion es nuestra)
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En la Tabla 2, utilizando un lenguaje actual, se puede reinterpretar la construccion geométrica de Fourier
de la manera siguiente:

Tabla 2. Reinterpretacion de los argumentos de Fourier para la representacion de una funcion como suma de
dos funciones, una par y la otra impar.

1. Considérese una funcion arbitraria 2. Realice una reflexion respecto del eje de las
F (x) definida en un intervalo [- a, a], con ordenadas a F(x). Se obtiene F(—x).
a € R* (podria ser un intervalo abierto o F(—x) ! F(z)
semiabierto, incluso (—oo, )). g
— |

F(z) : :
3. Pada cada x en [-a,a], se toma el 4. Pada cada x en [-a, a], se genera la curva
punto medio del segmento cuyos Y (x), con la mitad de la medida del segmento
extremos son (x,F (x)) y (x,F (—x)), cuyos extremos son (x,F (x)) y (x,F (—x)),
genera una curva @ (x). considerando el signo de F(x) — F(—x).

(2, F(—x)) (x, F(—x))

P(x)

Fuente: Tomada de Romero (2016, p. 76)

Para Fourier, con esta demostracion logra lo que deseaba generalizar, pues dado que una funcién arbitraria
se puede representar como suma de una funcidn par y otra impar, y estas se pueden desarrollar en serie
trigonométrica de senos y cosenos, respectivamente, entonces la funcion inicial se puede representar en
serie trigonométrica de senos y cosenos.
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Reflexiones finales

A partir de la aproximacion sistémica de la TSME es posible observar aquellos significados geométricos
y graficos detras del calculo de los coeficientes de Fourier, €l visualiza en la gréafica todos los pasos
necesarios al lado de la operatoria aritmética que le permite calcular los coeficientes para la STF.

Se puede asegurar entonces que, en la forma de trabajo de Fourier, la manera de construir el conocimiento
matematico relativo al calculo de los coeficientes esta ligado a la coordinacion y articulacion de diferentes
miradas del objeto, una geométrica-grafica y la otra algebraica-analitica, para validar la segunda en la
primera.

En este sentido, el calculo de los coeficientes de Fourier es un problema con caracteristicas propias
independientes del ambiente fenomenologico el que se origina la STF (la conduccién de calor). Por lo que
del trabajo de Fourier se evidencia que la forma de acercarse al objeto (los coeficientes de Fourier) debe
incluir movilidad en al menos dos registros de representacion. el geométrico y el algebraico-analitico,
en donde nociones como operacion de funciones, integral definida y ortogonalidad de las funciones
trigonométricas, desde una interpretacion geométrica, cobran gran importancia.

A pesar de que Fourier realiza un trabajo meramente matematico sin relacion directa al contexto fisico, es
requerida una significacion a partir del uso de la serie trigonométrica, previo al estudio del calculo de sus
coeficientes (Romero, 2016). Es decir, se requiere reconocer a la serie trigonométrica como una
herramienta de prediccion para fendmenos estables de variacién periddico-acotada, previo a la
significacion del célculo de los coeficientes.

Ademas, se evidencia que el dME predominante no promueve aquellos significados geométricos para el
calculo de los coeficientes, ni la significacion previa de la serie trigonométrica a partir de su uso, lo cual
podria ser un elemento importante para el disefio de situaciones de aprendizaje en las que se quiera
significar a la STF.
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