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Resumen

El conocimiento del profesor de Matematicas es uno de los componentes de la ensefianza que tiene mayor
preponderancia en el momento de identificar y evaluar las variables que inciden en este proceso. Este conocimiento
se puede caracterizar desde diversos aspectos; uno de ellos es el uso de ejemplos en clase. Los ejemplos en
Matematicas son un referente didactico a la hora de ensefiar, pues muestran gran parte del conocimiento del profesor
al ponerlos en juego. Varios modelos de conocimiento, desde el propuesto por Lee Shulman (1986), han intentado
analizar y caracterizar la ensefianza de las Matematicas en relacion a la practica del profesor. En este trabajo se
presenta el modelo analitico de Conocimiento Especializado del Profesor de Matematicas (MTSK, por sus siglas
en inglés - Mathematics Teacher’s Specialised Knowledge) como un modelo alternativo y util a la hora de
caracterizar el conocimiento puesto en juego al hacer uso de ejemplos. Se muestran algunas caracteristicas de los
ejemplos en Matematicas y su relacion con el modelo MTSK. Se finaliza con algunas proyecciones que pueden
derivarse de la investigacion.

Palabras clave: conocimiento especializado, uso de ejemplos, MTSK

Abstract

Mathematics teachers’ Knowledge is one of the teaching components that become essential at the moment of
identifying and evaluating the variables that affect this process. This knowledge can be characterized from several
aspects; one of them is the use of examples in classes. Examples in Mathematics constitute a didactic reference
when teaching, because they show the teacher's knowledge when putting them into practice. Several models of
knowledge, from the one proposed by Lee Shulman (1986) have tried to analyze and characterize mathematics
teaching. In this paper, the Mathematics Teacher's Specialized Knowledge (MTSK) analytical model is presented
as a useful and alternative model for characterizing knowledge when using the examples. Some characteristics of
mathematical examples and their relation with MTSK model are shown. The work concludes with some projections
that can be derived from the investigation.
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Introduccion

Mucho se ha discutido sobre la importancia que tiene el conocimiento del profesor de Matematicas al
momento de ensefiar. Consecuencia de ello son los grupos de investigacion que se han formado
especialmente en los ultimos International Congress of Mathemathical Education (ICME, Alemania, 2016
y Korea, 2012), como también en los recientes Congress of European Research in Mathemamtics
Education (CERME, Irlanda, 2017 y Republica Checa, 2015). Justamente esta preocupacion es creciente,
por una parte, debido a los constantes cambios a nivel social y por otra a nivel educativo. Esto hace
indispensable analizar los distintos aspectos del conocimiento del profesor de Matematicas, centrandose
en analizar su naturaleza, las caracteristicas del profesor cuando ensefia y la profundidad del conocimiento
que un profesor debe y debiese tener para llevar a la practica su tarea docente (English, 2008). En este
mismo sentido la tarea de ensefianza del profesor en el aula esta permeada por su conocimiento
profesional, el cual es el soporte para disefiar, aplicar, reflexionar y actuar frente a las contingencias de
los distintos fendmenos de aula y las interacciones con los estudiantes, lo que permite visualizar las
respuestas de los estudiantes (Rojas, Flores y Carrillo, 2015).

Del mismo modo, el desarrollo profesional de los profesores hace necesario reconocer e identificar los
conocimientos (didacticos, disciplinares) que el profesor evidencia al ensefiar un tema especifico.
Justamente esta importancia es atribuida a los constantes cambios y demandas a los que esta sometida la
educacion actual y por ende el profesor debiendo ajustarse a estas demandas (Reyes y Sosa, 2015)

La decision de adoptar un aspecto para caracterizar el conocimiento puesto en juego del profesor de
Matematicas se torna complejo al asumir que la ensenanza y todo su entramado es un proceso cadtico en
términos de su complejidad, pues, por ejemplo, al momento de estar analizado la practica del profesor
desde una perspectiva curricular, afloran elementos que se relacionan con el contexto y otros aspectos.
Lampert (2001) plantea que analizar la practica de los profesores es una tarea compleja, debido a la
simultaneidad, a veces diversos problemas deben ser abordados desde una sola accion; esto reviste una
complicacion, pues las acciones del profesor no pueden ser tomadas o analizadas de forma independiente,
es decir, deben ser consideradas en todas sus interacciones.

Desde esta consideracion, son varios los modelos de conocimiento que han tratado de caracterizar y
describir el conocimiento que evidencia el profesor al ensefiar un tdpico especifico (por ejemplo,
Shulman, 1986 y Ball, Thames y Phelps, 2008). Como parte del grupo “Seminario de Investigacion en
Didactica de la Matematica (SIDM)”, de la Universidad de Huelva, se propone el modelo Mathematics
Teacher’s Specialised Knowledge (MTSK, Carrillo, Climent, Contreras y Mufioz-Catalan, 2013), el cual
permite profundizar en el conocimiento del profesor de Matematicas, pero a diferencia de otros modelos,
que este permite integrar e interrelacionar este conocimiento desde su caracteristica especializada como
definitoria (Escudero, Flores y Carrillo, 2012).

Uno de los aspectos que permitiria evidenciar un conocimiento especializado del profesor de Matematicas
es la seleccion y uso de ejemplos cuando ensefia y pone en juego la gama de conocimientos, tanto

matematicos como didacticos para lograr aprendizajes en los estudiantes.

Los ejemplos son uno de los elementos mas utilizados por el profesor para intentar explicar y mostrar
propiedades, conceptos, definiciones, etc. Segun Bills, Dreyfus, Mason, Tsamir, Watson y Zaslavsky
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(2006) la razon de la ensefianza de las matematicas, por medio de la presentacion de ejemplos, es que los
estudiantes los aprecian como algo genérico y como modelos de uso futuro para poder resolver problemas
de la misma estructura. La seleccion y uso de ejemplos por parte del profesor de matematicas, permite
evidenciar aspectos de su conocimiento especializado cuando ejemplifica en el aula.

En este trabajo se presenta el modelo de conocimiento especializado del profesor de Matematicas (MTSK)
como instrumento para caracterizar este conocimiento en relacion al uso de ejemplos.

Marco tedrico

En los ultimos afios, la investigacion centrada en el conocimiento del profesor de Matematicas se ha visto
incrementada debido a la necesidad de conocer y reflexionar en torno a las practicas de ensefianza. Uno
de los primeros trabajos que pretendio analizar el conocimiento del profesor es el de Shulman (1986),
quien supuso una importante contribucion en relacion a la comprension de los elementos sobre el
conocimiento del profesor.

El trabajo de Shulman es uno de los pioneros en esta linea de investigacion, del cual muchos otros se han
apoyado para construir modelos mas especificos, particularmente centrados en el conocimiento didactico
del contenido.

Otro de los trabajos que han sido aporte en este ambito es el de Ball, Thames y Phelps (2008) quienes
propusieron un modelo de conocimiento del profesor de matematicas articulado sobre la base de dos de
los dominios establecidos en los trabajos seminales de Shulman (1986). El modelo de Ball et al., (2008)
se diferencia del de Shulman, en que el conocimiento lo clasifica en dos grandes dominios, el
conocimiento del contenido, el cual tiene por subdominios al: conocimiento comun, conocimiento
especializado y conocimiento en el horizonte; por su parte, el conocimiento didactico del contenido esté
constituido por: conocimiento del contenido y la ensefianza, conocimiento de contenido y los estudiantes
y el conocimiento del curriculum.

Tomando como base de analisis el modelo de Ball et al., (2008), como las reflexiones llevadas a cabo en
el Grupo de Didactica de las Matematicas de las Universidad de Huelva en relacion a la nomenclatura del
caracter especializado del conocimiento del profesor de Matematicas llevo al grupo a proponer un modelo
integrador en su especializacion que afecta a todos los subdominios y no solamente a un subdominio,
como lo propone el equipo de Ball et al., (Escudero, Flores y Carrillo, 2012; Flores, Escudero y Carrillo,
2013).

Nuestro foco esta puesto en el Mathematics Teachers’ Specialised Knowledge (MTSK). Este modelo se
considera una propuesta teorica y una herramienta metodologica que nos permite analizar la préactica del
profesor de matematicas (Flores-Medrano, Escudero-Avila, Montes, Aguilar y Carrillo, 2014). El modelo
se ve representado en la figura 1.
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Figura 1. Modelo de Conocimiento especializado del profesor de matematicas (M7SK) (Carrillo, Contreras y Flores, 2013).

El modelo esta conformado por dos dominios, uno de ellos referido al Conocimiento Matematico, el cual
incluye tres subdominios: a) Conocimiento de los Temas Matematicos (KoT), es el conocimiento de los
conceptos, procedimientos, fenomenologias y fundamentacion tedrica del tema en cuestion (en el ejemplo
anterior, significados de la division, de la fraccion y de la division y suma de fracciones, algoritmos para
realizar estas operaciones con fracciones, o la idea de fracciones equivalentes); b) Conocimiento de la
Estructura de la Matematica (KSM), en relacion al contenido matematico en las conexiones, que supone
ver, entre otras cosas, la matematica avanzada desde un punto de vista elemental y la matematica elemental
desde un punto de vista avanzado (Carrillo, Climent, Contreras y Mufioz-Catalan, 2013) y c)
Conocimiento de la practica de la matematica (KPM): que se relaciona con las formas de hacer y proceder
en matematicas que un profesor ha de conocer para desarrollar su clase, como son las diferentes formas
de demostrar, el significado de definicidon, axioma o teorema como elementos constituyentes de la
matematica, o el conocimiento de la sintaxis matematica. El otro dominio es el referido al Conocimiento
didactico del contenido, el cual incluye los subdominios: a) Conocimiento de las caracteristicas del
aprendizaje matematico (KFLM) que se refiere al conocimiento de las dificultades, errores y obstaculos
en el aprendizaje de un concepto, asi como el conocimiento de la forma en que los alumnos aprenden un
cierto contenido, b) Conocimiento de la Ensefianza de las Matematicas (KMT) que incluye conocer
distintas estrategias que permitan al profesor impulsar el desarrollo de las capacidades matematicas
procedimentales o conceptuales y ¢) Conocimiento de los Estandares de Aprendizaje en Matematicas
(KMLS) el que esta conformado por los referentes que indican en qué momento debe aprenderse cada
contenido y a qué nivel de profundidad.
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Ejemplos y ejemplificacion

El uso de ejemplos en clase de Matemadticas su importancia y relevancia no son discutibles, por ejemplo
Rowland (2008) plantea que para que los estudiantes aprendan de los ejemplos es necesario hacer una
diferenciacion entre los de tipo inductivo (para dar ejemplos de algo de tipo general) y la otra es un uso
de los ejemplos en que estos son los llamados ejercicios (con caracter ilustrativo y enfocado al aspecto
practico). También los ejemplos son usados al inicio de la clase, como forma de explicacion o aclaracion
o para justificar un procedimiento, es decir, los ejemplos son una parte intrinseca del pensamiento
matematico, el aprendizaje y la ensefianza, en especial, en relacion a la conceptualizacion, generalizacion,
abstraccion, argumentacion y pensamiento analdgico (Zodik y Zaslavsky, 2008).

En relacion con el concepto de ejemplo, este es definido por distintos autores diferenciandolo del concepto
de ejemplificacion. Zaslavsky (2010, p. 107) usa el concepto de ejemplo instruccional, el que define como
“un ejemplo que es ofrecido por el profesor y que presenta una relacion entre el contexto y un tépico
particular de aprendizaje. Watson y Mason (2002a) menciona que un ejemplo es un caso particular de un
concepto mas amplio (idea, concepto, técnica, etc.) para que los estudiantes puedan razonar. Para Zodik y
Zaslavsky (2008) los ejemplos son vistos como casos particulares sobre los que podemos pensar y
generalizar hacia una clase o forma mas. La diferencia con el proceso de ejemplificacion es que este es
usado para describir alguna situacion en la que se ofrece algo mas especifico, lo que permitiria representar
una clase mas amplia que pudiese llamar la atencion de los estudiantes (Bills, Dreyfus, Mason, Tsamir,
Watson y Zaslavsky, 2006). Para Watson y Mason (2005), el término ejemplificacion es usado para
describir alguna situacion en que algin objeto especifico pueda ser presentado como representante de una
clase mas general, centrando de esta manera la atencién en una determinada direccion.

Una tarea importante dentro de esta area es la de su clasificacion. Para Figueiredo, Contreras y Blanco
(2009) el interés estd centrado en el objetivo que se busca, los clasifican de acuerdo: a su definicion, su
representacion, sus caracteristicas, sus aplicaciones internas y sus aplicaciones externas. Bills ez al., (2006)
proponen una clasificacion de acuerdo a la naturaleza en: ejemplos resueltos, ejercicios a resolver por los
estudiantes, ejemplos genéricos (conceptos o procedimientos), contragjemplos y no ejemplos.

El MTSK de un profesor permitiria informar de varios elementos al momento de ensefiar Matematicas, en
particular, cuando planifica y disefia las lecciones de clases en relacion a los tipos de tareas que é€ste
selecciona dependiendo de los objetivos que se planteen de acuerdo al nivel y tematica matematica. En
cierto sentido el uso de ejemplos, en el sentido de la decision de eleccion, podria entregar informacion
especifica del KMLS de un profesor, pues pueden verse evidenciados elementos sobre si los ejemplos que
aparecen en los libros de texto o documentos curriculares son idoneos para los estudiantes en relacion a
su contexto y nivel de desarrollo cognitivo, ademas de saber qué ejemplos son adecuados considerando
sus aprendizajes previos.

Espacios de ejemplos
Los espacios de ejemplos se refieren a la representacion mental de ejemplos por medio de iméagenes, de
expresiones matematicas o alguna técnica para resolver una tarea en relacion a algun contenido

matematico. Un espacio de ejemplo es una experiencia en la que vienen a la mente una o mas clases de
objetos matematicos a la vez relacionados con métodos de construccion y asociaciones, a cada espacio al
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que se tiene acceso se genera por diversos motivos o aspectos conocidos como variables que pueden ser
accesibles y segin nuevos ajustes estructurales es posible componer y recomponer (Goldenberg y Mason,
2008). Un ejemplo de espacio de ejemplo es el propuesto por Figueiredo (2010) para las funciones
cuadraticas, en este caso pueden presentarse distintas imagenes como y = 2x2 — 10, o de forma mas
general podria pensarse en f(x) = ax? + bx + ¢, objetos que son mas caracteristicos en estudiantes y
profesores, pero otras representaciones pueden presentarse como, f(x) = (x —a)(x — b) la que puede
no ser tan visible al no contenerla expresion “x2”. Otros ejemplos pueden ser atribuibles a otras funciones
como por ejemplo y = log, x o de forma mas particular y = log, x o su equivalente por su definicién
a” = x. Esta caracteristica podria aportar informacion en relacion al KoT de un profesor. Se asume como
base que el conocimiento de un profesor debe suponerse mayor al que tiene un estudiante, asi por ejemplo
un estudiante puede resolver una ecuacion cuadratica incompleta por el método de la férmula y un profesor
debe poder resolver desde el método de factorizacion, por formula, por medio de una grafica o tabla de
valores; incluido este aspecto en la categoria de fenomenologia. Por ejemplo las formas de representacion
que puede verse y entenderse una funcion, desde una forma grafica, tabular, sagital, factorizada, canonica,
que podria aportar informacion desde las formas de representacion con las que cuenta un profesor para
lograr aprendizajes.

Variacion

La nocién de variacion, dentro del area de ensefianza de las Matematicas, se asemeja a la capacidad del
aprendizaje en relacion a lograr hacer nuevas distinciones, es decir, tener la capacidad de discernir algo
de algo (la variacion de una variable en relacion a otra que se deja constante) y poder relacionarlo con
(en el sentido de un contexto) Marton y Booth (1997, citado en Figueiredo, 2010). Este tipo de aprendizaje,
llamado por discernimiento, es aquél que permite discernir algo donde existe variacion; si nada es variado,
no serd posible establecer esta distincion (Marton y Booth, 1997). Un ejemplo de variacion es el que
proponen Figueiredo, Contreras y Blanco (2009). Ellos analizan la nocion de transparencia y variacion en
funciones; uno de ellos es en relacion al ejemplo f(x) = a(x — h)? + k. En este ejemplo las letras a, h 'y
k tiene relacion con la posible contraccion o expansion del grafico y el sentido de la concavidad. Estas
tres letras representan las tres dimensiones de variacion posibles de este caso y las respectivas
ampliaciones de cambios en los nimeros reales para la letra h y la k y un IR-{0} para la letra a. En caso
de tener un a=0, este seria un no ejemplo de funcidon de segundo grado. La incorporacion de aspectos de
variacion en tareas matematicas por parte del profesor podria entregar evidencia de su KSM, debido a que
los ejemplos son un soporte en la construccion de elementos y topicos futuros de los estudiantes en
relacion a las conexiones de complejizacion, por ejemplo ir desde el aprendizaje de funciones lineales o
cuadraticas, hasta llegar a la idea general de funciones polinomiales. Un indicio de conexiones de
simplificacion dentro del KSM del profesor, puede verse reflejado, de forma particular, al considerar el
tema de funciones lineales como un aprendizaje previo para introducir el tema de funciones cuadraticas
al momento de encontrar los ceros de la funcidon como intercepto con el eje de las abscisas.

Transparencia

La nocion de transparencia de un ejemplo estd relacionada con la representacion que
se utiliza para un concepto cualquiera. En el trabajo de Lesh, Behr y Post (1987) se designan los sistemas
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representativos con el nombre de: Opacos o Transparentes. Segin Figueiredo (2010) “Una representacion
transparente es aquella que no tiene ni mas ni menos significado que la idea o estructura que representa.
Una representacion opaca enfatiza unos aspectos de la idea o estructura y atenua otros”. (p. 113). Los
trabajos de Zazkis y Sirotic (2010) han dado cuenta de la comprension sobre el concepto de numero
irracional, especificamente se han centrado en la influencia de las diferentes representaciones. Zazkis
(2005) compara sobre el conocimiento que se tiene de la definicion de niimero primo y de nimero
irracional y como estos son percibidos. En ambos trabajos se alude al concepto de “opacidad” y
“transparencia” de niamero irracional. En relacion al concepto de funcion cuadratica, el profesor podria
considerar los siguientes ejemplos:

@y = (x +1(x — 3); by = (x + 1)2- 4; (c)y = x2-2x —3.

Estas tres representaciones son diferentes, pero de la misma funcion. Asi, cada ejemplo es transparente
para algunas caracteristicas de la funcion y opaca con respecto a otros. La transparencia en el uso de
ejemplos, aun cuando es un elemento caracteristico y mas evidente en clases de Matematicas, se lleva a
cabo desde una reflexion mas subjetiva. Este aspecto puede entregar informacion relevante del KFLM de
un profesor, pues la seleccion de ejemplos depende mayoritariamente del nivel y contexto educativo, pero
principalmente del objetivo que se quiera abordar al usar ejemplos, es decir, si lo que se pretende es, por
ejemplo abordar el tema de funcion cuadratica de la forma f(x) = x? + bx + ¢, para analizar los puntos
de interseccion con la abscisa, la seleccion de los ejemplos serd aquella en la que estén expresados como
factores, es decir (x + a)(x + f) = 0 y no en su forma general; ejemplo que seria transparente a esta
caracteristica y mostraria indicios del KFLM, al considerar los dificultades que pueda tener un estudiante
con otro tipo de representacion. Con esto se puede identificar en como cree que pueden aprender los
estudiantes y qué tipos de ejemplos presentarian mayores o menores dificultades al ser introducidos para
apropiarse de concepto. Ademas, la inclusion de este elemento, podria aportar indicios del KMT de un
profesor, por ejemplo en el uso de recursos y materiales adecuados para mostrar aspectos de transparencia
y opacidad, el disefio de actividades didacticamente “ricas” para construir conocimiento desde la base de
actividades apropiadas para los estudiantes.

Proyecciones

En este trabajo se pone de relieve la importancia relevancia que tiene el uso de ejemplos, en el
conocimiento especializado que tiene que tener el profesor de Matematicas al momento de planificar las
lecciones y saber qué ejemplos dan sustento tedrico practico a esta(s) elecciones, los modos de usarlos y,
en qué momento proponerlos en clase de Matematicas. La informacion sobre este conocimiento (MTSK
del profesor), sin duda aportaria evidencia significativa sobre el conocimiento especializado del profesor
vista desde nuestro modelo andlisis de conocimiento, MTSK. Por otra parte, pretendemos contribuir a la
caracterizacion del conocimiento del profesor, centrados en sus dominios y subdominios, especificamente
en lo que vislumbramos (a priori) en relacion al del KoT, KSM, KMT, KFLM y posiblemente de su
KMLS. La deteccion de estos subdominios a través de las categorias definidas en el modelo, permitirian
caracterizar e indagar sobre las formas de ensefianza del profesor de Matematicas, tanto desde la materia
como desde la didactica, en relacion a los sustentos que permiten apoyar qué tipo de conocimiento apoya
la eleccion y uso de esos ejemplos. Finalmente pretendemos contribuir con elementos tedricos a la
investigacion sobre la linea de conocimiento profesional del profesor de Matematicas, en general; y en
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particular lograr extender los indicadores que actualmente estan definidos para estos subdominios
propuestos.
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