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Resumen

En este capitulo presentamos patrones que siguen algunos nimeros figurados,
particularizando en los niimeros triangulares como base para el resto de poligo-
nales. Los patrones se consideran de utilidad para la resolucion de algunos tipos
de problemas y como herramientas para introducir el algebra escolar, ademas de
manifestar la belleza inherente a la Matematica Discreta. Esta temdtica se acerca
al interés investigador de nuestros compafieros Francisco Fernandez y Francisco
Ruiz. Francisco Fernandez centr6 sus trabajos en el aprendizaje del algebra es-
colar, mas concretamente en la resolucion de problemas algebraicos en funcion
de diferentes sistemas de representacion, y Francisco Ruiz mostrd en sus trabajos
gran interés por el caracter interdisciplinar de los conocimientos matematicos y por
destacar las relaciones y conexiones entre las matematicas con otras disciplinas,
entre ellas el Arte.

Palabras clave: patrones, nlimeros figurados, nlimeros poligonales, nimeros
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Abstract

In this chapter we show patters followed by some figurative numbers, paying
attention to triangular numbers like basis for the rest of polygonal numbers. Pat-
terns are considered useful for solving some types of problems as well as for in-
troducing Algebra in elementary school. Moreover, patterns show inherent beauty
to Discrete Mathematics. This topic is close to the research interest of our fellows
Francisco Fernandez and Francisco Ruiz. Francisco Fernandez focused his works
in learning of Algebra, more concretely in solving algebraic problems by using dif-
ferent representation systems. Francisco Ruiz showed great interest in the interdis-
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ciplinar character of mathematical knowledge as well as in emphasizing relations
and conections among Mathematics and others disciplines, like Art.

Keywords: patterns, figurative numbers, polygonal numbers, triangular numbers.

PATRONES Y MATEMATICAS

Los matematicos de todos los tiempos han sido fascinados por el arte y
la ciencia de los patrones (Joseph, 2000). Desde hace algunas décadas, un
cierto punto de vista considera la matematica como la ciencia que estudia
las regularidades, y que identifica la matematica como la ciencia de los
patrones y el orden (Devlin, 1994; Steen, 1988). Goldin (2002) indica que
las matematicas tratan de la descripcion sistematica del estudio de patro-
nes y para Orton (1999) buscar una regularidad, un patrén, una regla, es
una de las acciones que se realizan generalmente en matematicas. Steen
(1998) establece la siguiente analogia: asi como la biologia es la ciencia
de la vida y la fisica la ciencia de la energia y la materia, la matematica
es la ciencia de los patrones. La identificacién de un patron apropiado en
el comportamiento de la naturaleza permite predecir lo que ocurrira en un
futuro, lo cual otorga a las matematicas una extraordinaria utilidad (Steen,
1998). El poder de la matematica radica en relaciones y transformaciones
que dan lugar a patrones y generalizaciones (Warren, 2005). Patrones y
relaciones surgen en todas las ramas de las matematicas ya sea niameros,
algebra, geometria, probabilidad o estadistica.

Patrones en la ensefianza y aprendizaje de las matematicas

La literatura ofrece varias definiciones de patrones, la idea basica im-
plicita en esta nocion es que toda situacion repetida con regularidad da lu-
gar a un patron (Castro, 1995). Segtin Guerrero y Rivera (2002), patrén es
una regla entre elementos u objetos matematicos como numeros, formas.
Papic y Mulligan (2005) definen patron como una regularidad espacial o
numérica. Un patron matematico puede ser descrito como cualquier regu-
laridad predecible que, por lo general, impliquen operaciones numéricas,
espaciales o relaciones logicas (Mulligan, 2010).
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Los patrones que expresan relaciones y funciones, a menudo, se pre-
sentan graficamente, verbalmente, numéricamente o analiticamente, a
través de tablas, graficos o formulas. La mayoria puede representarse en
varias formas. De hecho, los patrones relacionados con las matematicas a
menudo son mas eficaces si hay interaccion entre estas multiples represen-
taciones (Steen, 1988).

Los patrones se asocian comunmente al pensamiento algebraico debi-
do a la presencia en ellos de la abstraccion y la generalizacion (Barbosa y
Vale, 2015). Permiten la transicion al Algebra mediante el establecimiento
de relaciones de tipo funcional (Zazkis y Liljedahl, 2002). Pueden servir
como contexto para la introduccion de diferentes formas de expresiones
algebraicas sobre la misma relacion y percibir que tales relaciones pueden
ser descritas correctamente de diferentes maneras. El trabajo con patrones
permite la formulacion y justificacion de las generalizaciones y el uso de
estas generalizaciones para hacer predicciones (Mason, Johnston-Wilder
y Graham, 2005). La funcion recursiva, generalmente asociada a los pa-
trones, es considerada una potente via de expresar relaciones y analizar
propiedades de los procesos matematicos.

Las siguientes acciones, ligadas a los patrones, son sefialadas por
Steen (1988) y constituyen la descripcion misma de lo que significa hacer
matematicas (Liljedahl, 2004):

* Reconocer: Descubrir situaciones matematicas en diversos contex-

tos;

* Visualizar: Ver patrones en datos y en situaciones no matematicas;

» Verbalizar: Expresar en palabras la naturaleza de los patrones per-

cibidos por la vista;

» Simbolizar: Formalizar en simbolos matematicos las relaciones en-

contradas en los patrones;

* Analizar: Relacionar un patréon con otro, y predecir nuevos patro-

nes.

Atendiendo a diferentes criterios, se consideran distintos tipos de pa-
trones. Asi, dependiendo de los elementos que lo forman, el patrén puede
ser numérico o geométrico; segun la forma de presentarse, pueden hacerse
mediante representacion simbolica (es el caso de los numéricos) o con
imagenes (caso de las geométricas) que potencian la visualizacion, enten-
dida esta como procesos de construccion y transformacion de imagenes y
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todas las inscripciones de naturaleza espacial que puedan estar implicadas
al hacer matematicas (Presmeg, 2006); por su formacidn, pueden ser de
repeticion (un motivo se va repitiendo en la formacion de la secuencia) y
de desarrollo o crecimiento (los elementos de la secuencia crecen de uno
término al siguiente).

Para que un patrén sea de tipo numérico, el hecho de estar formado
por numeros es condicidon necesaria pero no suficiente. Para ser considera-
do numérico un patrén ha de cumplir ademas que el valor de los diferentes
elementos sea relevante en la sucesion. Es decir, el patron no ha de poder
ser transferido a un patrén no numérico, sin pérdida de alguna propiedad
crucial del mismo. Por ejemplo, el patron /7, 2, 3, 4, 3, 2, I es transferible
a abcdcba vy, por lo tanto, no es un patrén numérico sino un patrén usando
numeros como elementos individuales. Por lo general, los patrones repeti-
tivos construidos a partir de nimeros no se consideran patrones numeéricos
ya que pueden ser transferidos a una representacion no numérica. Ejem-
plos de patrones numéricos son los de la figura 1:

1,1,2,3,5,8,...; 1,4,8, 13, 19,...; 1,3,6,10,15,..; 1,4,9,16,25,...

Figura 1. Secuencias de nimeros que siguen un patron numerico

Todos los tipos de patrones contribuyen al desarrollo del razonamien-
to matematico, pero los patrones numéricos de crecimiento conducen, de
forma mas natural, al descubrimiento de una relacion entre dos cantida-
des variables, facilitando asi el razonamiento funcional (Rivera y Becker,
2008).

NUMEROS FIGURADOS

Los numeros figurados son nimeros que pueden ser representados por
una disposicion geométrica regular o secuencia de puntos (u objetos dis-
cretos) uniformemente espaciados (figura 2). Si la representacion corres-
ponde a un poligono se trata de nlimeros poligonales y su nombre vendra
dado por el poligono correspondiente (triangulares, cuadrados, pentagona-
les, etc.); si corresponde a una figura tridimensional, su nombre depende
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de la figura de la cual se trate (piramidal triangular, piramidal cuadrangu-
lar, cubico, etc.).

Los numeros figurados, que suelen asociarse con figuras de 2 o 3 dimen-
siones, pueden generalizarse a dimensiones mds altas. Forman secuencias
numeéricas de crecimiento cuya representacion puede hacerse simbdlicamen-
te o graficamente, y presentan patrones numéricos, o secuencias en la for-
macion de cada figura a partir de la anterior, como se muestra en la figura 2.
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Figura 2. Numeros figurados

Numeros triangulares

De la representacion poligonal-puntual de los nimeros triangulares
(figura 2) se desprende un patron en la formacion de dichas figuras, con-
siste en agregar al anterior una fila de puntos con un punto mas que la fila
anterior.
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La expresion numérica de esta sucesion es:
T1: 1, T2: 1+2 = 3, T3: 14243 = 6, T4: 1+2+3+4 =10 ...
Donde 1, 3, 6, 10... es una sucesion de numeros triangulares dada por

el patron: Sumar tantos numeros naturales consecutivos como indica el
término de la sucesion.

12 fila 1 } 1 11/} 11 1°flal 2 2 2 2 21

7Sﬁ1a1/2/13;4 /5;'61" 28l 1/§/%/§;$§11...
YA ViYAVA VAV EAYE

3*fila 1 3/6 10 15 21 3’ﬁla1/4/9 16 25 36..

Figura 3. Algoritmo para la construccion de numeros triangulares y cuadrados

Mediante un algoritmo como el que se recoge en la figura 3(a), basado
en el teorema de las diferencias finitas, se pueden conseguir tantos niime-
ros triangulares como se quiera.

La construccion del algoritmo es como sigue: (i) se escribe una pri-
mera fila como sucesion constante de 1; (i1) la segunda fila se construye
poniendo 1 en primer lugar, el siguiente nimero se obtiene sumando este
nimero y el que tiene a su derecha en la fila superior (en el recorrido que
indican las flechas); (iii) se repite este procedimiento en toda la fila. Para
la tercera fila, se sigue este mismo proceso. En esta tercera fila se obtienen
los nimeros triangulares. Si se pone una fila mas y se repiten los mismos
pasos, en la cuarta fila se obtienen los nimeros piramidales triangulares.

La expresion del término general de la sucesion de los nimeros trian-
1 . ., .
gulares es 7, =5 n(n + 1). Dicha expresion puede obtenerse por diferentes

métodos, recogemos a continuacion el método que utiliza la representa-
cion puntual.
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Consideramos dos secuencias de ntimero triangulares y las unimos
como indica la figura 4.
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Figura 4. Union de dos niimeros triangulares del mismo orden.

Se forma una secuencia de numeros rectangulares en la que cada ele-
mento es el doble del numero triangular del mismo orden. El nimero de
puntos de cada uno de estos rectangulos se obtiene como producto del
numero de puntos que hay en cada lado. Simbdlicamente se escribe:

2T1=1x2=2;2T1,=2x3=6;2T5=3x4=12; 2T4,=4x5=20; ...;

2T,=nx(n+1)

De donde 7, = % n(n+1).

Los numeros triangulares, y el término general de su secuencia, pro-
porcionan la base para llegar a conocer el término general de las sucesio-
nes de los otros numeros figurados y también para resolver algunos tipos
de problemas, como vemos seguidamente.

Numeros cuadrados

La figura 2 muestra los numeros cuadrados. Se percibe que el patron
para construir los sucesivos cuadrados consiste en ir afiadiendo una fila y
una columna (una escuadra) de puntos, a la figura anterior. Numéricamen-
te esta secuencia se escribe:

Ci=1;,C,=1+t3=4; C;= 1+3+5=9; Cy;= 1+3+5+7 = 16;...
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que constituye la sucesion de los nimeros cuadrados 1, 4, 9, 16...; cuyo
patron es: cada numero cuadrado es la suma de tantos numeros impares
como indica su orden.

Como ocurriera para los numeros triangulares, también en el caso de
los cuadrados se puede utilizar el algoritmo de la figura 3(b) para obtener
nimeros cuadrados en la tercera fila del algoritmo.

Aunque la expresion general de un cuadrado es conocida —n?, se pue-
de llegar a obtener dicho término general a partir de considerar que todo
numero cuadrado es equivalente a dos triangulares, uno de ellos del mismo
orden que el cuadrado y otro de un orden menor, como se muestra en la
figura 5.

o000
.\. o @
e 606 o 00
C:=T:+T; C=T;+T; Cy=T+T: =+ Cp=Ty+Ty

Figura 5. Numero cuadrado como suma de dos numeros triangulares

Asic Co=T,+T,1= 5 n(n+1)+5 (n—n = n’.

Numeros Poligonales P;

El término general para cada una de las sucesiones de nimeros po-
ligonales se puede hallar por descomposicion del mismo en triangulares
(analogamente a lo hecho para los cuadrados). Asi en la figura 2 se percibe
que para los nimeros pentagonales se cumple que:

Py=T5+2T; Pa=T4 275 ..., P, =T, + 2T, -,

lo cual llevaria a la siguiente expresion:
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1 1 1
Pn=7n(n+1)+27(n—1)n=7n(3n—1)

De forma similar, para los numeros hexagonales: H, = T, + 37, - ;

luego, H, = % n(4n — 2).

Repitiendo este proceso y siguiendo el patron que indica que cualquier
numero poligonal se puede considerar suma de un triangular del mismo
orden mas tantos triangulares de un orden menor como indica su orden
menos tres, se llega a la informacion presentada en la tabla 1, la cual re-
coge una variedad de sucesiones, tanto en sus filas como en sus columnas,
cada una de ellas presentan un patrén numérico.

Tabla 1. Sucesiones de nimeros poligonales y sus términos generales

Numero de orden

Lados Nombre

12 3 4 5 n
3 Triangular 13 6 10 15 % n(n+1)
4 Cuadrangular 1 4 9 16 25 % n(2n —0)
5 Pentagonal s 12 2 35 % n(Gn— 1)
6  Hexagonal 1 6 15 28 45 % n(dn - 2)
7  Heptagonal 1 7 18 34 55 % n(5n —3)
r i’g;;al It 30—1) 2Br-4) 502r-3) % n(t = 2)n — 2(r 2)]
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Por lo que la formula general para obtener un numero poligonal es:

P2 = nf(r=2)n—2(r2)

donde 7 es el lado del poligono, y n es el nimero de orden que ocupa el
numero en la secuencia.

Algunos problemas a resolver a partir de los niumeros triangulares

Hay un tipo de problemas que se puede resolver, rapidamente, uti-
lizando un proceso inductivo (Caniadas y Castro, 2014), conociendo los
numeros triangulares y el término general de la sucesion que forman. Por
ejemplo:

Si se dibujan n puntos en un circulo y se unen con lineas rectas de todas las
formas posibles, ;cudntos segmentos se trazan? (La figura 6 muestra como queda-
ria unidos 13 puntos en un circulo).

Siguiendo el razonamiento inductivo, comenzando con dos puntos y
aumentando progresivamente el numero de estos, se obtiene la tabla 2 que
relaciona el nimero de puntos tomados en el circulo con el nimero de
segmentos obtenidos.

Figura 6. Union de trece puntos en un circulo
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Tabla 2. Puntos y segmentos

Puntos Segmentos
2 1
3 3
4 6
5 10
1
n SN (n—1)

De este mismo tipo son los siguientes problemas:

Una clase de 20 nifios, el primer dia después de las vacaciones, se saludan
dandose la mano todos entre si, ;Cuantos apretones de mano se han dado?

Tanto los objetos a unir como los contextos del problema pueden va-
riar. Asi pueden ser felicitaciones de Navidad entre un grupo cerrado de
personas, un conjunto de pueblos los cuales se quieren unir por carretera
de todas las formas posibles, etc.

Otros problemas a los que se les puede encontrar solucion mediante el
uso de los numeros triangulares son:

* En un conjunto de » nimeros consecutivos, /cudntos subconjuntos

contienen s6lo niimeros consecutivos?

* En una secuencia de numeros, ;cuantas formas hay de insertar un

par de corchetes?

* Enuna trama rectangular de dimensiones m x n, jcuantos rectangu-

los se ven?

CONCLUSION

Actualmente se considera la actividad matematica como el dominio
del razonamiento sobre los objetos y sus relaciones. Esto obliga a que la
ensefianza de las matematicas deba tener entre sus prioridades fomentar
las generalizaciones y las acciones asociadas a las mismas, como son la
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justificacion de la generalizacion, asi como su expresion en lenguaje ma-
tematico. En esta actividad, el papel de los patrones como herramientas
pedagogicas no puede pasarse por alto. Los patrones que hemos presen-
tado anteriormente son considerados pruebas de las generalizaciones que
presentan. Permiten demostrar una propiedad matematica a partir de una
coleccion finita de formas. Explorar este tipo de patrones lleva a encontrar
una relacion entre los distintos elementos de la secuencia y su posicion en
la misma. Esta relacion se puede utilizar para hacer una generalizacion,
para generar elementos en otras posiciones (Barbosa & Vale, 2015), algu-
nos de ellos ocultos en la sucesion. Las tareas en las que intervienen patro-
nes pueden ser un poderoso vehiculo para la comprension de las relaciones
entre las cantidades que subyacen en dichos patrones, contribuyendo asi a
la creacion de relaciones de tipo funcional (Warren, 2005).

Los patrones asociados a los nimeros poligonales pueden trabajarse
en todas los niveles educativos. En infantil y primeros cursos de primaria
mediante material manipulativo como aparece en la figura 7. Posterior-
mente, mediante las representaciones puntuales y llegando hasta obtener
el término general de los mas familiares. Un conocimiento de los nimeros
triangulares como se tiene de los cuadrados puede ayudar a los estudiantes
a resolver problemas sencillos como los propuestos, antes de conocer la
combinatoria.

Figura 7. Representacion de nimeros triangulares y cuadrados con cubos
encajables
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